Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  bix>k  lhat  was  preservcd  for  gcncralions  on  library  sIil-Ivl-s  before  il  was  carcfully  scanncd  by  Google  as  pari  ol'a  projeel 

to  makc  the  world's  books  discovcrable  online. 

Il  has  survived  long  enough  Tor  the  Copyright  lo  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subjeel 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  terni  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  niay  vary  country  tocountry.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past.  representing  a  wealth  ol'history.  eulture  and  knowledge  that 's  ol'ten  dillicult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  lile  -  a  reminder  of  this  book's  long  journey  from  the 

publisher  lo  a  library  and  linally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  lo  digili/e  public  domain  malerials  and  make  ihem  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  cuslodians.  Neverlheless.  this  work  is  expensive.  so  in  order  lo  keep  providing  this  resource.  we  have  laken  Steps  lo 
prevent  abuse  by  commercial  parlics.  iiicIiiJiiig  placmg  lechnical  reslriclions  on  aulomatecl  querying. 
We  alsoasklhat  you: 

+  Make  non  -commercial  u.se  of  the  fites  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals.  and  we  reüuesl  lhat  you  usc  these  files  for 
personal,  non -commercial  purposes. 

+  Refrain  from  imtomuted  qu  erring  Do  not  send  aulomated  üueries  of  any  sorl  to  Google's  System:  If  you  are  conducling  research  on  machine 
translation.  optical  characler  recognilion  or  olher  areas  where  access  to  a  large  amounl  of  lex!  is  helpful.  please  contacl  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  malerials  for  these  purposes  and  may  bc  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "walermark"  you  see  on  each  lile  is  essential  for  informing  people  about  this  projeel  and  hclping  them  lind 
additional  malerials  ihrough  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use.  remember  that  you  are  responsable  for  ensuring  lhat  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  ihc  United  Siatcs.  lhat  ihc  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 

counlries.  Whelher  a  book  is  slill  in  Copyright  varies  from  counlry  lo  counlry.  and  we  can'l  offer  guidance  on  whelher  any  specific  use  of 
any  specific  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  usec!  in  any  manncr 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringemenl  liability  can  bc  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google 's  mission  is  lo  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  ihc  world's  books  wlulc  liclpmg  aulliors  and  publishers  rcacli  new  audiences.  You  can  searcli  ihrough  llic  lull  lexl  of  this  book  on  llic  web 
al|_-.:. :.-.-::  /  /  bööki  .  qooqle  .  com/| 


Google 


Über  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches.  Jas  seil  Generalionen  in  Jen  Renalen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Well  online  verfügbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 

Das  Buch  hat  Jas  Urlieberreclil  ühcrdaucrl  imJ  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  isi.  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheil  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar.  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren.  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Original  band  enthalten  sind,  linden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Niitmngsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.      Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.      Nichlsdcstoiroiz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  verhindern.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  für  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sic  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sic  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zcichcncrkcnnung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist.  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  für  diese  Zwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google- Markende  meinen  Das  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sic  in  jeder  Datei  linden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuchczu  linden.  Bitte  entfernen  Sic  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sic  nicht  davon  aus.  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  isi.  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sic  nicht  davon  aus.  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.   Eine  Urheberrechlsverlelzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.    Google 

Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unlcrslül/1  Aulmvii  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppen  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchlexl  können  Sic  im  Internet  unter|htt:'- :  /  /-■:,■:,<.-:  .  .j -;.-;.  .j _  ^  . .::-;. -y]  durchsuchen. 


BIBLIOGRAPHIC  RECORD  TARGET 

Graduate  Library 
University  of  Michigan 

Preservation  Office 

Storage  Number: 


AAN8918 

ULFMTBRTaBLmT/C   DT  07/15/88  R/DT  04/05/89  CC   STATmmE/Ll 
035/1:  :  |  a  (RLIN)MIUG84-B50922 
035/2:  :  |  a  (CaOTULAS)l 60099286 
040:  :  |aMiU  |cMiU 

100:1 :  |  a  Borchardt,  Carl  Wilhelm,  |  d  1817-1880. 

245:00:  |  a  Gesammelte  werke.  |  b  Auf  veranlassung  der  Königlich  Preussischen 
Akademie  der  Wissenschaften  |  c  herausgegeben  von  G.  Hettner. 
260:  :  |a  Berlin,  |b  G.Reimer,  |cl888. 
300/1:  :  |a  ix,  511p.  |  b  front,  (port.)  |c  28x24  cm. 
650/1:0:  |  a  Mathemaücs. 
700/1:1 :  |  a  Hettner,  Georg,  |  d  1854-  |  e  ed. 
710/2:2  :  j  a  Deutsche  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin. 
998/1:  :  |cKLB  |s9124 


Scanned  by  Imagenes  Digitales 
Nogales,  AZ 

On  behalf  of 

Preservation  Division 

The  University  of  Michigan  Libraries 


Date  work  Began:  _ 
Camera  Operator: . 


/Google 


C.  W.  BORCHAEÜT'S 

GESAMMELTE  WERKE. 


/Google 


/Google 


/Google 


/Google 


C.  W.  BORCHARDT'S 

GESAMMELTE    WERKE. 


AUF  VERANLASSUNG  DER  KÖNIGLICH  PREÜSSISOHEN 
AKADEMIE  DER  WISSENSCHAFTEN 


HERAUSGEGEBEN 


8.    H  B  T  T  S  E  E. 


MIT  DEM  BILDNISSE  BORCHARDT'S. 


BERLIN. 
DRUCK  UND  VERLAG  VON  GEORG  REIMER. 

188a. 


/Google 


/Google 


V  o  r  r  e  d  e, 

Die  Gesammelten  Werke  Borchardt's,  deren  Herausgabe  ich  auf  Ver- 
anlassung der  hiesigen  Akademie  der  Wissenschaften  übernommen  habe,  ent- 
halten nur  Abhandlungen  und  kürzere  Mittheihmgen,  welche  bereits  gedruckt 
vorlagen.  In  dem  Nachlasse  Borchardt's  fand  sich  keine  in  den  wesentlichen 
Punkten  abgeschlossene  Arbeit  vor,  auch  die  Doctordissertation ,  sowie  die 
meisten  Abhandlungen,  welche  Borchardt  in  der  Akademie  der  Wissenschaften 
gelesen,  aber  nicht  veröffentlicht  hat,  waren  nicht  mehr  vorhanden.  Die  Ab- 
handlungen sind  chronologisch  geordnet,  ihnen  folgen  kurze  Notizen  mathema- 
tischen und  biographischen  Inhalts.  Den  kurzen  Lebenslauf  Borchardt's. 
welcher  der  13.  Auflage  des  Brockhaus'schcn  Conversationslexieon  mit  Er- 
latibniss  des  Herrn  Verlegers  entnommen  ist,  hat  ein  Freund  Borchardt's 
verfasst. 

Ausser  dem  hier  zum  Abdruck  Gelangten  hat  Borchardt  nur  noch 
einige  Vorreden,  kurze  Anmerkungen  zu  Abhandlungen  anderer  Autoren  und 
Anzeigen  des  Ablebens  von  Joachimsthal,  von  Staudt  und  Roch  in  seinem 
Journal  veröffentlicht,  es  erschien  aber  nicht  erforderlich  dieselben  in  die  Ge- 
sammelten Werke   aufzunehmen. 

Berlin,  den  19.  Januar  1888. 

G.  Hettner. 
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bestimmt, 


Crelle,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  30  p.  38—45,  1846. 
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Neue  Eigenschaft  der  Gleichung,  mit  deren  Hülfe  man  die 
seculären  Störungen  der  Planeten  bestimmt, 

Herr  Professor  Kummer  liat  im  26.  Bande  des  Crelleschen  Journals 
ein  äusserst  merkwürdiges  Resultat  in  Beziehung  auf  die  bekannte  Gleichung 
dritten  Grades,  von  welcher  die  Bestimmung  der  Axen  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  abhängt,  publicirt.  Es  ist  demselben  nämlich  durch  eine  Combination 
geschickter  Versuche  und  scharfsinniger  Vermutlimigcn  gelungen,  den  Ausdruck, 
dessen  Zeichen  die  Realität  der  Wurzeln  jener  Gleichung  bedingt,  und  welcher 
bekanntlich  gleich  dem  Quadrat  des  Products  der  Differenzen  der  Wurzeln  ist, 
als  Summe  von  Quadraten  darzustellen.  Dieses  schon  an  sich  überraschende 
Resultat  hat  später  Herr  Professor  Jacobi  in  dem  in  Rom  erscheinenden 
Giornale  Arcadico  T.  XCIX  [J,acobi's  Gesammelte  Werke,  Bd.  3  p.  459]  in 
seiner  Bedeutung  für  die  analytische  Geometrie  weiter  verfolgt  und  aus  dem- 
selben ein  merkwürdiges  und.  bisher  unbekanntes  System  von  Formeln  ent- 
wickelt, welches  selbstständig  bewiesen  und  dann  zur  Verificirung  des  Kummer- 
schen  Resultats  gebraucht  werden  kann.  Der  Gegenstand  dieser  Note  ist  es 
nun,  die  wahre  analytische  Quelle  anzugeben,  welche  sowohl  das  Kummersche 
auf  die  Gleichung  dritten  Grades  bezügliche  Resultat  ohne  Kunstgriff  ergiebt, 
als  auch  eine  Ausdehnung  dieses  Resultats  auf  die  allgemeine  Gleichung  n^r  Ord- 
nung,  mit  deren   Hülfe  man   die   seculären   Störungen   der  Planeten  findet. 


Die  Gleichung,  von  welcher  die  Bestimmung  der  seculären  Störungen 
der  Planeten  abhängt,  und  auf  welche  man  bei  anderen  Gelegenheiten  in  der 
Analysis  stösst,  ist  das  Resultat  der  Elimination  der  Unbekannten  &,,  #,,  ...  x„ 
aus  den   Gleichungen 


m 
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8  Neue  Eigenschaft,  der  Gleichung,  mit  deren  'Hülfe 

wo  die  ji3  Coefficienten  «,,,  «„,,  .  .  .  «„„  als  bekannt  angenommen  werden 
and  die  Eigenschaft,  haben,  dass 

Bezeichnen   wir  die  Finalgleichung  der  Elimination   mit 

00  r  =  o, 

so  enthält  P  die  einzige  Unbekannte  g  und  zwar  diese  bis  zum  nten  (trade,  die 
G-leiehung  (a)  hat  also  n  Wurzeln:  </,,  g2,   ...   gs.     Nun  sei 

l  &-,-»„)"■ 

welcher  Ausdruck  bekanntlich  bei  allen  Gleichungen  eine  ganze  rationale  Function 
der  Coefficienten  ist,  so  soll  im  Folgenden  bewiesen  werden,  dass  für  die  Glei- 
chung r  =  0  sich  M  als  Summe  von  Quadraten  darstellen  lässt;  wodurch  zu 
den  bekannten  merkwürdigen  Eigenschaften  der  Gleichung  V  =  0  eine  neue 
hinzugefügt  wird. 

Da  wir  es  mit  den  Algorithmen  zu  thun  haben  werden,  welche  bei  der 
Auflösung  eines  Systems  linearer  Gleichungen  vorkommen,  so  ist  es  nöthig, 
die  Ausdrücke  und  Bezeichnungen  anzuwenden ,  welche  in  dieser  Theorie  ge- 
bnitichlich  sind.     Es  seien 


die  Coefficienten  eines  Systems  von  n  linearen  Gleichungen  mit  n  Unbekannten, 
so  haben  die  aus  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  hervorgehenden  Werthe 
der  Unbekannten  einen  gemeinschaftlichen  Nenner,  welcher  die  Determinante 
des  Systems  von  Gleichungen  oder  auch  die  Determinante  aus  den  Grössen  aik 
genannt   und   durch   die  symbolische  Forin 

bezeichnet  wird. 

In  dem  Folgenden  werden  drei  Sätze  über  Determinanten  gebraucht. 
weiche  ich   nicht  beweisen,  sondern  nur  historisch  anführen  will. 

Der  erste  Satz,  welcher  von  Vandermonde  herrührt,  findet  sich  in 
einer  Abhandlung  <h:.*  Herrn  Professor  Jacobi  „de  funetiouibus  alternantibus  etc." 


/Google 
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im  22.  Bande   des  Cre  11  eschen  Journals  p.  360  [Jacobi's  Gesammelte  Werke, 
Bd.  3   p.  439]:   er  lautet: 

Satz  1,      Die   Determinante 


setzt,  in  das  Product  aus  allen  Differenzen  der  Grössen  a{  über,  cl.  h. 

2±«»;...<r'  =  +(«,-«,)(■,-«,) . . .  (o ,-«_,)(« -o 
Co,-«,)...  («,-«,j(«,-«j 


Der  zweite  Satz  ist  ein  allgemein  bekannter,  er  findet  sich  in  der  Abhandlung 
des  Herrn  Professor  Jaeobi  „de  formatione  et  proprietatibus  determmantium" 
im  22.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  p.  312  [Jacobi's  Gesammelte  Werke, 
Bd.  3   p.  385]  und  lautet: 

Satz  IL  Das  Quadrat  einer  Determinante  lässt  sieh  wiederum  als  De- 
terminante- darstellen,  und  zwar  so,  dass  die  Elemente  der  neuen  Determinante 
ganze  rationale  Functionen   der  Elemente  der  alten  Determinante  sind.     Nämlich 

wo 

ft,*  =  ßu(V~t~0%f<V~l rß(/T(. 

Der  dritte  Satz  findet  sich  an  dem  nämlichen  Ort  und  rührt  von  Cauchy 
her  (Journal  de  l'Ecole  Polyteehnique,  T.  X,  Cah.  17),  er  lautet: 

Satz  III.     Ist  pZ>n  und 

so  ist, 

wo  r,  r",  .  .  .  /,(")  irgend  eine  Combination  der  Indices  1  bis  p  zu  n  ist  und 
ilas  Summenzeichen  S  auf  alle  Combinationen  dieser  Art  auszudehnen  ist. 

Wenden  wir  nun    den  Satz  I  auf  die  Gleichung  (fi)  an,  so  ergiebt  sich 

und  diese  Gleichung  transfbrmirt  sich  nach  Satz  II  in 
M=2±ßllß       ßan, 


/Google 


Neue  Eigenschaft  flev  (llräcimttg,  mit,  deren  Hülfe 


i  =  y,  f,   +s, 

=  s'7"  +A 


.venti  wn- 


-+97 

+9',"+-+sC 


£k  Wrd  ß&o  ihT  rfi'e  Determinante  aus  dem  System 
wo 

(rf)  ■»  =  ?T+^,h — t-sT- 

Dies  vorausgesetzt,  was  natürlich  ganz  allgemein  gültig  ist,  welche  Gleichung 
auch  r*  =  0  sein  mag,  kehren  wir  zu  unserer  besonderen  Aufgabe  zurück. 
Das  System  der  Gleichungen  (1)  war 

|  gXl  =  a^x^a^A h«^ 


Multipiiciren  wir  jede  dieser  Gleichungen  mit  g  und  wetzen  im  Resultat  auf  der 
rechten  Seite  für  gxn  gx2,  .  .  .  gxn  ihre  Werthe  aus  (l)  ein,  so  ergiebt  sich 


Aehnliche  Systeme    von   Gleichungen  findet   man  für   die  dritten   und  höheren 
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Potenzen  von  g,  allgemein 


l» 


Auf  diese  Weise  erhalten  wir  eine  Reihe  von  Systemen  linearer  Gleichungen, 
welche  den  verschiedenen  Potenzen  von  g  entsprechen  und  deren  CoSfficienten 
mit  a",  a"',  .  .  .  a(™\  .  .  .  bezeichnet  werden.  Zwischen  diesen  Coefficienten 
linden  sehr  wichtige  Relationen  statt,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  Glei- 
chungen des  Systems  (m)  mit  g'"'  multiplicirt  und  aus  dem  analogen  System 
(W)  die  Werthe  von  g'"'xu  gm'xs,  ...  gm'xn  substituirt.  Vergleicht  man  die 
Coefficienten  des  Resultats  mit  den  Coefficienten  des  Systems  (m-^-m'),  so  er- 
giebt  sieb 

oder,  wenn  man  für  m  und  m  resp.  r  und  m — r  setzt,  wo  r  <  m  ange- 
nommen wird, 

Diese  Formel  gilt  für  alle  Werthe  von  r  von  r  =  1  bis  r  —  m~ ■  1  und  zwar 
inclusive  dieser  äussersten  Werthe,  wenn  man  - 

setzt.     Man  hat  daher 

wodurch  man  von  einem  Systeme  von  Coefficienten  zu  dem  nächst  höheren 
Übergeht. 

Der  Ausdruck  77,  als  linke  Seite  der  Gleichung,  welche  durch  Elimination 
der  Unbekannten  xit  x^,  ...  xn  aus  dem  System  der  Gleichungen  (1)  hervor- 
gegangen, ist  nach  der  bekannten  Theorie  der  linearen  Gleichungen  nichts 
anderes  als  die  Determinante 

wenn    man   die   in    der  Dia-sunale   stehenden   Grossen    <(,,,   a2i,   ...    anK   sämmt- 
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lieh  um  g  vermindert.     Demnach  ist,  nach  fallenden  Potenzen  von  g  geordnet. 

Hieraus  folgt 

h  =  ?i-t-?-H \~9n  =  »i,t+BwH l-ffl^  =  J?«M. 

Aehnliche  Betrachtungen   auf  das  System   (m)   angewendet,   geben 

oder,  wenn  man  für  «(ij  seinen  Werth  aus  (3)  substituirt, 

Diese   Formel    umfasst    die  Werthe  r=  1     bis  ?■  =  rn—  1. ,    wenn,    wie    schon 
oben  bemerkt, 

(6>  «2  = ",,, 

gesetzt    wird.      Sie    umfasst  aber  auch   die   Werthe  r  =  0    und    r  =  m,    wenn 
(a™  =  l,     für  i  =  l, 
I        =  0,     wenn  *  von  k  verschieden, 
angenommen  wird. 

Vermöge   der  Formeln   (5),   (6),  (7)   lassen  sich  die  in  dem  Schema  (c) 
enthaltenen   Grössen  jetzt  so  schreiben: 

■     (0)    (ra-1) 


(7) 


,=2a' 


ffl(«-i) 
(«-13 


wo  sämmtliehe  Summen  £  auf  alle  Werthe  von  i  und  k  auszudehnen  sind. 
Da  nun,  wie  wir  oben  gefunden  haben.  M  die  Determinante  aus  diesem  System 
von   Grössen   ist,   so  hat  man 

M  =  2±ßl3fißLAß%s...ßn_ln_1, 

ß     =  S"  J£fflWaW. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  üf  in  die  Classe  von  Determinanten  gehört,  auf 
welche  der  Satz  III  Anwendung  findet,  da  hier  p  =  «3,  also  >n  ist.  Die 
Anwendung  dieses  Satzes  giebt 

M=s{i±a«a„i4.tl «£i,M|', 
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I  I 


wo   das  Summenzeichen   S  auf  je   n   von   einander  verschiedene  Combinationen 

i,  k;  i',   k' :  .  .  .  i("~x>,  &("_,)    aus    den  ns    möglichen  Combinationen    ;',    k  auszu- 
dehnen ist. 

Dies  Resultat  lässt  sieh  in  folgendes  Theorem  zusammenfassen: 
„Es  sei 

P  =  0 
das  Resultat  der  Elimination  ans  den  Gleichungen 

0  =  C°l,l—  ff)*,  ■+■         «1,1*1  +-+  »«.,*- 


0=       o^äj      ■+-      o^a,      H h(a^,— jO*., 

es  seien  gt.  ga,   .  .  .  gn  die  Wurzeln  der  Gleichung  F  =  0  und 
M  =  CSx—  &)'(#,— ffj  ■  ■  ■  (.ffi—ffj* 


man  setze  ferner 

ß"  =  ^ö    a    ,     «'"  =  2£u  ■«"  ;     ■  ■  ■     <"- 

und  bilde  folgendes  Schema  von  Grössen: 
1       0      ...  0  ;         0        1       ...  0  ; 


(8) 


<n-\,  J:»-i)         (»-1) 


Ü        0      ...  1 


je  n  und  bilde  hieraus 


man    combinire   endlich    diese  nA  Verticalreihen 
die  Determinanten 

j¥,,     Mu,    Ms,    .  .  . 
so  ist 

Das  Kummersche   Resultat  ergiebt  sich  hieraus,    wenn    man  n  =  3  setzt  und 
atl  =  Ä,  a    =B,  a*3  =  c> 

oä  3  =  a3  s  =  D,     ÖJ  3  =  av  =  E,     «,  2  =  «.,,=  F. 
Setzt  man  zugleich 

A,  =  As+F3+E\  B,  =  F'+B'+D',  6',  =  E'-kDM-^', 

Uj  =(B+G)b-\-EF,        E,  =  (A+G)E+DF,        !•]  =  (A+B)F+DE: 
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12  Neue  Eigenschaft  der  Gleioliaag.  mit  dei 

so  geht  in  diesem  Fall  das  Schema  (8)  über  in 

1  ,     0,     0  ;         0,      1, 

A,    F,    E  ;        F,     B, 

4„  F„  E,\  F„  B„ 
Die  .Determinanten  Mt.  M,!t  M.t.  .  .  .  bleiben  unverändert,  wenn  wir  jede  in 
der  dritten  Horizontalreibe  stehende  Grösse  um  das  /fache  der  entsprechenden 
Grösse  der  zweiten  Reihe  plus  dem  .ufachen  der  entsprechenden  Grösse  der 
ersten   Reihe  vermehren.     Setzen  wir  nun 

l  =  -(A+B+C),     ,,  =  BC+AC+AB—D'—E'—F', 
so  geht  die  dritte  Horizontalreihe  über  in 

A',     F',     EU        F',     B',     D's        E',     D\     C", 
wo 

(  A'  =  BC—D',      B'  =  AC-E',      6"  =  AB  —  F, 
(  >  \  D'  =  EF-  AD,    E'  =  DF—BE,    F  =  DE-  CF. 

Wir  können  demnach  für  das  obige  Schema  folgendes  substituiren : 
1  ,      0  ,      0  ;         0 ,      1  ,      0  ;         0  ,      0  .      1 
A,     F,     E  ;        F,     B,     D:         E ,     D  ,     C 
A',     F\     E';         F,     B',     V;  E',     D',     C 

und     erhalten    nach    dem    allgemeinen    oben    aufgestellten    Theorem    folgendes 

Resultat: 

(io)  m—  i2|«,+«,"+M;i+2|Ä1'+iv54-i^+/>;+p;+p;+Q;+Q;+(3;i+K', 

M,=EF'-FE\    «,  =  FD'-DF,    Mt=DE'—EDl, 
N,  =  CD'— DC— (BD'— DB'),     I\  =  CE'-EC'—(BE'-EB'), 

Q,  =  CF'-FC'—IBF'—FB'), 
N,  =  AD'— DA'— (CD— DC),    F,  =  AE'—EA'—(CE'—EC), 

Q,  =  AF'—FA'~(CF-FC), 

N,  =  BD'— DB1— (AD'— DA'),     P,  =  BE'—EB'—(AE—EA'), 

Q,  =  BF'—FB'—(AF—FA'), 

R  =  BC'-CB'+CA'—AC'+AB'—BA', 

welches  sich  noch  zusammenziehen  lässt. 

Man  hat  bekanntlich  die  Gleichungen 

FE'+BD'+DC  =  0,    EA'+DF+CE'  =  0,     A  F+FB'+ED'  =  0, 
KF'+DB'+CD'  =  0,    AE'+FD'A-EC  =  0,     FA'+BF+DE'  =  0 
und  hieraus  folgt 

M,+N,  =  0.     M.+P,  =  0,    M,+Q,  =  0, 
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ferner  ergiebt  der  blosse  Anblick  der  Werthe  der  Grössen  N,  P,  Q  die  Relationen 

N,+Na+N3  =  o,  pi+pt+pt  =  o,  Qi+Qt+Q,  =  0, 

also   ist 

Nt+Nt  =  —Nl=Ml,     P,+Pa  =  —  P9  =  i/s,     Q.-I-Qa  =  —  <Q3  =  M„. 
Wendet  man  nun  die  Formel 

auf  die  drei  Quadratsummen  2(N^~i-N[),  2(P')-|-P,a))  2(Q?+QS)  an,  so  geht  die 
Formel  (10)  über  in 

jf=  iß{jf»+af;-i-jf»H-(ffa— ivj'+cp,— p,),+(Ql— QYy+R\ 

welches  genau  mit  dem  Kummersch.en  Resultat  Übereinstimmt,  und  zwar  mit 
der  Form,  welche  Herr  Professor  Jacobi  demselben  im  Giornale  Arcadico  ge- 
geben hat. 

Wendet  man  das  oben  entwickelte  allgemeine  Theorem  auf  den  nächst 
höheren  Fall  an,  wo  die  Gleichung  V  =  0  vom  4t<>n  Grade,  so  erhält  man  hier 
zunächst  M  als  eine  Summe  von  135  verschiedenen  Quadraten,  welche  sich 
aber  sogleich  auf  eine  Summe  von  84  Quadraten  und  dann  auf  eine  noch  be- 
deutend geringere  Anzahl  reduciren  lässt.  Ich  werde  auf  das  Detail  dieser 
Entwicklung  hier  nicht  eingehen,  sondern  mich  begnügen,  gezeigt  zu  haben, 
dass  sich  in  allen  Fällen  M  als  Summe  von  Quadraten  darstellen  lässt. 
Berlin,  im  Januar  184-5. 
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on  determine  les  inegalites  seculaires  du 

mouvement  des  planetes, 


,  Journal  de  Mathe  iriitti  quo  s  pures  ot  apptinue't's,  T.  XII.  p.  5C — 67,  184-7. 
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Developpements  sur  l'equation  ä  l'aide  de  laquelle  on  deter- 
mine  les  inegalites  seculaires  du  inouvement  des  planetes*). 

1.  On  sait  que  differentes  questions  d'analyse  pure  et  appliquee,  entre 
autres  la  determination  des  inegalitos  sectilaires  da  mouvement  des  planetes, 
conduisent  a  l'equation  que  Ton  obtient  en  eliminant  les  quantites  xu  ars,  ...  x„ 
entre  les  equations 

9%  =  a1,!a'i+»j,aa'aH ^V» 


ies  coefficients  aiA,  a^,  ...  etant  supposes  connus  et  devant  satisfaire  ä  l'equa- 
tion  de  condition 

L'equation    du  n'™6  degre  en  g,  qui  resulte  de  eette  elimination,  et  que  je  re- 
presenterai  par 

r  =  o, 

a,  comme  Ton  sait,  toutes  ses  meines  reelles.  On  possede  anjourd'Iuii  plusieurs 
demonstratio^  de  cette  propriete  de  l'equation  J1  =  0,  et  il  ne  serait  pas  d'un 
grand  interet  d'en  offrir  une  nouvelle,  si  eile  ne  prouvait  rien  de  plus  que  les 
demonstrations  donnees  juaqu'a  present.  Mais  j'ai  reconnu  qu'en  suivant  une 
marche  differente  de  Celles  que  Ton  prend  ordinairement,  on  parvient  ä  faire 
connaitre  une  eirconstance  assez  reinarquable  qui  a  Heu  pour  l'equation  F  =  0. 
Voici'  en  quoi  eile  consiste.  On  sait  que  la  realite  des  racines  d'une 
equation  algebrique  depend  des  signes  de  certaines  expressions  formees  de  ses 
coefficients,  expressions  qui,  lorsque  l'equation  a  toutes  ses  racines  reelles, 
devront  etre  toutes  positives.  Or,  pour  l'equation  r  =  0,  toutes  ces  expressions 
peuvent   etre    raises  sous  la  forme  d'une  somrae  de  carres  de  quantites  reelles. 


'")  J'ai  publik,  (laus  le  tome  30   du   Journal  tle  M.  Crelle,  im  Mämoive  [voyez  p.  3  de  ce  volume] 
iur    le    meme    sujc:,   nn-is    'liniüs   eompl-jt;    le    _M ■.'■rii-:iiri;    artiuil    ptul    /-t i-o    coiisidevc    comine    1 

C.  W.  Borchavdt's  Werke.  3 
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La  demonstration    de  cette  propriete   de   l'equation  I'  =  0    formera  l'objet   de 
ce  Memoire. 

Pour  le  cas  de  n  =  2,  l'equation  F=  0  est  le  resultat  de  Feliminatioii 
entre  les  deux  equations 

ce  qui  donne 

r  =  3*— A^+B  =0. 

en  posant 

pour    qoe    cette  equation   ait  ses    racines  reelles,   il   n'y   a   qu'une  condition  a 
remplir,  il  laut  que  la  quantite 

A'— 4B 
soit  positive.     Dans  l'equation  proposee,  on  a 

A'_  4B=Ou—  av),-H4aJJ, 
e'est-ä-dire  egale   a   la   somme  de  deux  carres,  ce  qui  demontre  la  proposition 
enoncee  ci-dessus,  pour  le  cas  de  n  =  2. 

Pour  Je  cas  de  n  =  3,  c'est-a-dire  quand  l'equation  /'  =  0  est  du 
troisieme  (legre,  la  realite  des  racines  ne  dopend  encore  que  du  signe  d'une 
seule  expression  qui  est  fort  compliquee,  mais  que,  maigre  cette  complication. 
M.  Kummer,  par  des  tentatives  aussi  ingenieuses  qu'hcureuses,  est  parvenu 
ä  representer  sous  la  forme  d'une  somme  de  sept  carres  (voyez  le  Journal  de 
M.  Crelle,  T.  26),  resultat  dont  M.  Jacobi  a  montre  les  applications  ä  la 
geometrie  analytique  dans  le  tonie  XCIX.  du  Giorn.uk  Arcadico  [Jacob  i's  Ge- 
sammelte Werke,  Bd.  3  p.  459].  C'est  en  cherebant  la  vraie  souree  analytique 
de  laquelle  decoule  le  resultat  de  M.  Kummer,  que  j'ai  trouve"  la  proposition 
generale  enoncee  ci-dessus.  Avant  d'en  donner  la  dömonstration ,  il  sera 
necessaire   de   rappeler  quelques   not-ions   preTmnnaiivs. 

2.  Les  considerations  suivantes  reposeront  pnneipalement  sur  les  pro- 
prietes  des  algorithmes  que  l'on  rencontre  dans  la  resohition  d'un  Systeme  de  n 
equations  lineaires  a  n  inconnues.  On  sait  que  les  valeurs  des  n  meonnues 
auront  toujours  un  d^nominatenr  commun,  que  les  geometres  sont  convenus 
d'appeler  determinant.  Done,  si  les  coefficients  des  n  inconnues  dans  le  t 
des  equations  donnces  sont 
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ce  denouiLiiateui'  commun  sera  appele  determinant  du  Systeme  d'equatlons,  ou 
simplement  determinant  des  quantites  aa,  et  il  sera  reprtSsente  par  la  notation 
symbolique 

que  l'on  a  adoptee  parce  que  tous  les  termes  de  la  somme  dont  le  determinant 
est  compose  se  deduisent  du  terme 

lorsque,  en  conservant  la  serie  des  prenriers  indices  des  lettres  a  dans  l'ordre 
naturel,  on  substitue  pour  la  serie  des  seeonds  indices  toutes  les  permutations 
possibles,  et  que  l'on  prend  le  terme  correspondant  avec  le  signe  -+-  ou  — , 
suivant  qu'on  est  parvenu  ä  la  permutation  dont  il  s'agit  en  eehangeant  deux 
a  deux  les  indices  1,  2,  ...  n  an  nombre  pair  ou  im  nombre  impair  de  fois. 
Relativeinent  a  ces  determinants  on  sommes  altemees,  je  vais  rappeler  ici  deux 
propositions  dont  j'aurai  bcsoin  dans  la  suite. 
Proposition  I.      „En  posant 

le  determinant 

se   transforme   dans   le  produit    de  toutes  les  differences   des  .quantites   at 
prises  deux  a  deux,  c'est-a-dire 

2-±.aia\...a"~1  =  ±(a,— aa)(a,— a3).  ..(a^—aj 
(«9-Ks)...(«,-«J 


Oette  propriete  des  determinants  remarquee  par  Vandermonde  a  ete 
posee  coinrae  leur  defiiiitiou  par  plusieurs  geouietres.  (Voyez  le  Cours  a°  Analyse 
algebrique  de  M.  Cauchy.) 

Proposition  II.     „Soient  donnees  les  quantites  suivantes,  en  nombre  n.p, 

(A)  «>..'     «*,..     •  ■  ■     V 
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et  soit 

de  ces  quantites  a  deduisons  les  ?^3  quanfites 
ft,i.    ßw    ■  ■  ■    &,i 
?u*    ftr     ■  ■  •    P.j 

ft*.    &,.>     •  ■  ■     fc*. 
en  taisant 

Cela  pose,  le  determinant  des  quantites  ß  est  egal  a  la  somme  des 
carres  de  tous  les  determüiants  que  l'on  peut  former  avec  n'  quantites  a, 
compoeant  n  colonnes  verticales  du  tableau  (A);    c'eet-a-dire  que  i'on  a 

le  signe  S  se  rapportant  a  toutes  les  combinaisons  /,  r",  .  . .  rw  des 
nombrea  1,  2,  . .  .  p  prises  n  a  n." 

Ce  theoreme  (et  meine  un  theoreme  plus  general  oü  les  carres  sont 
remplaces  par  des  produits)  a.  ete  donne  pour  la  premiere  fois  par  M.  Cauchy*). 
3.  Avant  d'entrer  dans  ]a  question  speciale  ä  laquelle  se  rapporte  la 
proposition  enoncee  dans  le  n"  1 ,  ü  faut  encore  rappeler  les  expressions  du 
signe  desquelles  depend  la  rcalite  des  racines  des  equations  algebriques.  La 
determination  de  ces  expressions  est  une  simple  applieation  dn  celebre  tbeoreme 
de  M.  Sturm  sur  les  equations  algebriques.  En  effet,  d'apres  le  theoreme 
de  M.  Sturm,  le  nombre  N  des  racines  reelles  d'une  equation  V  =  0  du 
n''cm"  degre  en  x,  situöes  entre  les  limites  x  =  A  et  x  =  B,  B  6tant  suppose 
>A,  se  determine  de  la  maniere  smvante: 

Soit  Vi  Ja  derivöe  de  V,  et  faisons  Ick  Operations  necessaires  pour  de- 
V 
velopper  la   fraction    -.,-    en   une  fraction  contirme.      Soit  pour  cela 

v  =vlSi— V, 

V,  =  V)?1  —  V, 
VJ  =  VJ3„— V4 


*)   DailÜ     li:    UYüTIOirO     intil'illc     Sur    its    joni:--inns    i/ni    im   jnnr.iml    obiimir    r/tie     tltHIX    tndnura    v.tc     (Ji/ariivl 

de  PFcole  Palyttckmque,  T.  X,  Call.  17).  Voyen  anssi  un  travail  de  M.  Jacobi  insere  dans  Je  tome  22  du 
Journal  de  Jl.  Grelle  [Jiuiol'i's  (iesammelte  Werke,  Bd.  3  p.  355],  ei.  qui  eontient  une  tlieorie  complüte 
ilea  d^terminants. 
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oh  les  fonctions  V„  V„  V1;  ...  V„_„,  Yn_t,  V„  seront,  en  general,  des  degrös 
ra_2,  n—  3,  «—4,  ...  2,  1,  0.  Substituous,  dans  ees  fonctions,  les  valeurs 
A  et  B,  et  formons  les  deux  series 

V(Ä),     V,(A),     V5(A),     V,(A),     .  .  .     V^CA),     VB(A), 

V(B),     V,(B),     VS(B),     VS(B),     .  .  .     V^fB),     V„(B); 

soient  A'  le  nombre  des  changements  de  signes  qui  se  trouvent  dans  la  premiere 

serie,   B'    le    nombre   correspondant   pour  la  seconde  serie:    on  aura  le  nombre 

des  racines  reelles  entre  les  limites  x  —  A  et  x  =  B, 

N  =  A'— B'. 
Pour  avoir  le  nombre  de  tontes  les  racines  reelles  de  l'equation  V  =  0,  il  faut 
donc  faire  A  =  —  oo,  B  =  +00.  Mais  alors  la  question  se  simplifie  beaucoup, 
puisque  les  valeurs  des  fonctions  V,  Vl5  V,,  .  .  .  V„  pour  31  =  — 00  et  x  =  -±-00 
ne  dependent  que  des  coefficients  de  leürs  plus  hautes  puissances.  En  effet, 
soient  v,  v13  v2,  ...  t>B  les  coefucients  des  plus  hautes  puissances  dans  V,  Vls 
Va,  ...  V„,  c'est-a-dire  v  le  coefficient  de  xn  dans  V,  vt  celui  de  x"-1  dans  V1; 
v.2  celui  de  xu~a  dans  Vs,  etc.  Alors  les  deux  series  de  valeurs  seront  de  meme 
signe  ternie  a  termc  avec  les  deux  series 

(-1)-»,    (-l)-'v    (-1)-'»,,     .  .  .    -+-»_,,    -._,    +»., 

En  designant  par  a  et  ß  les  nombres  de  changements  de  signes  qui  se  trouvent 
dans  ces  series,   le   nombre  des  racines  reelles  de  r'equatioii   V  =  0   sera  egal  a 

v  =  a  —  ß. 
Mais  on  prouve  aisement  que 

a-\-ß  =  n. 
En  effet,  s'upposons  d.'ahord  que,  dans  la  seconde  serie,  il  iry  ait  aueun  changement 
de  signe;  il  y  en  aura  neeessaireiuent  11  dans  la  premiere,  et  il  est  aise'  de 
voir  que,  par  chaque  changement  de  signe  que  la  seconde  serie  gagne,  la  pre- 
miere en  perd  autant:  donc  la  somme  reste  invariablement  egale  a  n.  On  a 
donc  en  meine  temps 

r  =  a-ß, 

et  de  lä 

c'est-a-dire  que  l'equation  V  =  0  a  «—2/7  racines  reelles,  et,  partant,  ß  paires 
de  racines  imaginaires,  ß  designant  le  nombre  des  changements  de  signe  dans 
la  serie 
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V>         "jl  "gl         •     ■     ■         "u— 15         V„> 

et  Vi  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissanee  a?-*  de  a;  dans  la  fonetion  Yk. 

Le    theorcme    que    je    viens  d'enoncer   n'est  pas  encore  sous  sa   forme 
finale;  pour  la  lui  donner,    il  faut  chercher  les  valeurs  explicites  des  quantites 

v,  vl,  v2,  ...  ■<>„.  C'est  a  quoi  nous  parvieudrons  facilement  en  ayant  recouvs 
aux  formules  de  M.  Sylvester,  demontrees  et  precisees  par  M.  Sturm  dans 
sa  Demonstration  (tun  theor'eme  iVo.lgebre  de  M.  Sylvester,  inseree  au  tomc  VII 
(1842)  du  Journal  de  M.  Liouville.  En  efFet.  supposons  que  le  coefficient  de  x" 
dans  V  soit  =  1,  et  que  les  racines  reelles  ou  imaginaires  de  l'equation  V  =  0 
soient  representees  par  les  lettre»  a,  b,  c,  ...  h  (au  nombre  de  n);  M.  Sturm 
donne  les  expresskmw  suivantes: 

V  =  (x~a)(z— b)...(a—h) 

K  ~±2(a-by(a-cy(b-ey(m-dX*-e)...(*-h) 


Vn  =  j-(a-b)Xa-cy...(*~h)Xb-c)\..(<?-hy, 
les  quantites  Ä2,   X3)   ...   Xn  etant  detcnninees  par  les  formules 

\p,  /  \    pa    )  \  p,2>s  / 

P,  =  "; 

P,  =  Z(a-by, 


p,  =  («-4)'(«-O'~(a-4)'(sT"0""(s-4)'- 

Ces  formules  nous  inontrent  que  les  coefrieients  des  plus  hautes  puissances  de 
x  dans  les  fonctions  V,  VM  .  .  .  V„,  c'est-ä-dire  les  quantites  v,  v,,  .  .  .  v„,  ont 
les  valeurs  suivantes: 

■■  =  \-£(a-b)\a-  <0'(6-<O'  =  ~p, 


i>-4)V-»)'-(»-W-<0,-(»-*),= 


K 
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2:; 


Mais  les  quantites  ps,  p3,  ...  pn  etant  des  fonctions  symetriques  des  racines  de 
lMquation  V  =  0,  et,  partant,  des  quantites  reelles,  les  quantites  A£,  Z3,  ...  %„ 
sont  necessairement  positives;  donc  les  quantites  v,  vj7  vs,  vBj  .  .  .  vn  ont  les 
meines   signes  que 

1,    p,,    pa,    p3,     ...    p^; 
dans  le  theoreme  enonce   ci-dessus,    on    pourra  donc  substituer   cette  serie  au 
lieu  de  la  serie  des  quantites  v,  vt,  ...  v„. 

Ces  quantites  pit  p-t.  .  .  .  p„  peuvent  eocore  etre  representees  sous  une 
autre  forme  en  y  appliquant  les  deux  propositions  sur  les  determinants  rappelees 
au  nu  2.     En  effet,  soit  m  le  nombre  des  quantites  a,  b,  ...  f;  nous  avons 

P«  =  JS[(«-ftX«-")-(«-/X*— ')-(«-/)]'; 

mais,  d'apres  la  proposition  I  du  n°  2,  nous  savons  que 

±(,-JXa-<.)...(a-rt(S-«)...(.-0 

est   epil    au   d  eterminant  des  quantites 


donc  pm  est   !a  somme  des  carres  de  tous  les  determinants  qu'on  peut  former 
par  m  colonnes  verticales  du  tableau 


I  . 


1, 

*3 


1, 


I 


a™-1,  b""~\  c"~\     .  .  .     hm-\ 
en  sorte  que  pm  rentre  dans  la  categorie  des  quantites  dont  il  est  question  dans 
la  proposition  II  du  nu  2.     Ainsi,  d'apres  cette  proposition,  en  posant 

jS     =  ai~'ia~1-\-bi^bk~1-\ hä'^V-1, 

nous  aurons 

p.  —  ^^AaPu-^; 

mais  ßtp  n'cst  autre  chose   que  la    somme  des  puissances  i-\-k—  2  des  racines 
de  l'equation  V  =  0  :  pn,  est  donc  le  determinant  des  m2  quantites*) 

*)   Resultat   <nii   eomdde   aveo   It's    l'onmikis    donnees    par    )I.  Caylcy  dans  le  lome  XI  (lS-lü)  du 
.!'.iiin;:il  de  )I.  Liouville. 
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i't  representant  la  somme  des  puissances  kwm^  des  racines  de  Fequations  V  =  0. 
En    reunissant    les    resultats    obtenus    dans    ce    numero,   nous    pouvons 
enoncer  le  theoreme  suivant: 

Theoreme.  „Soit  proposee  une  equation  V  =  0  du  nthme  degre;  des 
coefficients  de  cette  equation  deduisons  les  sommes  des  puissances  de 
ses  raeines  jusqu'a  l'ordre  2n — 2  inclusivement,  et  avec  ces  quantites, 
que  nous  designerons  par  sa,  sit  sa>  ...  %_a,  formons  les  quantites  plt 
p.2,  ps,  ...  p„  en  posant 

P,  =  sö  =  «, 
}).2   egale  au  detenninant   des   quantites 

p:>,   egale  au   detenninant  des   quantites 

Sj,     s3,     s4, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'a  pn  qui  sera  le  detenninant  des  quantites 


cela  pose,  l'equation  V  =  0   aura  autant  de  paires  de  racines  imaginaires 
qu'il  y  aura  de  changements  de  signes  dans  la  serie 

Pn    P«.    Pf     ■  ■  ■    JV* 
A  ce  theoreme,  on  peut  ajoutev  les  corollaires  suivant  s: 
Corollaire  1.     Dans  la  serie 

Pl>       ft.       P,t        ■    ■    ■        Pn 

il  ne  peut  y  avoir  que  ---  changements  de  signes  tont  au  plus. 
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CoroUaire  2.  Pour  que  l'equatkm  V  =  0  ait  toutes  ses  racines  reelles, 
il  est  necessaire   et  süffisant  que  les  quantites 

Pn    Ai     •  ■  •     Pa 
soient  toutes  positives. 

4.  Retournons  a  present  ä  la  propositioD  enoncee  dans  le  n°  1,  et 
prouvons  que,  pour  l'equation  V  =  0,  les  quantites  p..,  p-,,  .  .  .  p„  sont  des 
Bommes  de  carres. 

L'equation  /'=  0  est  le  resultat  de  Pelimination  des  n  inconnues  xt, 
#2,   .  .  .  i\  entre  les  n  equations 


CO 


MultipHons  chaeune  de  ces  equations  par  g,  puis  substituons  dans  le  second 
membre,  au  lieu  de  gxx,  gx.2,  ...  gxa,  leurs  valeurs  tirees  des  equations  (1); 
nous  obtiendrons 


<;  =  <  =  |v«' 

En  inultipliant  chaeune  de  ces  equations  par  g,  et  substituant  pour  gxlf 
</x,,  .  .  .  gxlt  leurs  valeurs  tir6es  des  equations  (1),  nous  obtiendrons  un  troisieme 
Systeme  d'equations  egalemont  semblable  au  Systeme  (1)  dans  lequel  g  sera 
remplace  par  (f  et  les  quantites  aKk  par 

a-,,k  =  "(■,;  =  £  "/,.,- ai,,k  ~    ,  y,  \h-ah:k-'ah-y 
En  continuaut  de  eette  maniere,   nous  ti'ouverons  le  Systeme  d'equations  suivantes 
qui  eorrespondent  a  la  rii,as  puissance  de  g: 


.  W.  Borchardt's  Werke. 
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oü 

toutes   les  sommations    sc  rapportant  aux   quantites  h  dont  chacune  prend  les 
valeurs  1,  2.  ...  n. 

A  present,  multiplions  le  Systeme  d'equations  (V)  par  9''',  et  substituons 
pour  ^'aSu  y'-^a,  .  -  -  </"^„  leurs  valeurs  tirees  du  Systeme  d'e'quations  (/);  le 
resnltat  devant  etre  identique  avee  le  Systeme  d'equations  (r  +  r'),  nous  aurons 
1' equation 

qui,  en  substituant  q  et  r- — q  au  Heu  de  r  et  r',  devient 
/v\  -H  _  v  «M„(*"— *' 

Cette  equation   subsistera  pour   toutes  les  valeurs  de  q  moindves  que  r  depuis 
<?  =  1  jusqu'a  q  =  r — .1.     Pour  ees  "valeurs  extremes,  il  faudi-a  faire 

w  «;,  =  «„,• 

L'equation    (3)    subsistera    meine    pour    les    valeurs  q  =  0    et    q~r,    si  nous 


l        =  0,     '(  etant  tlifferent  de  l: 
Apres  avoir   etabli  l'equation   (3)  pour  toutes  les    valeurs  de  q   depuis  q  =  0 
jusqu'a  q  =  r,   retournons    a  l'equation  jT=0.     Cette    equation  est  le  resnltat 
de  Pelimhiation    des  n  inconnues   .t,,    x2,  ...    xn   entre  les  n   equations  (1);  r 
sera  donc  ee  que  devient  le  deteraiinant 

2±«lilo„...aM, 
lorsqu'on    dimmue    les    n    quantites    fl,, ,   a^,   ...   ö,v,    de    la    meine  quantite  g. 
On  aura  donc 

±r=r/"-(^,4-«ssH h»„V"1  +  — ■ 

et  de  la 

s,  =  ffi+S'aH Htf,  —  .£<*„, 

oü  #,,  <?£,  ...  gn  sont  les    rc  racines   de  l'equation  r  =  0.      En    appliquant    le 
meine  raisonnement  au  Systeme  d'equations  (r),  nous  obtiendrons 
«,  =  y,  -4-  <h  H r-£  =  .?  off ' 


/Google 


les  inegalit.es  seculairew  du  mouveineiit  des  planetes.  27 

ce  qni,  a  Taide  de  l'equation  (3),  se.  transformera  en 

(6)  «r  =  2  "Fa^af-^, 

q  ayant  une  qiielconque  des  valenrs  0,  1,  2.  .  .  .  r.  Cctte  equation.  remarquable 
par  sa  symetrie  et  par  sa  generalite.  nons  conduira  a  Ia  demonstratio!!  de  notre 
theoreme. 

Les   quantites  p,„  ont  ete  definies  dans  le  numero  preeedent  comme  les 
determinants  des  qnantites 


Or   les    quantites   veiifennees  dans  ce   tableau,    en   y  appliquant  l'equation  (6), 
peuvent  etre  representees  sous  la  forme  sulvante: 

.  _  VaöOflm  .  =  y«<V  ■  =  Sama"  s        —  Tama{m~1] 

=  £a    ä.  s   —  £a    a. 


~Ea    a 

—  v„"  „<u> 

■3  —  -1  «;,*  \t 


=  Z<^ 


„        y,-,-  _1V'      ,    —   y  „'■■'"    ''-,, 

les  sommes  de  ce  tableau  se  rapportant  a  toutes  les  valeurs  de  %  et  de  &  depuis 
1  jusqu'ä  n  inclusivement,     En  faisant 

o      —   'y"  *y™  „W„M 

on  a  donc 

sous  cette  forme  pm  rentre  dans  la  forme  des  determinants  conskleres  dans  la 
proposition  II  du  n°  2,  les  n.p  qnantites  u  ötant  ici  remplaeees  par  les  m.n* 
quantites 


Nous  avons  donc,  d' apres  cette  proposition, 
i',  k;  %',  k' ;  i",  k";  ...  i(",~i),   /;<"'_1)  reprösentant   m   systemes   qnelconques    des 
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deux   indices    i,    k,   et  la   somme  S  se  rapportant  h   toutes  les  eombinaisons  m 
a  m  des  n3  systemes  «',  A. 

Voila  le  resnltat  amionee  au  n°  1,  resultat  qui  peut  etre  enonce'  par  !e 
theoreme  suivant: 

Tlu'-.orirme.     ,,Soit 

r  =  o 

l'^quation    du    n"""'   degre    en  g    qui   rEsulte    de    1' Elimination    des    n    in- 
connues  x,,  #s,   ...  #„  entre  les  equations 

0  »  (o^— 0)«,+      a3[1«3     H h      a^*. 


soit  s,  la  somme  des  puisaances   /ilcmes  des  racines  de    cette    equation,    et 
p„,  le  dEterminant  des  quantites 


de    sorte     que    p,,  pa,    ...  pn    sont    les    quantites    des    signes     desquclles 
dopend  la  realite  des  racines  de  l'^quation  JT  =  0;  soit,  de  plus, 


et  formons  le  tableau  suivant 


=  £  V 


tableau  qui  consiste  en  ri  colonnes  verticales,  ebaeune  de  m  quantites: 
eombinons  m  a  m  ces  n2  colonnes  verticales  de  toutes  les  manieres 
possibles,  et  pour  chaque  combinaison  renfermant  ms  quantites  formons 
le  döterminant:  que  ces  determinants  soient  designes  par  M,  M',  M",  .  .  .; 
cela  pose1,  on  aura 

•pm=i  MM-M'M-M"a+-.-" 
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5.  Faisons  l'application  de  ee  theoreme  genera]  an  eas  de  n  =  3,    traite 
par  M.  Kummer.     Posons,  pour  ee  cas, 

d'oü  Ton  tire 

a,  =  «;;,  =  a'+F'+e',  u,  =  «;;,  =  «;;,  =  (b+C)d-hef, 

Bi  =  «u  =  F'+B'+D",     E,  =  c.['t  =  öl;,  —  (A+C)E+DF, 

ci  =  »'i  =  E'+B'+c,   f,  =  <•;;,  = «;;,  =  (a+bjf+de. 

On  aura  donc,  pour  la  quantite  p.^  le  tableau 

1,0,0;  0,1,0;  0,0,1 
A  ,     F  ,     E  ;  F  ,     B  ,     D  ;  E  ,     D  ,     C; 

et  pour  la  quantite  p.;  on  forinera  le  tableau 

1,0,0;  0,1,0;  0,0,1 
A  ,  F  ,  E  ;  F  ,  B  ,  D  ;  E  ,  D  ,  C 
A„     F„     E,;  F,,     B,,     D,;  E,,     D„     C,. 

De  la  on  conelut 

y,  =  (A-B)'+(ß-C)!-KC  —  A)'-l-6D'+6E,+6F'. 
Dans  le  tableau  duquel  on  tire  les  carres  qui  fonnent  la  valeur  de  p3,  il  est 
evident  qu'ä  ehaque  quantite  de  la  troisieme  ligne  horizontale,  on  peut  ajouter 
la  quantite  eorrespondante  de  la  seeonde  ligne  inultipliee  par  Ä1,  plus  la  quantite 
correspondante  de  la  premiere  ligne  multiphee  par  fi,  Sans  alterer  en  aucune 
facon  la  valeur  des  deternnnants  qu'on  en  forme.     En  posant 

X  =  —  (A+B+C),    ,i  =  BC+AC+AB  —  D'— E!— F', 
on  trouvera  que  la  troisieme  ligne  horizontale  du  tableau  se  change  en 

A',     F,     E';         F',     B',     D';         E',     1)',     C, 
oü 

A'  =  BC— 1)',     B'  =  AC— E",      C  =  AB— F", 
1)'  =  EF— AI),    E'=DF— BE,     F' =BE  — CF. 
De  la  on  tire  la  valeur  suivante  de  p3: 

p,  =  ^(MI+MJ+M^+ZCNI+rlS+rl'.+PJ+PS+PS+QS+QI+QS+E', 


ou  1 on  a 


M,=EF'— FE',     M,  =  FD'— DF',     M,  =  DE'—  ED', 
=  CD'  — DC  —  (BD'— DB'),     P,  =  CE'  — EC— (BE'— EB'), 

Q,  =  CF'  — FC— (BF'-FB1), 
=  AD'—  DA'— (CD'  —DC),     P,  =  AE'— EA'— (CE'— EC), 

Q,  =  AF'— FA'— (CF1  —FC), 
=  BD'— DB'— (AD'— DA'),    P,  =  BE'— EB'— (AE'— EA'), 
Q,  —  BF'— FB'|— (AF'— FA'), 
E  =  BC— CB'+CA'— AC'+AB'— BA'. 
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En  se  rappelaiit  les  equations  identiqucs  connues, 

FE'-KBD'+DC'  =  0,    EA'-kDF4-CE' =0,    AF+FB'+ED' =  0, 
EF+DB'+CD'  =  0,    AE'+ED'+EO'  =  0,    FA'+BF'+DE'  =  0, 
on  prouve  aisement  que 

M,=— N,  =!!,+»„     M,  =  —  Ps  =  P.H-P,,     Ma  =  —Q3=Q1+Qa; 
on  aura  done 

2(N;+N»+N;)  =  3M;+(N,— Ns)2, 
2(PJ+P^+P=)  =S111I-H(P1—  P3)a,    ■ 
2CQJ+QJ  +  Q!)  =  3MJ+(Qa— Q,)s, 
et,  apres  cette  reduction,  la  valeur  de  jj;!  prendra  la  forme  suivante: 

p3  -  15(M;+MJh-M^+(N,— N0'+(?i— PJ'+CQ.— QJ'+B1. 
nSsultat   qui    coincide   exactement  avec   celui  de  M.  Kummer,  represente  sous 
la  forme  que  lui  a  donnee  M.  Jacobi  dans  le  Giornale  Arcadico. 

II  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  de  p2  n'est  pas  ne'cessaire  pour 
recoimaitre  la  realite"  des  trois  racines;  car,  d'apres  le  corollaire  1  du  theoreme 
enonce*  dans  le  n°  3,  dans  une  equation  du  troisierae  degre  dans  laquelle  la 
quantite  p.f  est  positive,   la   quantite  p.£  doit  l'etre   egalement. 

D'apres  le  theoreme  general  que  nous  avons  demontre  dans  le  numeYo 
prceedent,  il  n'y  a  aueime  difficulte  de  faire,  pour  n  =  4  et  pour  les  valeurs 
plus  elevöes  de  n  egalement,  ie  calcul  des  carres  dont  la  somme  forme  les 
quantites  p.2,  p3,  .  . .  pn.  Ainsi,  pour  le  cas  de  n  =  4,  les  quantites  p2,  pSf  pt 
sont  respeet'ivement  rcpresentces  par  une  somme  de  12,  de  55  et  de  135  carres. 
Par  des  considerations  analogues  ä  Celles  qui,  pour  le  cas  de  n  =  3,  ont  reduit 
de  13  ä  7  le  nombre  des  carres  formant  la  valeur  de  ps,  on  parvient  egalement 
ä  rabaisser  ees  nombres  12,  55  et  135.  Je  n'entrerai  pas  dans  ees  details, 
et  je  me  contcnlerai  d'avoir  indique,  pour  tous  les  cas.  les  Operations  i 
au  calcul  des  carres  qui  forment  les  valeurs  des  quantites  p.if  p:!,   ...  pa. 
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Crelle,  Journal  für  die  reine  Lind  aiwowiiiicltn  MathmiiiiLik,  Bd.  48  p.  ti9 — 104,  1854. 
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Application  des  transcendantes  abeliennes  ä  la  theorie  des 
fractions  continues. 

Un  des  resultats  memorables  que  l'Analyse  doit  a  Abel,  est  la  liaison 
trouvee  par  lui  entre  les  proprietes  des  integrales  a  differentielles  irrationnelles 
et  le  developpement  des  fonctions  irrationelles  en  fractions  continues.     En  cher- 

/f(a) 
-V.  cfa,    /'(,:);)  et  X 

designant  des  fonctions  entieres  de  x,  peuvent  gtre  eValuees  en  logarithmes,  il 
est  parvenu  ii  faire  dependre  cette  evaluation  d'un  caractere  special  qni  affecte 
en  nreme  temps  le  developpement  de  YX  en  fraction  continue.  (Voir  T.  1 
p.  185  du  Journal  de  M.  Crelle;  011  Oeuvres  completes  d'Abel,  edit.  publ. 
par  Holmboe,  T.  1  p.  33  [nouv.  edit.  publ.  par  Sylow  et  Lie,  T.  1  p.  104]). 
Jaeobi,  en  poursuivant  les  recherches  d'Abel,  est  alle  plus  loin;  en  se 

bornant  au  cas,  oü  Xest  du  quatrieme  degre"  et.   I  ' ^.J.  dx  une  integrale  elliptique, 

il  a  etabli  une  liaison  plus  generale  que  celle  qui  avait  cte  trouvee  par  Abel, 

'-—■dx  ne  peut  pas  etre  evaluee 

en  logarithmes.  Le  resultat  auquel  il  est  parvenu,  est  en  quelque  sorte  l'inverse 
du  resultat  obtenu  par  Abel.     Au  Heu  de  faire  dependre  certaines  proprietes 

/f(.v') 
'-^=d  dx  (X  representant    une  fonetion  du   quatrieme 

degre)  du  developpement  de  VA  en  fraction  continue,  il  a,  au  eontraire,  donne 
des  formules  qui  fönt  dependre  le  developpement  de  ]/X  en  fraction  continue 
de  la  multiplication  des  integrales  elliptiques.  (Voir  T.  7  p.  41  du  Journal  de 
M.  Crelle  [Jacobi's  Gesammelte  Werke,  Bd.  1  p.  327]). 

Mais  les  formules  de  Jaeobi  se  rapportent  exclusivement  au  cas,  oü 
X  ne  depasse  pas  le  quatrieme  degrö,  et,  mfime  pour  ce  cas,  elles  ont  ete 
publiees   par  lui   sans  demonstration.      On   ne    connait  pas    la  route   qui  l'y  a 

C.  W.  Borchardt's  Werke.  5 
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eonduit,  mais  quelques  remarques  i'aites  dans  son  Memoire  cite  ci-dessus  portent  a 
croire  qu'elle  a  ete  entierement  difrerente  de  celle  qui  a  ete  suivie  dans  les  reohcrches 
dont  on  va  lire  l'expose.  Le  present  Memoire  donne  une  möthode  directe 
pour  etablir  la  liaison  generale  qui  existe  entre  le  developpement  de  la  racine 
carree  V~X  d'une  fonction  entiere  de  degre  pah-  en  fraction  continue  et  la 
~4dx-.   et  cette   rnethode   eonduit  tant 

aux  formules  de  Jacobi  exprimees  en  fonctions  elliptiques,  lorsqu'on  suppose 
X  6tre  une  fonction  du  qnatrieme  degre\  qu'ä  des  formules  plus  generales  ex- 
primees en  fonctions  abeliennes,  lorsqu'on  laisse  indtiterminc  le  degre"  de  X 

1. 

Soit  x  une  variable  independante ,  et  X  une  fonction  de  x  du  degre 
pair  2p,  dans  laquellc  la  plus  haute  puissanee  de  x  est  aü'ectee  d'un  coefücient 
positif  =  A3,  A  representant  une  constante  positive,  differente  de  zero;  le  pro- 
cede  employe  par  Abel  dans  son  Memoire  cito  ci-dessus  pour  developper 
]/X   en  fraction  continue  se  reduit  aux  Operations  suivantes: 

U   n'y  a  qu'une  seule  manieve  de  satisfaire  ä  requation 

x  =  !■;+*,, 

en  sorte  que  rü  et  s0  soient  des  fonctions  entieres  de  x, 

que  s0  soit  d'un  degre  moindre  que  v, 

que  le  signe  de  r0  soit  pris  de  facon  que  la  plus  baute  puissanee  de  x 
s'y  trouve  multipliee  par  -\-A. 
Oonsiderons  le  radical  ]/~X  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  la  plus  petite 
racine  reelle  de  requation  X~  0  et  —  oo,  ou  entre  la  plus  grande  racine  et 
+00.  Ce  radical  pouvant  ötre  pris  avec  le  signe  -+-  ou  le  signe  — ,  il  ne 
sera  entierement  determine  que  lorsqu'on  aura  fait  une  Convention  precise.sur 
son  signe.  Entre  les  lhmtes  assignees  pour  la  variable  x  ce  signe  est  deter- 
mine sans  ambiguite  par  la  double  condition:  1"  que  YX  varie  d'une  maniere 
continue  avec  x;  2"  que  pour  des  valeurs  numeriques  de  x  indeüniment  croissantes 
positives  ou  negatives,  le  rapport  de  YX  ä  Ax"  converge  vers  l'unitc  positive. 
Cela  pose,  faisons 
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d'oü 

_         1         _  _VX.±rs_       _1_  _  ^_ 


Pour  des  valeurs  numeriques  de  x  indefiniment  croissaiites ,  le  denominateur 
YX+r0  de  —  divise  par  Ax'  converge  vers  2,  tandis  que  son  numerateur  sQ 
divise  par  la  meine  quantite  converge  vers  zero,  donc  —  converge  aussi  vers 
zero;  donc  r„  est  la  fonction  entiere  de  x  determinee  de  maniere  qae  la 
(lifleivnce  yX—  r„  s'evanouit  pour  des  valeurs  infinies  de  x"). 
Soit 

v0  representant  le  quotient,  et  — -  le  reste  de  la  division  de  r0  par  sü ;  f'aisons 

1 
w,  =2u0h , 

w, 

d'oü 

_  1  __    VX+r, 

r,  =  2üos0— rB  =  rB—2u0,     s,  =  l-t-4w0»0. 
La  quantite  rt  est   du  degre  v   tand'is  que  sx  ne   peut  pas  d^passer  le    degre 
v — 1,  donc,  en  ayant  egard  au  signe  de  |\A',  on  reconnatt  que  pour  des  valeurs 
numeriques  de  x  indefiniment  croissaiites,  —  converge  vers  zero. 
Soit 

Vi  representant  le  quotient,  et  — '-  le  reste    de  la  division  de  rt  par  s,;  faisons 

«,  =  *•,+  £, 

d'oü 

_     1     _  yx+r, 


*)  Si  Ton  i'ii'miit  da  c-ette  manür»  la  fonftion  :;..  Li  notion  de  tu.  /owtimi  wtikr?.  cniitnnn  dmi.t  uns 
fonction  dormge,  notion  qui  a  sa  so'.irco  ilau.i  los  lunc-tJüij.»  vutiuii'.'lles  iVadi''niiaii'»H;  preiLd  im  sbus  ai  genöral, 
qu'elle  s'applique  en  mfme  teraps  a  uae  classe  tres-etendue  de  fonotious  inaüonnelles. 
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La    quantite  r2  est  du  degre  v  tandis  que  s2  ne   peut  pas  depasser  le  degre 
v — 1,  etc. 

En    repetant    ces    Operations    im  nombre    indeiini  de  fois,  on  arrive  au 
developpement  suivant  de  VX  en  fration  continue: 


m 


yX  = 


2".  +W 


u>„,  le  quotient  complet  de  la  fraction  continue  (1),  est  donne  par  1'equatioD 

(2)  "•=:^""  ■ 

et  les  quantites  r0,  r,,  ...  rn,  .  .  .;  s0,  st,  ...  s„,  .  .  .;  v0,  vu  .  . ,  vn,  .  . .  sont 

deiinics  par  les  syst  fernes  suivants  d;equations: 


Cä) 


)■„_,  =  Bn_1Ss_1  +  W 

_, 

'='•■", 

—  2«0 
— 2m, 

(5) 

s2  =  »„+4^», 

"\-tt-, 

:=; 

1   =  »'„_,— 2tt„_! 

—  2u„, 

1      s„  =  s„_r-f-4MH_j» 
Is^+i  =  sB_i+4t*B«1l. 

(4) 


Pour  verifier  ces  equations  on  n'a  qu'ä  considerer  les  relations  qui  lient 
entre  eux  les  quotients  compiets  c-onsecutifs,  savoir 


En  substituant  dans  la  premiere  et  la  troisieme  de  ces  relations  les  valeurs  de 
w,_,,  v\,  w„+l  tirees  de  la  formale  (2),  on  trouve 

(VX+,-,-,-2»,„,i,_,).(2>,»VX+2iJ,r,+,+s,+l)  =  .,_,(yX+r,+1), 
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d'oü,  en  ^galant  de  part  et,  d'autre  la  partie  irrationelle  a  la  partie  irrationnelle. 
on  obtient 

s„_i  =  sB+1-|-2«„r„+1+2^(^_1  —  2»n_i»B_1) 

ce  qui  demontre  les  equations  (4),  (5). 

Les  quantites  r0,  r1}  . .  .  sont  toutes  du  degre  p,  les  quantites  sa,  s,,  .  .  . 
et  u0,  ulf  ...  ne  peuvent  pas  depasser  respeetivement  les  degräs  v — 1  et  v—  2, 
les  quantites  v0,  i\,  ...  sont  au  moins  du  preraier  degre\  Les  degres  des 
quantites  rL,  s,  et  le  eigne  donne  au  radical  yX  sont  tels  que  pour  des  valeurs 
numeriques  de  x  indefiniment  croissantes  les  valeurs  numeriques  des  quotients 
complete  wt  croissent  aussi  jusqu'ä  l'uifini.  Si  l'on  ne  dispose  pas  d'une  maniere 
particuliere  des  coefficients  qui  entrent  dans  la  fonetion  X,  les  quantites  s,  et 
v{  sont  precisement  des  degres  v—  1  et  1.  Dans  ce  cas,  auquel  sc  rapportent 
les  considerations  suivantes,  le  developpement  de  VA  en  f'raction  continue  sera 
nomine  regulier*'). 

Formons  ä  präsent  les  redmtes  de  !a  I'raction  continue  (1)  et  posons 

h.  —  r         fl-=-  ,■  _uJL  E»—  r  -4 L  1 

et  les  denominateurs  </ü?  g^,  ...    sont    donnes    par 


ffo               "         J, 

numeVateurs  p0,  p,,  .  . 

systemes  d'equations 

Po  =  »« 

P,  =  2»„p0+l 

(6) 

jj2  =  2»,j)l-i-pü 

=  2», 

ro   ' 

pn+J  =  2wnpn-Hp„_1,  t  <7H+. 

Dans  le  cas  regulier  que  nous  conside>ons,  chaeun  des  quotients  vu, 
vl7  ...  est  du  premier  degre,  donc  q0,  q,,  q%,  .  .  .  q,t,  .  . .  sont  des  degres  0, 
1,  2,  ...  n,  ...  et  p0,  pu  pa,  . . .  ps,  . . .  des  degres  v,  v-\-\,  v-\-2,  . .  .  v-f-n, . .  . 
Ces  quantites  satisibnt  ä   Peqtiation   connue 

<8)  PB2^i-?^n_1=(-l)-S 

*)  Le  uus  iiTifgtdici-  dans  leqiid  los  ijiuniiit.es  s0,  s,,  ...  peuvent  s'abaisser  ini-ilessous  du  degriJ 
v— 1  tandis  que  u„,  v,,  ...  peuvent,  depasser  le  preraier  degre,  offre  un  graud  intevet,  für  les  irregularitess 
du  developpement  de  [^Ä  aimoiicent  (Komme  Abel  l'a  uiontre  dans.  ie  cas  le  plus  simple)  une  reduetiou 
eotrcspeuiliiiile  il'in !(:j;i;Uos  ;ib(;iicinn;s  a  des  iiili'yiTi^^  lia  meiiK:  geuru  el  d'iisi  enlre  moins  eleve.  Mais 
eette  importanu:  matiere  merite  dV'ls-e  pri.se   pour  objet  d'un  travail  ä  part. 
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commune  a  toutea  les  fraetions  continues  dans  lesquelles  les  numerateurs  par- 
tiels  sont  egaux  a  l'unite.  Elles  satlsfont  en  outre  k  des  relations  speciales  qui 
n'ont  Heu  que  pour  la  fraction  continue  proposee,  et  qui  öttiblissent  une  liaison 
entre  les  quantites  p„,  q„  d'une  part,  et  les  quantites  rn,  sn  d'autre  part.  En 
effet,  divisant  les  deux  dernieres  des  equations  (6),  (7),  l'une  par  l'autre,  on 
obtient 

Pn+l  =2v,.Pn+Pn-, 

Si  l'on  remplace  le  quotient  partiel  2i\,  par  le  quotient  eomplet  wn,  la  reduite 
-^-  se  cliange  en  la  vraie   valeur  \>X   de  la  fraction   continue.   et  il  vient 

Multipliant   par  qnwn-\-qn_,,    substituant  la  valeur   de  wn  donnee  par   l'äquation 

(2)  et  ögalani  separemeut  la  partie  rationnelle  a  la  partie  rationnelle  et  la  partie 
irrationelle  ;i  la  partie  irrationnellc.  on  obtient  les  deux  equations 

et  de  lä,   en  eliminant  successivement  r„  et  s„,  et  se  servant  de  l'equation  (8) 

(10)  ri— Zsi-C-W-'v 

(")  J>,P,~-Xq,q,^  =  (-1)">',. 

Multipliant  l'une  par  l'autre  l'equation  (10)  et  celle  que  l'on  en  deduit  en  rem- 
placant  n  par  n—  1,  on  trouve,  ä  Paide  d'une  identite  algtSbrique  connue  et  des 
equations  (8)  et  (11), 


(12)  X  =  c»+sBss_1. 

Les  trois  equations  (10),  (11),  (12)  se  rapportent  a  toutes  les  valcurs  entieres 
et  positives  de  n  et  mßme  ä  n  =  0,  si  l'on  convient  de  poser 

Des  equations  (8),  (9)  on  deduit 

(13)  p  —aVX=    ^~1)'t~1 

d'oü  Ton  eonclut  qa'avec  des  valeurs  numeriquee  de  x  indenniment  croissantes, 
J>>l — ynV-^  eonverge  vers  zero. 
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Le  developpement  actuel  de  yX  en  fraction  continue  tel  qu'il  est  donne 
par  le  Systeme  de  fonnules  que  Ton  vient  d'obtenir,  est  parfaitement  analogue 
a  celui  de  la  racine  carree  d'un  nombre  entier,  avec  cette  seule  difl'erenee  que 
les  fonctions  entieres  y  remplacent  les  nombres  entiers. 

Les  equations  (10),  (12)  sont  de  la  merae  forme  que  l'equation  alg^brique 
qui  sert  de  base  au  theoreme  d'Abel,  et  e'eet  eur  cette  eoncordance  que  se 
fonde  le  moyeii  de  faire  dependre  le  developpement  dont  il.  s'agit  de  la  mnlti- 
plication  des  integrales  abelicnnes.  Pour  faire  a  la  question  qui  nous  oecupe 
l'application  de  ce  theoreme,  il  convient  de  le  formuler  prealablement  en  un 
enonce  complet. 

Mais  auparavant,  mtroduisons,  au  Heu  de  x,  une  nouvelle  variable  y  par 
une  Substitution  lineaire  et  fractionnaire.  Une  teile  Substitution  peut  etre  deter- 
rainee  de  maniere  qu'en  l'introduisant  dans  les  equations  (10),  (12).  elles  se 
changent  en  d'autres  de  la  meine  forme,  dans  lesquelles  X  est  remplaec  par 
une  fonction  Y  du  degre  2^—1  seulement,  et  ayant  les  factenrs  y,  l—y.  Ainsi 
determinee,  cette  Substitution  comcide  avec  Celle  par  laquelle  M.  Richelot 
(T.  12  p.  181  du  Journal  de  M.  Crelle)  reduit  les  integrales  abeliennes  j-j^dx 
a   leur  forme  canonique. 

2. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicite,  que  tous  les  i'actciirs  lineaires  de  X 
soient  reels  et  differents  entre  eux.     Posons 

(14)  ,  2  =  (— ..X«-»,)...  C— «r), 

les  quantites  «13  «2,  ...  a-it  etant  rangees  dans  Vordre  de  leur  grandeur  relative, 
de  sorte  quo 


Cela  pose,  la  Substitution  lineaire  et  fraction naire  dont  on  vient  de 
parier  peut  etre  partagee  en  deux  plus  simples  que  nous  allons  exposer  l'une 
apres  ä'autre. 

Introduisons  en  premier  lieu  une  nouvelle  variable  z  par  la  Substitution 
lineaire  et  entiere 

(15)  «-.,  =(«,-»,).; 
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|)nsi.i:i- 

d'oü 

de  sorte  qu'ä  des  valeurs  de  x,  decroissantes  depuis  et,  jusqu'ä  — oo  et  de  -j-oo 
jusqu'ä  aSj,  dans  le  premier  cas,  on  croissantes  depuis  at  jusqu'ä  +00  et  de  — 00 
jusqu'ä  air  dans  le  seconi.1  cas.  coiTesponrient.  dans  l'un  et  l'autre  cas,  des  valeurs 
de  z  decroissantes  depuis  0  jusqu'ä  —00  et  de  +co  jusqu'ä  63r_a.     On  aura 

08)  z  =  *(*-iX*-KX*-W- ••(*-**-$, 

le  radical  YZ  devant  etre  pris  avec  le  meme  signe  que  z"  dans  Tun  et  l'autre 
des  deux  intervalles  de  z  que  Ton  considere. 

Ooncevons  que  le  radical  VZ  soit  developpe  en  fraetion  continue  d'apres 
la   methode  du  n"  1 ,  la    variable  z  etant  consideree  eomme  variable  indepen- 

dante,  et  soient  S)tl,  /„,  j>„,  an,  co„  =  *---■-   "  les  quantites  qui  dans  le  developpe- 

ment  de  YZ  remplacent  les  quantites  p„,  qn,  rn,  sn,  wn  =  " —  obtenues  dans 

le  developpement  de  VX;  ces  nouvelles  quantites  (an,  %n!  .  .  .  se  distingueront 
seulement  par  des  factenra  eonstants  de  leurs  eorrcspondantes  pn,  qn)  ...  En 
effet,   on  s'assure  aisement   que   Ton   a 


(19) 


'h,  =  JCa» 


\)" 


1 


i  =  (a_aiyw 


Les  valeurs  de  VX,  p:i,  q»,  ru,  s„  6tant  Substitutes  dans  les  equations  (8),  (10), 
(11),  (12),  (13),  celles-ci  deviennent 

(8*)  ",y^-~  Z,"-,  =  (-!)"-', 

(W)  <-zz;  =  (-i)-'«, 

(11  *)  6>„='„__,-Zz„z,_,  =  (-l)"«,, 

(13*)  tl-z=  -».«.-,. 


(13«) 


-z,yz= 


(-!)• 


/Google 


(20) 

8-1           ,' 

s  _     y 
»— 1 

Posons 

63p-s— 1 

,         K-,—1 

n         K-*     ' 

"'''         K-, 

d'oü 

(81,^.,=    1 

*»■-■  =  t^t. 

«^-i^. 

Application  des  Iran  sc  einianl.es  aMliennes  11  la  llieoi.ie  de-.s  fracti.on.s  contiimes.        41 
equations  qui  se  rapportent  mßme  ä  h  =  0,  si  l'on  coiment  de  faire 

Introduisons,   en  second  Heu,    une  nouvelle  variable  y  an  Heu  de  z  par 

];i   si.ihst.it.Lit.iori   lineaire   et  tVactioiiiiaire 


'',—1 


0  <  ij  <  1,    1  >  k£  >  *J  ;>  ■  •  ■  >  x=v_a  >  0, 

de  sorte  qu'a  des  valeuvs  de  2  decroissantes  depuis  0  jusqu'a  — oo  et  de  +oo 
jusqu'a  62v_2  correspondent  des  valeurs  de  y  croissantes  depuis  0  jusqu'a  v\  et 
de  ij  jusqu'a  1.     On  aura 

i        _    J_    1 — y  __, t\ 1 — Jf'y 

1— 1J     J/—  1)'        '     '   ■'  iv-S-i   —    1— *»1J  1,— Jj      ' 

„,.  f  r= »a-»)a-«;»)a— j»)  ■  ■  •  a-« :_») 

1  'J  iH=i(i-i)a-«;i)a-»;i)--.ci"<_,i); 

le  radical  y—  ayant  le  signe  -+-  dans  tout  l'hrtervalle  de  y  depuis  0  jusqu'a  1, 

Si  l'on  convient  de  prendre  Vi/  avec  le  signe  +,  ^Y  aura  done  aussi  le  signe  -+-. 

En   introduisant  y   au  Heu  de  z  dans  tö„,  /„,  p„,  o„,  «j„  —  J-  J    -£s t  ces 
quantitfe  prennent  la  forme 

iJK,  Q„,  Ä,„  Sa  representant  des  fonctions  entieres  de  y  respeotivement  des  de- 

C.  W.  Borchftrdt'S  Werke.  6 
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gres  n-v-v,  n,  v,  v — 1.  En  möme  temps  les  equations  (8*),  (1-0*),  (11*), 
(12*),  (13*)  se  changent  en 

(26)  P,Q,-,-Q„P-,  ==  (-ir-'&-ti"+'-', 

C26)  n-rf'Qi  J  =  c-i)—c,-,)-+-+i «., 

(27)  p,p,-,-i"  g,Q,. ,  ~  =  C-l>(  »-#•+-'  E„ 

(28)  «;-,' "  i  =  -(y-,)-S.S_„ 

Le  premier  membre  de  l'equation  (29)  est.  divisible.  par  (i/— jj)s"+1"1"1.     En  effet, 
d'apres  les  equations  (17),  (19).  (22),  (24).  on  a 
_^_  __  Jh_  _       Rn 

Mais,  en  vertu  des  Conventions  faites  sur  le  signe  de  r„,  en  vertu  des  equations 
(4),  et  en  egard  aux  degres  des  quantites  ii„,  «,,  us,  .  .  .,  on  a  pour  y  =  rj,  c. 
a.   d.   pour  x  =  ±oo 

donc  pour  y  =  ij  il  vient 

R,  =  >i". 

Par  consequent,  pour  y  =  i\  la  quantite  T^,  =  — — „ ,  dont  le  numerateur 

devient  =  2if ,  ne  peut  pas  s'evanouir.  Pour  y  =  i]  la  quantite  Q„  ne  peut 
nun  plus  s'evanouir,  car  si  Qn  etart  divisible  par  y — -rj,  q„  serait  d'un  degre 
inferieur  ä  n,  ce  qui  est  Impossible.  Donc,  pour  y  =  rj,  le  denominateur 
'Q*W„-\-(y~tjfQ,,_,  da  second  membre  de  l'eqoation  (29)  est  diffcrent  de  zero, 
donc  le  prcmier  membre  est  divisible  par  (y — tj)-n+7"i''>  c.  q.  f.  d. 

Tout  se  reduit  a  present  ä  la  Solution  des  deux  Equations  (26),  (28), 
apres  quoi  les  quantites  r„,  s„  sont  determinees  par  les  formules  (19),  (24). 

Les  deux  substitutions  (1.5),  (20)  reunies  donnent 


et  en  eliminant   les    quantites    b±,  bs,  ...    b.,„  ,    entre   les  equations  (16),  (21), 
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il  vient 

donc  y  dopend  de  x  par  l'equation 


Oette  Substitution,  äquivalente  ä  deux  substitutions  differentes  dans  les 
deux  hypotheses  que  les  quantites  «„  aa,  ...  a^  forment  une  serie  croissante 
ou  decroissante,  est  identique  a  deux  des  4p  substitutions  lineaires  de  M.  Richeiot, 
enumerees  dans  le  Memoire  cite  ci-dessus.  En  examinant  de  plus  pres  ces  4p 
substitutions,  l'on  trouve  que  dans  4p— 4  de  ces  substitutions,  la  quantite  i\  est 
>  1;  que  dans  deux,  q  peut  etre  >  1  ou  <C  1,  suivant  les  valeurs  pavticulieres 
de  als  «a,  ...  «?,;  et  que  les  deux  substitutions  qui  restent  sont  les  seules  dans 
lesquelles  v\  est  toujours  <  1,  quelles  que  soient  les  valeurs  particulieres  de 
als  o2,  ...  as,,.  Oe  sont  ces  deux  dernieres  substitutions  que  l'on  vient  de 
composer  en  appliquant  l'une  apres  Vautre  les  substitutions  (15),  (20). 

3. 
Apres  avoir  expose  dans  le  immero  precedent  In,  Substitution  lmeaire  qui 
eonduit   de  la  variable  x  a  la  variable  y   par  Pintermediaire    de  z,    enoncons 
ä-present  le  theoreme  d'Abel  sous  la  forme  dont  nous  aurons  besoin  dans  le 
cours  de  ces  recherches.     0c  theoreme*)  peut  etre  enonce  comme  il  suit: 

„Soient  ft(y),  fi(}j)  deux  fonetions  entieres  donnees  de  y,  telles  que 
le  produit  <f,(y)<-pi(y)  s'eleve  au  degre  2v  ou  2p— l;  soit  Jif()/)  la  fonetion 
transcendante  definie  par  l'equation 


(30)  9(y)=fh±LL 

les  coefneients  L0,  £,,  ...  L,,^  designant  des  quantites  quelconques;  soient 
V,   W  deux  fonetions  entieres  de  y  telles  que  l'expression 


*)  Vojcz  le  Memoire  d'Abel:  „ReiH-ui/ia-.*  su,-  y «<■/(/ .■!.■■>■  ;vi,,;vm^.  ißne/alcs  dum:  ctrtaine  surfe  de 
fonetions  tranaeendantes",  X.  3  ]).  313  du  .Journal  de  M.  Crelle,  ou  Oeuvres  MuijtlHos  d'Abel,  odit.  publ. 
par  Holmboe,  T.  1  p.  288  [nouv.  edit.  publ.  par  Sylow  et  Lie,  T.  1  p.  444];  et  le  Memoire  de  Jacobi: 
„lieber  die  Additionstheoreme  der  Abstichen  Inlcgrnk   zise-Uer  and  dritter  Gattung",  T.  30  p.  121   du  Journal  de 

M.  Crelle  [Jacobi's  Gesammelte  "Werke,  Bd.  2  p.  75]. 
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s'eleve  au  degre  N.  Determinons  V,  W  de  sorte  que  D  soit  divisible  par 
le  pi'odnit  des  N — v  +  1  facteurs  lincaires 

y— *n   y— *,,   ■  ■  ■   y— ^_r+1! 

et  soient  y^  y2,  ...  */,,_!  les  v — 1  racines  que  Ton  obtient  en  egaJant  ä 
zero  le  quotient 

(»— *i)(y— xs)--(y— %_y+1)' 

de  sorte  que  l'on  a  identiquement 

I  i)  =  %(y)v—f,(!,)W' 

(31)  I      _.  .  (y—*,Xy— *,)■■■(?— «v—nXy— y.Xy— y,)- (y— yr_i) 

l    JW'c«"^,x«-^..-c«-^_,+,x<'-j1)(«~!/;)--:(«-i/,_,)' 

«  designant  une  eonstante  quelconque.  Cela  pos6,  les  c— 1  racines  ylt 
y«,  ...  2/y_]  sont  des  fonetions  des  N — v-\~\  racines  xlt  xa,  ...  xlV_y+l 
telles  qu'elloH  vtirilient  en  meine  temps,  pour  toutes  les  valem'S  penibles 
des  coefficients  Laf  L,,  ...  X,._a,  la  relation  transcendante 

|  =  «j-ip^^+d'^Ci/^H h^VQ/^+C, 

C  designant  une  eonstante!  Slf  tF3,  ...  <fV_T+1,  31,  d",  .  ■  ■  ^t'^1)  sont  +1 
oq    — 1,  et  Ton  a 

äi  =  +1  ou  =  — 1, 
snivant  que  y—xt  divise  y^(^).F—  y%(y).W  ou  Vp/y). F-f-y^y). FT; 

^  =  +1  ou  =— 1, 
snivant  que  y—yk  divise  l'V, (,'/)•  f'+Vy.,Ci')-W'  oa  iViO/)- ^"iVsO')-^-" 
Non    seulement  l'equation    transcendante    (32)    est  une   consequence   de 
l'equation  algebrique  (31),  mais  ces  deux  equations  peuvent  se  remplacer  mutu- 
ellement,  de  sorte  que  l'on  a  aussi  le  theoreme  inverse: 

„Les  quantites  x1;  x.2,  ...  xs_„+l  et  les  eignes  3L,  <J2,  -■-  3y_y+1  etant 
donnes,  les  quantites  yi,  y2i  ...  yl._i  et  les  eignes  d",  d",  .  .  .  ^"~^  propres 
a  satisfaire,  pour  toutes  los  valeurs  possibles  des  coefficients  ZD,  Lls  .  .  .  .I/„_2) 
ä  l'equation  transcendante  (32)  verifient  en  möme  temps  l'equation  alge- 
brique  (31),  et  cette  verification  se  fait  en  sorte  que 
.„,,.  j  */— au  divise  h  facteur  irva.tionncl  ]■■'(/-■,  (,'/)•  I7 — ä,\Uf..(y)-  W, 
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La  derniere  partie  de  ce  theoreme  ctablit  entre  les  integrales  et  les  ex- 
pressions  algebriques  une  correspondanee  de  signe  qui  est  d'ime  grande  impor- 
tance  pour  les  applications  ulterieures. 

Les  limites  inferieures  des  integrales  sont  des  constantes  quelconques. 
Dans  le  cas  particidier  oti  ces  limites  inferieures  tbrment  un  second  Systeme  de 
racines  propres  a  veriner  l'equation  f)  =  0,  la  constante  C  s'evanouit,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  coefneients  L0,  L,f  ..  .  Lr_s. 

Posons 

(34)  (i-yxi~*w-*'iy)  ■  ■  •  a-<_,»)  =  *00  -  j . 

et  faisons  les   hypotheses  speciales  suivantes: 

1"-     Vii."!))  =  1?     9i(y)  =  y'b(y)i     V  <^u  degre  »+v,  TP  du  degre  n. 

2°,     <p,(i/)  =  ^j     9>»(y)  =  ®(?)»        ^  ^u  degrö  ra-H-v — 1,      W"  du  degre  n. 
Dans  Fun  et  l'autre  cas  toutes  les  racines  de  l'equation  f)  =  0  peuvent  s'evanouir 
ensemble,    donc,  en  prenant  toutes   les  integrales  depuis  la  limite  inferieure  0, 
la    constante   C    disparait,    quelles    que   soient  les    valeurs  des    coefneients  L0, 
Lt,  .  .  .  £„_s,  et  en  faisant  a  =  0  Ton  obtient  les  deux  theoremes: 

Theoreme  I.     Soit 

0(y)  designant  Sa  fonetion  definie  par  l'equation  (34),  soient  V  et  W 
des  fonetions  entieres  de  y  des  degres  n-\-v  et  n;  considerons  l'equation 
transcendantc 

[  W«,)+W^-i----+'W«*('Ww) 

1   ='S,'P(.'/,)+<l"5>&,)+--+äl",>5»0/^1), 
ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  coeflicients  Lu,  £,,  ...  L,_E, 
et  l'equation  a.lgebi'ique 

n|-K'i)('-})-(-i)(-f)(-f)-('-£)' 

avec  les  conditions 

F— d|/^(^).vr     divisible  par  y  —  x., 


\  V+tf-k)yy<PQ/).W  divisible  pt 
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Cela  pose,  les  quantites  xit  a\,  . .  .  xSu+r+1  et  les  eignes  <J1S  #s,  .  .  .  t)'a„+,._|_, 
etant  donnes,  l'equation  transeendante  (36)  d'nne  part.  et  l'equation  alge- 
brique  (37)  avec  les  conditions  (38)  d'autre  part,  donnent  aux  quantites 
J/u  2/s)  ■■■  Sk-i  ct  aux  sigocs  <?',  tf",  ...  ä{,'~,)  des  valeurs  identiques  et 
peuvent,  par  consequent,  etre  remplacecs  l'une  par  l'autre. 
Theoreme  IL     Soit 

<?>(y)designa.rit  la  f'oiictloo  deHriie  par  requat.ion(34.).  soientl'et  TFdesfonctions 
entieres  de  y  des  degres  Jt  +  y — l  et  n;  considerons  requation  transeendante 
|     <W*,)-K«'(>!)+-"+*,.+,*,Cw) 

l  =  wCyJ+*'*WH — t-*—"v(9,-,), 

ayant  lieu  pour  tontes  les  valeurs  possibles  des  eoefticients  L!:.  Lt,  ...  L,_„, 
et  l'equation  algebrique 

avec  les  conditions 

I"  ]A/.F—  3/^iP(y).  W  divisible  par  ?/—«., 
1  Vy.F+^l/*(i/).T;r  divisible  par  y—yt. 
Cela  pos£,  les  quantites  xlt  x2}  ...  %+,,  et  les  signes  ()',,  d\,  ...  <l,ll+f,  etant 
donnes,  l'equation  transcendante  (39)  d'une  part,  et  l'equation  algebrique 
(40)  avec  les  conditions  (41)  d'autre  part",  donnent  aux  quantites  yt! 
Vs>  ■■■  yr~i  et  aux  signes  $',  <)'",  ...  d'-''~J)  des  valeurs  identiques,  et  peu- 
vent, par  consequent,  etre  rcmplacees  l'une  par  l'autre. 


Revenons,  apres  ccs  explicatloiis  preliininaires.  a  la  Solution  des  eqnations 
(26),  (28),  Solution  a  laquelle  se  reduit,  comme  il  a  dejä  ete  remarque  dans 
le  n°  2,  tonte  la  question  dont  il  s'agit. 

Considerons  d'abord  les  eqnations  (26)  et  (29)  du  n"  2,  savoir 

(26)  «-,"  (Jag  =(-))>1-'(j-,)"'+'+'6„ 

AI  =  ,_.>->.-    fjcznri 


(29)  P.-fQ.Vjf  =  (-«• 


e„w,+ü/-f)*Q„- 


P„  etant  du  degre  n  -i- ;'  et  Q„  du  degre  n. 


/Google 


Application  des  traiiscoiulanlos  ai.uilieimes  ä  la  thöovie  des  fvactions  coiitiiraes.        47 

L'equation  (26)  se  trouve  comprise  dans  le  nombre  des  equations  (37), 
auxquelles  se  rapporte  le  theoreme  I  du  numero  precedent.  En  effet,  soient 
«,,  r;.>.  .  .  .  «„_,  les  v — 1  valeiirs  de  y  pour  lesquelles  S„  s'evanouit,  et  posons 

Vh 

alors  l'equation  (37)  se  «hange  en  l'equation  (26). 

Or,  en  vertu  des  remarques  faites  a  la  im  du  n°  2  relativement  a 
l'equation  (29)  son  premier  membre  est  divisible  par  (y- — if)-"+"~h\  c.  ä.  cl.  que 
toutes  les  differences  y— x-,  divisent  le  meine  facteur  irrationel 


R-1'«.Vg-=  V~WW<D(y), 


ou,  ce  qui  revient  au  meine,  que  tous  les  signes  &1}  d\,  ...  ()1s„+,,_l_1  sont  positifs. 
Donc.  en  designant  dans  le  cas  special  dont  il  s'agit  par  s',  s",  ...  *("_1>  les 
signes  represent^s  par  d'1,  ä",  .  .  .  <J{*-1)  dans  le  cas  general  du  theoreme  I,  on 
parvient,  par  l'application  de  ce  theoreme,  au  resultat  suivant: 

Les  v — 1  racines  e;,,  «3,  .  .  .  ccv_1  de  l'equation  S„  =  0  sont  des  i'onctions 
de  tj  telles  qu'en  posant 

elles  verifient,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  eoefücients  Lü;  LL,  L»,  .  .  .'i,,_ä, 
l'equation  transeendante 

(42)  (2fH-i'-+-l)V<ij)  =  «'*(o1)+e"»P(aJ)H ^"-"^(«"-O, 

s',  e",  .  .  .  e^*-1*  etant  +1  ou  —  1. 

Quel  que  soit  le  nombre  entier  ,<*,  on  peut  toujours  definir  c — 1  argu- 
ments  if  ,  tf' ,  .  .  .  if-*"^  par  la  condition  que  l'on  ait,  pour  des  valeurs  quel- 
conques  des  coefficients  L0,  L,,  ...  Lv_.,,  l'equation 

(4-3)  f»<P(^)  =  ±V(^i)±gi(ijp±...±8>(^'))1 

et  alors  tf^,  j^',  .  . .  tf,'!"^  seront  ce  que  l'on  peut  appeler  les  arguments  multiples 
de  rt  de  Vordre  fi  (relativement  aux  integrales  W).  Cette  notation  introduite. 
les  racines  a,,  «3,  ...  «,,_.,  de  l'equation  S„  =  0  sont  identiques  aux  v — 1  argu- 
ments tj  ,  ff'  ,  ...  tfä~?l '  ,  multiples  de  j;  de  1' ordre  2n+y+l.  Donc, 
en  designant  par  S„  (0)  la  valeur  de  S„  pour  y  =  0,  on  obtient 
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De  plus,  on  conclut.  de  la  correspondance  de  signe  etablie  par  le  theoreine 
d'Abci  que  chaque  difference 

y  —  a.  divise  le  facteut  irratiomiel  Pn-\-t<'hf  Q  V  — , 

de  sorte  que 

(45)  K=~^rQ^l     pour2/  =  ai. 


Ayant  determine  la  fonetion  Sn  au  coeffieient  S„(0)  pres,  il  s'agit  de 
calculer  ce  coeffieient  et  la  fonetion  Iin,  ce  qui  se  tuit  a  l'aide  de  l'equation 
(28)  du  n°.2,  savoir  de  l'equation 

(28)  b;-,»'  ~  =  -(,-,)■&&.,  ■ 

Soit,  pour  abregers 

[  W.+i  =  "i.     V.1+.+,  =  »2.    ■  •  ■     f  i-,  =  «_i 

( w- 1  =  ?.>   ';".+-!  =  >■>'  ■  ■  ■  iKh  =  >■,_,. 

tous  leg  argumenta  i£j        ,  1J®     ,  tf*  etant   definis   par  des  equations  de  la 

forme  (43),  et  soit 

|  ^0/)  =  (»—«,)(»—«,)  •  ■  ■  &—«„_,) 
(«)  BW  =  (y-ft)Ö-A)  ■  ••(»-?_,) 

I  c(s)  =  te—  >-,)(</— /.)  •  ■  ■  &— /,_i), 

de  Sorte   que    les   quantites  «, ,  «2,   ...  «,„,;  />',,  /?2,   .  .  .  ßr^;  /,,  /£,   ...  j^^ 
satisfont  aux  equations  ti'anseeudantes 

l(2n-l-v+l)'l,(ri)  =  e'V(ii1)+i'"P(it,)-\ he'—»  V(a_,) 

(48)  (2«+»)1Fft)  =  «'iF(f1)H-«",l»(pg)H H#-'"f(fr_,) 

I  (2»  +  r--l)>/<(,)  =  l,1«>(r,)+»,i'W0'i)H he'-1» '?(/,_,), 

«',   ß",  .  .  .  £<t_1);  e',   e",   .  .  .  e(,'~°;  e',  e",  .  .  .   8<"-H  etant  +1   ou   — 1. 
De  ces  equations  on  deduit 

("'  vW+e"vW+-+,l"~,"p'-ß,-0+-  *w 

(  =f."P(lI.i)  +  4"if'(0J)  +  ...  +  ("-'lV(«,_]). 
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(50) 

«.,  (e>(/,)+e'1,,F(l'I)H he'"'  ,F(l',_,)+2'PCi) 

C  I     =s'  >F(«,)+s"  n«,)H h»"-1"F(«,_,). 

dorit  la  derniere  est  une  consequence  des  deux  premieres. 

Considerons  les  equations  (25),  (27),  (28)  du  n°  2,  savoir 
(25)  Aft,-,-  Ci-P-,  =  (-l)-'(j-  nr*~~\ 

(27)  P.P„-,"«,Q„  j=  Hf(»-tf"«S„ 

(28)  m-if'^  =  -(.y-n)'S.S,-i. 

Des  equations  (25),  (27)  od  deduit 

(-!)■(.?— j)"+-'  {«.-«i'  |/5)  =  {ft-e^Q.|/J}{iV,-(-«>re.-.j/J},. 

&  pouvant  etre  +1  ou  — 1.     Dans  cette  equation. 

pour  s  ==  H-l,     Je  premier  lacteur  du  second  membre  est-  divisible  par  (j/ — jj)2n+1'+1, 

d'apres  l1  equation  (29): 
pour  e=  —  sw,  le   premier  facteur   du   seeond  membre  est  divisible    par   y— «, , 

d'apres  l'equatioii   (45): 
pour  e  —  £<'',       le  second  facteur  du  second  raembre  est  divisible  par  y — /,,  d'apres 

requation  que  Ton  deduit  de  (45),   lorsqu'on  y  change  n  en  i/.—  l. 
Donc  on  a  les  conditions: 

R»  —  Yy-jT       divisible  par  (#— »j)9, 

ßs+*'')'i''l/-77  divisible  par  y — a^ 

...       ff 
Rn — e\  ffyjr  divisible  par  y—f,- 

L'equation  (28)  et  les  conditions  (52)  sc  Irouvent  comprises  respectivement 

dans  l'equation  (37)  et  dans  les  conditions  (38)  du  theoreme  I.  sous  les  hypotheses: 

n  =  0,     V=Itn,     W=-$L 

3t  =  t(,     Ä3  =  ■",  .  .  .      ir_1  =  «j*-0,      tf„  =  1,      6y+l  =  1 

y,  =  a1,  i/a^ß^,      ■  ■  -      y,_!  =  a„_, 

^'  =  e',  <j"  =  e",      .  .  .      S[''~v'  =  e^-", 

C.  W.  Borchardt'B  Werke.  7 
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donc  l'equation  (51)  est  l'equation  transeendante  par  laquelle,  en  vertu  du 
theoreme  I,  l'equation  algebriqne  (28),  avec  les  conditione  (52),  peut  fetre 
remplacee. 

Aux  conditions  (52)  on  peut  substituer  les  2v  equations: 

I    '  (■■  =  1,2,  ...   ,-1). 

Si  parmi  ces  2i>  equations  on  en  choisi.ssa.it  arbitraireuient  v-\-X  quel- 
conques,  elles  suffiraient  pour  ileterinmer,  au  moyen  de  Ja  formale  d' Interpolation 
de  Lagrange,  la  quantite  RH  (fonction  entierc  de  x  du  degrä  v).  Mais  la 
forme,  sous  laquelle  Rn  se  presenterait  alors,  manquerait  de  syinetrie,  ou  serait 
au  raoins  tres-compliqu£e. 

Pour  arriver  a  l'expression  la  plus  simple  de  R.,  on  prendra  la  route 
suivante: 

On  remplacera  d'abord  l'equation  algebriqne  (28)  avec  les  conditions  (52) 
par  l'equation  transeendante  (51),  puis  eette  derniere  par  les  deux  equations 
transcendantes  (49).  (öO),  dont  eile  est  la  consequenec.  Enfin,  les  equations 
transcendantes  (49),  (50)  se  trouvant  comprises  dans  l'equation  (39)  du  theo- 
reme II,  on  les  remplacera,  en  vertu  de  ce  theoreme,  par  deux  equations  a)ge- 
briques  de  la  forme  (40)  avec  des  conditions  de  la  forme  (41),  et  Ton  se 
tronvera  ainsi  conduit  a  remplacer  requation  algebriqne  (28)  avec  les  conditions 
(52)  par  deux  equations  algebriques.  sunultanees  avec  les  conditions  necessaires 
qu'il  faut  y  joindre. 

Tout  se  reduit  donc  ä  appliquer  le  theoreme  II  du  numero  pz'ecedent 
aux  equations  (49),  (50).  Ces  deux  equations  transcendantes  sont  en  effet  com- 
prises dans  l'equation  (39)  du  theoreme  II  sous  les  deux  hypotheses: 


s  =  0,     V  = 

V,      W=\ 

ft, 

*>  =  h  i     ■  ■ 

■      ■',-,  =  I5,- 

«', 

1,  =  ,<",     .  . 

■      S,~,  =  «""" 

al> 

y,  =  «v    ■ 

■     </,_,  =  •>,- 

s , 

.!"  =  e",     . 

.   #-»  =  ,<■- 
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11  =  0,   V  = 

•i  =  A.    «k  =  ft.    ■ 
yi**/n   &  =  )V    ■ 

Donc,  en  vertu  de  Vequatior.  (40)  et.  des  conditions  (41)  du  theoreme  II,  les 
equations  transcendantes  (49).  (50)  so;it  romplacces  par  les  deux  equations  al- 
gebriques 


w  =  \ 

•— l  =  p,_ll 

',= 

»,_,  = «"-" 

sy  = 

y_,  =  /,_, 

j"-"  =  <;— • 

(53) 
(54) 


„Fv„)_4,f„)  =  ^W.?W.I=5 


»F;(ji)-e(j)  = 


avec  les  conditions 

(55)  J"(l)  =       V—     , 


(56) 


!-",('/)  = 


Ä 


c(y)  5üä  ins 
~C(0)'.B(0)'    ,    ' 


■/•CA) 

(,([),)  =  «<»)<  — p- , 


(57) 


(58) 


P.«  = 


Vindice  i  devant  avoir  partout  les  valeurs   1,  2,  .  .  .  v — 1. 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  prendre  la  route  inverse  et  de  deduh:e 
des  equations  (53),  (54)  et  des  conditions  (55),  (56),  (57),  (58)  l'equation  (28) 
et  les  conditions  (52).  En  effet,  multipliant  l'ime  par  l'autre  les  deux  equations 
(53),  (54),  et  se  servant  de  la  meine  ideutite  algebrique  qui  a  dejii  ete  employee 
dans  le  nü  1,  oo  obtient 


!*Ü/)-t  V  <''(</)  f',&)|!-  Y\  V(y)±Vly)\<  = 


A(y)   C{y)   (B(y)\ 


'Ml  (BUK  tv-',Y 
:(0) ' \Btov  \  v  )' 


.4(0)    t'(0)    V«(0) 


Si  l'on  pi'end  les  signes  iuferieurs,  chacune  des  expressions 

iKn)~ynn)K(>j),    V(y)-K(y) 

est   divisible    par  le    produit  (y—ßi')(y—ß^)~-(.y—ßr^i~)  =  B(y)i  comme  il  est 

7* 
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facile  de  le  verifier  par  les  formales  (55),  (56);  donc  ea  posant 

^  ^«       "         2^")    -        .fr-        2B(y)       > 

G  designant  une  constante,  on  a 

(60)  TPM~  G'Y  =      *      .  ^iÖ .  ^00 .  (fcsY 

^    ;  W  4B'(0)  ,4(0)  C(0)    V    n    )  ] 

equatioD  qui,  conime  il  est  aise  de  s'en  assurer,  ne  differe  de  (28)  que  par  im 

multiplicateur  constant. 

Des  equations  (59)  on  dtSduit 

U(y)-eGVY=  ^^^-^■V^]^^^+f^-V'^  , 

e  etant  +1  ou  -1.     De   la,    en    posant    successivement    s  =  4-1,    s  =  —  *w, 
s  =  «w,  on  trouve  ä  l'aide  des  equations  (55),  (56),  (57),  (58)  les  resultats: 

U{y) — G]/Y       divisible  par  (y — »;)', 

U(y)+e&G]/T  divisible  par  y— at, 

U(y)^s'^  G~\/  Y  divisible  par  y — yfJ 
ce  qui  equivaut  aus  equations: 

ff        '"'  e       *ys 

(>:=i,  ä,  ,..«-i). 

Ces  valeurs  de  -4^-  ,  eomparees  aux  valeurs  de  *—  it„  donnees  par  les  equations 
(52*),  montrent  que  la  difference 

est  divisible  par 

(.y—TdXy—v-iXy—<h)  ■  ■  ■  Cy— v-i)(y— yJCy— /,)  ■  ■  -  (y~rr-0- 

Mais  corarae  chaeune  des  deux  fonetions   C7(i/)  et  Ä„  ne  depasse  pas  le  degre  v, 
on  en  conclut  que,   pour  des  valeurs  quelconques  de  y,   on   a  ident.iquement 

B  -  v  f'w 
•~yf  e~' 

011,  en  substituant  la  valeur  (59)  de  U(y), 


(61)  R,  =  -j= 


31 .  tfto)— ?i-'fa)y;(y) . 


y«       2ff-B(j) 
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Les  forroules  (55),  (50)  donnent  v  valeurs  de  chacune  des  fonctions  V(y), 
V^y),  et  comme  ees  fonctions  sont  l'une  et  l'autre  du  degre  v—  1,  ce  nombre 
de  valeurs  est  precisement  le  nombre  nöcessaire  et  süffisant  pour  determiner 
V(y)  et  V,(y)  a  l'aide  de  la  formale  rY Interpolation  de  Lagrange. 

Mais  Ja  deterraination  de  ces  deux  fonctions  peut  etre  raluite  a  celle 
de  la  seule  fonction 

En  effet,  d'apres  les  öquations  (55),  (56),  la  somme  V(_y)-h  V^y)  est  divisible 
par  y — 1\,  donc  T(y)  est  une  fonction  entiere  du  degre  v—  2.  L'equation  (62) 
et  la  seconde  des  eqnations  (50)  formen  t  un  Systeme  d'equations  qui,  resolnes 
d'apres    V(jy)  et   V^y),  donnent 

De  plus,  les  üqualions  (55).  (56)  comb'mees  avec  l'equation  (62)  et  la  seconde 
des  equations   (59)   donnent 

et,   de  la,  par  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange 

k    }  {J)       Ä    fc-1    '     ft      BXß;)  y-ßt 

En  portant  la  valenr  de  (?  donnee  par  la  formule  (64)  dans  les  equations  (63), 
on  obtient 


n!/)  =  (;-/->,)n>,)+i/^äÄ) 


ts(,,y 

et  en  substituant  ces  valeurs  de  G,    V(y),  V^(y)  dans  l'equation  (61),  il  vient 

I  *'  •,B(,)"'"*'1  '«.(,)  "     «(ji 

T(y)  e^ant  defini  par  l'equation  (65). 
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Teile  est  l'expression  cbercbee  de  R,h,  expression  dont  la  simplicite  ne 
laisse,  ä  ce  qu'il  semble,  rien  ä  desirer.  Elle  montre  que  Ä,  depend  de  la 
multiplication  de  l'ordre  2n-\-y  des  integrales  yP  (car  c'est  a  cet  ordre  que  se 
rapportent  les  arguments  ß1}  ß2,  ...  ßy-^),  tandis  que  8„  depend  de  la  multi- 
plication de  l'ordre  2n-ht>-j-l. 

Quoique  une  partie  de  Rn  se  presente  sous  une  forme  fractionnaire,  la  division 
se  l'ait  pourtant  saus  reste;  en  cftet.   TQy")  etant  la  fonction  entiere  du  degre  v—  2, 

egale  a  ^t— -]/  Pour  les  v— 1  valeurs  y  =  /?,.,  /?2,  .  . .  &,_!,  la  difference 

5f'(i/)-^C?y-)?)sr2()/)estdivisib]epai-lepi'odmt(2/— ß1)(y—ßi)...(y—ßr-l)  =  BQf), 
et  c'est  prccisement  ce  quotient  qui  entre  dans  l'expression  (66)  de  Än, 

On  peut  signaler  une  valeur  de  Rn  qui  se  distingue  par  sa  simplicite. 
c'est  la  valeur  Ra(0)  que  cette  fonction  prend  pour  y  =  0.  En  effet,  dans  la 
partie  de  R„  qui  eontient  TQf),  le  carre  de  cette  fonction  sc  trouve  multiplio 
par  y(y—tjf-  Par  consequent,  aux  deux  valeurs  conmies  Rn(ri)i  B'n(if),  qui  se 
trouvent  deja  parmi  les  equations  (52*),  on  ne  peut  joindre  qu'une  seule  troisieme 
valeur  R„(Q)  qui  ait  cela  de  commun  avec  elles  d'Stre  independante  de  tous  les 
radicaux  contenus  en  T(y).    Oes  trois  valeurs  reunies  l'orment  le  tableau  suivant: 

La  valeur  (68)  de  M„(0)  conduit  en  meme  temps  ä  la  determination  de 
la  constante  S„(0),  le  seul  element  qui  reste  encöre  inconnu  dans  l'expression 
(44)  de  S„. 

Au  lieu  de  ÄB(Ö)  et  S„(0)  considerous  les  valeurs  p„(0)  et  tf„(0)  que 
{>„  et  ff„  prennent  pour  s  =  0.  Les  variables  y  et  z  s'evanouissant  ensemble, 
d'apres  les  equations  (24)  on  a 

„„(0)  =  (-1)-  ^ ,    <r„(0)  =  (-l)-i  ^  . 
et,  ä  Vaide  de  Fequation  (68),  on  conclut  de  la 

W  ;        24(1,)   B(0)        2<P(l)    „    V        ftj' 
ou,  en  substituant  pour  ß.  sa  valeur  jj^      tiree  des  equations  (46). 


/Google 


Application   des  ti"ins<;eri<läiiLis<  aln-lioiuics  ii  la.  theorie  des  fVadions  continues.         55 
De  plus  l'equation  (12*),  savoir 

a  laquelle  ii  f'ant  ajouter 

ff-,  =  1, 
donne,  pour  z  =  0, 

c:.(o)="«,(o)'«,-,<0)' 

De  lä  on  trouve  par  voie  de  Substitution  successive 

«.(0)  =  — £^  =  -fet°))' 
».(0)  V,(0V 


',(0)  = 


i(0)  __fe(0)9,G')V 
«,(0)         V   e,(0)    ) 

»,(0)         V(i,(0)c,(o)/ 


«n_      M-u>-.fJ!*!r!®yL:Y 

°"(J_     «_,(°)  ~  v?._,(0)e^,(o)^,(o)...j- 

On  n'a  qu'ä  porter  dans  ees  formules  les  valeurs  de  pQ(0),  p,(0),  .  .  .  tirees  de 
l'equation  (69)  pour  trouver  les  valeurs  finales  des  quantiteg  ö„(0),  öi(0),  ... 
De  cette  maniere  il  vient 

1         V      if,'J  ) 


«.TO  =  -LL-  n 


-^-tX1-*)!' 

2ä>(l)    ä. 


1--T- 


«,(<>)  =  +     H 
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56        Application  des  traiisuciidiiiitus  ubölio 
et  generale  ine  nt 


,  la  theorie  des  fraotious  continues. 


(70) 


is  Vequation  (44)  z  et  aa,  a 
et  noas  aurons 

^ITH1-^)*]- 


°"(0)     Pw'a      (»-S-K1-«!-)-^-^-)     I 

Introduisons  encore  dans  Vequation  (44)  z  et  aa,  au  lieu  de  y  et  S„,  : 
l'aide  des  formules  (20),  (24),  et  noas  aurons 

(71) 


Les  resultats   obtenos  dans  le  numero  precedent  eontiennent  la  Solution 
complete    du  probleme.      La   valeur   de  o;,   est  donnee   par  les  equations  (70), 
(71):    et    pour    connaitre    Celle   de   p„   on    n'a    qu'ä   diviser    l'equation   (66)  par 
(y — ti)"  et  ä  mtroduire  z  au  lieu  de  y.     De  plus,  en  posant 
(72)  Qn  =  /^V-MfV-'n hA^Ä-f-Äj0, 

les  trois  equations   (67),    (69)   donnent  les  valeurs  de  hf ,  hf,  h{*\     En  eff'et, 
on  en  tire,  d'apres  la  troisifeme  des  equations  (24), 

K  =  hloY+hi)yr~l(y—7i)-i — ^y\y—nf> 

d'oü 

Oomparant    ces    valeurs    ä    celles  qui  ont  ete   donnees  par  les  formules   (67), 
on  trouve 

hy  ,  identique  k  p„(0),  est  donne  par  Vequation  (69),  et  Ton  a 


(69«) 
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Application  dos  1 


eadantes  abeliei 


,  la  theorie  des  fraotions  continues. 


Dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques,  c.  ä.  d.  pour  v  =  2,  ces  dernieres 
equations  sont  süffisantes,  et  Ton  n'a  meine  pas  besoin  d'introduire  z  au  lieu 
de  y  dans  l'equation  (66),  car  dans  ce  cas  pB  est  du  seeond  degre  et  par  con- 
sequent  entierement  determine  par  les  trois  coefficients  h^ ,  h"  ,  h"  =  h%  .  Le 
probleme  de  determiner  le  developpement  en  fraetion  continue  de  la  racine 
carree  d'une  fonction  du  quatrieme  degre  est  donc  resolu  par  les  equations 
(69),  (70),  (71),  (72),  (73),  et  le  resultat  peut  etre  enonce  dans  le  theoreme 
suivant : 

Theorhne.     „Soit 


]■?<- 


■1«M-HHr-^)-+*+± 


•(jr)  =  a-jOfl-«"»}    H  =  ij®(i,), 

et  soit  1]^  defini  par  l'equation  ■  transcicndant.e 

Cela  pose,  les  quantites  p„,  c„  sont  donntSes  par  les  equations; 


*-i\i-VW)'+*3 


8«>WV       i,„+; 

\ 


«*,-,©= 


V,)\       V,)       l       1,,-J) 

LUi_5-\...fi L]f, 5   \f 


0.  W.  Borchardt's  Werke. 


X-ö-O-i) 
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58        Application  th:s  traiiticimdante-s  abeliennos  Si.  la.  t.heorio  des  (iacüons  continues. 

Ges  resultats  s'accordent  entierement  avec  ceux  que  Jacobi  a  donnes 
sans  demonstratio!!  dans  le  tome  7  p.  42  du  Journal  de  M.  Grelle  [Jacobi's 
Gesammelte  Werke,  Bd.  1  p.  330].     Pour  les  vendre  identiques  on  n'a  qu'k  poser 

Qn  =  z'-$aS+in+1,     «n  =  -q^Q.-r„+iz),     «•(»))  =  «, 

d'oü,  d'aprcs  la  notation  des  fonctions  elliptiques  introduite  par  Jacobi, 
ij  =  sniaain(w),     tj    =  sinsam(,wM); 

alors  les  quantites  a,  i,„  qn,  rn,  u  sont  precisement  celles    que  Jacobi  ä  d^si- 
gnees  par  les  meines  lettres. 


6. 
II    ne   reste  plus   qu'k   reduire  les  fonctions    pB,    g„  ä  leur  plus  simple 
expression . 

Introduisons  les  quantites 

%—n 

de  sorte  que,  pour  y  =  tfi),  z  prend  la  valeur  C"',  et  posons 

(75)  Z  =  ,F&, 

d'oü,  d'apres  (18),  (21), 

F(s)  =  (z-l)(2-J,)(8- J,) . . .  (*-S*_0 


et,  d'apröß  (34), 


Cela  pose,  les  equatious  (71),  (70),  par  lesquelles  on  determine  a„,  prennent  la 
forme  simple*) 

(71«)  «,  =  <r„(0).n(l-^-j, 

')  I'ouv  plus  tie  HimpUcile  o.u  s'i-fX  iil'^li'ui,  (l'i'rvire-  i.:,;m-  les  pi,!ni;üis  m-a-liivI*  lau  imlices  suporieurs 
iles  quaiilites  f  ,  Les  si^nes  1!  sc  rappurlont  k  toutes  les  valeurs  1,  2,  ...  v— 1  de  l'mdice  superieur,  de 
sorte  que  p.  e.  HZ    =  J  £   ...c''-"  ■ 
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Application  des  traiiscendaiilcs  ahoüeuncs  i  la  iliooric  des  iVactimis  cotitiuues.        59 


(70«) 
Pour  le  calcul  de  pn,  divisons  Ja  formule 

-  Jü_._ 


+fi-"h.'+*n-ü   _ 


4.{0)  =  -|iflP).ffj-:  ..       | 


(22)  yz  =  J£l._lv 


(20) 

3/— V 

d'oü,  d'apres  (75), 

(3*), 

J7B  _  y         1 

rl/S2 

donCj  en  posant 

<r      T(y) 
yw  (n— <tY~' 

-  H>), 

i'on  obtient 

(76)         0«      J       |/    ^     (C,-0-cC-0 

Celle   des  differcnces  qui  a  .tf1      pour  terme  soustractif  devant  etre  omise  dans 
le  numerateur  eomme  dans  le  denominateur.     On  obtient  de  meine 


yi/  "    v    B(i)  (v—n)"-'     (</—>!)*-'  B(i) 

En  substituant  ees  valeuvs  dans  les  equations  (63),  on  trouve 
Jiy)_  =  e(2)+fl(s-f„+,), 


fa  (y—vy- 
fü  öi— irz 

et,  ä  l'aide  de  ces  valeura,  l'equation 

(</— i)"e,  =  -E,  =  ii*- 

qui  resulte  de  la  eombinaison  de  l'equation  (66)  et.  de  la  troisieine  des  equations 


1/h  (j— i) 


l»     1J  «.      Jt„  —  M    0W  B(j) 
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60        Application  des  transtentlantes  idu'rliennos  ä.  la,  throne  den  fvactions  continues. 

(24).   so.  cliange  en 


(77) 

u-^-^%3%) 

En  introduisant  la 

Substitution 

(20) 

t <J_ 

t—n' 

dans  l'integrale 

(36) 

i                  V»®(SÖ 

on  obtient 

(78) 

*w  ffl(,)-rktii+^w^ 

^o,  ^,   ...  lf_^    representant    un    nouveau    Systeme    de    coefficients   arbitraires 
determines  convenablement  en  fonetion  de  L„,  Ll}  ...  L„_s. 

Oes  transforinations  (21)),  (74),  (78),  introduites  dans  l'equation  (43)  et 
dans  la  seconde  des  equations  (48),  permetteiit  de  definir  directement  )es  quantites 
£'  ,   t",    ...    £(l_1)  et  les  signes  e',   e",   .  .  .  e1*"'1  par  les   equations  transeendantes 

(79)  .ufl^w)  =  ±fl(0±fi(p±-±ßßj"li). 

(80)  C^+»)*K-»)  =  «'ß(0+«'XO+-"+^aßK* 
ayant  lieu  pour  toutes  les  valenrs  possibles  des  coefficients  X„,  lt,  ..  .  ?.v_<i. 


Introduisons  enfin,  au  lieu  de  z  et   de  p„,  o„,  la  pvemiere  variable  x  et 
les  quantites  rn,  s„  par  les  relations 

(15)  .-„,=(«,-«>, 

(19)  -■,  =  («,-«,)'«„     «,.  =  («■—>,)'"«»,.    «„+.  =  «>,+.■ 

Posons 

(si)  s?-«1-(«i-»i)ä' 


et 


=  (»-«,M.), 
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d'oü,  d'apres  (14),  (16), 

,(»)  =  (.-«,X«-«0  •■■(«-«»). 

<J  («,)  =  (",-«,)— -F(O), 
et  divisons  la  formule 

par 

(15)  *-«,=.(«,-«,>, 

d'oü,  d'apres  (82),  (75), 

donc,  en  posant 

(«,-«,)—«(*)  =  („ 

ö(s)  6tant  defini  par  1'eqi.iation  (76),  on  obtient 


Celles  des  differences  qui  a  |<'>      pour  terine  saListraetii  devant  etre  omise  dans 
le  numeVateur  conime  dans  le  denominatenr.     On  obtient  de  meine*) 

En    substituant  ces  valeurs   dans  l'equation   (77),  p„  etant-  exprime  en  vH  par 
l'une  des  relations  (19),  on  trouve 

(84)  ,.,  =  («,-„,)' C  =  i\^-^''('^-^+fJm0^r}- 

Uli  calcu]  analogue  transforme  (71*)  et  (70*)  dans  les  formales  suivantes: 

(85)  i,  =  »,(0).fl(l— ,  '"~^_ )  = »,f"  -'" 


.,-,(0)  = 


C'v 


%,(0)=-   i<f(«,).H 


«,+.-'•■)«,+.-»■)■■  •  «,+«_>— >,)J ' 

8,+,— 08,+.— 0- ■■«,+.,-,— •,) 


e,.— 08,+,— o---e,+„_,— ,)e,+ 


*)  Oll  s'est  absteim  d'^nro  dans  lcs  produits  suivaus  les  indiccs  supencui'S  des  quantitus  fj|'.    Les 
.signes   /"/  se   i'.ippovtciit  ;i   tout.es  les  vnlcnrs  1,  2,  ...  i1-— 1   de  l'indice  snperieuv. 
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(!2         Application  des  trai^eendaules  alwliennei  fi.  la  theorie  dos  i'rjictions  continues. 

En  introduisaut  la  Substitution 

(15)  m-a,  =  («,-«,>, 

dans  1' integrale  (78).  on  obtient 

(87)  o(«)  =  »,<;„)  =/*  '■+ji£±^+''-"-  fll, 

4j   'ij   ■■•   C-i  representant  im  timsienie  Systeme  de  coefiieients  arbitraires  deter- 
mines  convenablement  en  fonetion  de  X„,  Xu  ...  Xr_i, 

Oes  transformations  (15),  (81),  (87),  introduites  dans  les  equations  (79), 
(80),  permettent  de  definir  dh-ectement  les  quantites  £' ,  l">  ■■•  Su'~l)  et  les 
signes  e',  e",  .  .  .  e^"1'  par  les  eqi.iati.ons  transcetidantes 

(88)  ^(ztao)  =  ±1p(0^xf,(fi/)±...±^-% 

(89)  (2«+r)^(±oo)  =  -VcO+^CO+^+^VCÖ' 

l'infini  etant  positif  ou    negatif,  suivant    que   a,  est  la  plus    grande  ou  la  plus 
petite  des  racines  de  Vequation  X  =  0. 


Les  equations  (1),  (2),  (14)  et  (82)  jusqu'a  (89)  donnent  la  Solution 
eomplete  et  generale  du  probleme  de  developper  en  fraction  contiuue  la  racine 
carree  d'une  fonetion  entiere  de  degre  pair.  Sans  en  restreindre  aueuneraent 
la  generalite  et  sans  changer  ni  la  valeur  de  la  racine  carree  ni  celle  du  qnotient 
complet  de  la  fraction  contiuue,  on  peut  simpliiier  les  forraules  en  ecrivant  x 
au  iieu  de  x — av 

Si,  pour  fixer  les  idees,  l'on  suppose  que  a,  soit,  la  plus  petite  des  quan- 
tites alt  a2>  ...  «.,,,,    on   arrive  par  ce  changement  au  meine  resultat  que  l'on 
obtiendrait  en  posant  at  =  0,  les  quantites  a2,  a3.  .  .  .  aiv  etant  toutes  positives. 
En    introduisaut    dans    les    equations    (82)    jusqu'a  (89)    le  changement 
mentionne  de  z~-al  en  x  et  en  ecrivant  en  meine  temps 

«j,     as,      .  .  .     as  au  lieu  de     a^—a^      a3 — »        ...     a2  —  at. 

ip,    S^i     ■  ■  ■     ?J,f_1)     atl  Kou  de     $'h— av    ^  —  ax,     .  .  .     ^*-1)—  av 

ea,    eB',     -  .  .     e„'1     au.  Heu  de  e,  e",         .  .  .         <?{'"~'\ 

on  est  conduit  au  theoreme  suivant  que  Ton  peut  considerer  couiuie  le  resultat 

essentiel  des  reclierches  qui  forment  l'objet  de  ce  Memoire: 
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Application  des  Uanscöiukntos  alieliemies  ä  la  Luc'üiie  des  i'ractions  rontimies.        63 

Theoreme.     „Soient  o\,  as,  ...  a.,,_,  des  quantites  positives,  soit 
gr(<0  =  (»-»JC*-«,) . . .  (*-»„_,), 

'  +  '-'  +  5f—  _, 1 


/e  deeeloppement  en  fraction  continue  etont  fo.it  d'opres  la  metkode  du 
»."  1,  soü 

e*  .sojW  /es  qiMmtit.es  £'  ,  £' ,  .  .  .  £('-1)  ei  /es  Sieles  e'n,  e'^,  .  .  .  e^-1'  definis 
par  les  equations 

iw/«^  &'H  ponr  foj(tej  las  valeurs  pjossibles  de  /„,  ü,,  ...  J„_s:  ce/«  jooff,  fes 
fonetions  rn,  sn  ä  la  determiitation  desquellcs  se  reduü  aelle  du  quotient  com- 
plet  de  la  fraction  coutimie  proposee,  et  la  fonetion  av.xilkiire  tn  sont  donnees 
par  les  equations  suivantes; 

S„  =  S„(0)..»(l--— -V 

\  San+f+1/ 


■  •  Sv+4*-4| 

,C°)  = 

1  "  =f+4n— aj 

-6  ■  ■  ■  S„+4n_ 

lIW     !A„.. 

'  Sy+4«  -,4  S„. 

?s,+,)+ 


»(—6^)/' 


'         SSB+,  t.SjB+„       ?S„+,J  ■  ■  ■  KSfr-t-r       Stn+v) 

les  produits  II  se  rapportaat  aux  valeurs  I,  2,  .  .  .  v — 1  de  Vindice  supeneur 
(i)  des  quantites  £®  (indice  que,  pour  plus  de  simplicite.  on  s'eet  abstenu 
d'öcrire)  et  celle  des  differences  qui  a  |^  pour  terme  soiistractif  devant 
etre    omise    dann    le    'immer ■ateur    comme    dam    le    deri.wnma.teur    du  terme 
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64        Application  des  rranscendtuitty  ai.Kilieiiiics  ;<  la  Üiöcnic  dt:-)  Ira.ciioü*  continues. 
Ainsi,  Ton  est  parvenu  a  faire  dependre  le  devcloppement  de 


en  fraction  cont'mue  de    la  multipHcation  de  la  transcendante   i//(— co), 
de  la  multipHcation  de  l'integrale  abelienne. 


f  _    J?ru'';,l_l Mr-ä*™ djE 


prifiG  entre  les  limites   — oo  et  0, 
Berlin,  Aoüt   1853. 
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Sur  la  quadrature  deünie  des  surfaces  courbes. 


Liouville.  Journal   rlo   M;itliem;il.ii|ui:s  pniVÄ  et   upyliqii«;*,  T.   X.1X    p.  ;ifi9 — .'191.    lifii. 


0.  W.  Borchacdt's  Werke. 
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Sur  la  quadrature  definie  des  surfaces  courbes. 

1.  Le  Memoire  suivaut  se  rapporte  ii  l;i  quadrature  des  surfaces  courbes. 
II  traite  speeialeinent  des  problemes  de  ce  genre  que  Ton  designe  sous  le  nom 
de  quadrature  definie,  et  oü  il  s'agit  d'evaluer  des  aires  entieres  de  surfaces 
fermees,  ou,  plus  generalement,  des  aires  de  certaines  portions  de  surface  dont 
les  limites  sont  intim einent.  liees  a  la  nature  merac  de  la  surface.  Le  caractere 
qui  distingue  la  methode  dont  je  me  servirai  consiste  en  ce  qu'elle  donne  l'aire 
cherebee  sous  forme  d'une  integrale  triple,  qui,  pour  1' Evaluation  de  l'aire  entiere 
d'une  surface  fermee,  sc  rapporte  ä  tous  les  Elements  de  volume  contenus  dans 
cette  surface:  tandis  que  la  methode  ordinaire  la  donne  sous  forme  d'une  inte- 
grale double,  qui  se  rapporte  ä  tous  les  Elements  d'une  surface  plane  (protection 
de  la  surface  courbe  sur  un  plan). 

Cette  difference  de  forme  permet  surtout  de  conserver  dans  les  pro- 
blemes oü  les  trois  coordonnecs  jouent  le  meine  röle,  la  symetrie  des  calculs, 
avantage  que  n'offre  pas  la  methode  ordinaire,  laquelle.  au  contraire,  oblige  de 
donner  a  deux  des  trois  coordonnecs  la  preference  sur  la  troisieme,  ou  d'avoir 
recours  ä  de  nouvelles  variables  dont  le  choix  reste  pourtant  tres-arbitraire 
dans  la  classe  de  problemes  qui  m'oecupe. 

J'exposerai  deux  routes  differentes  pour  arriver  ä  l'expression  de  l'aire 
en  integrale  triple.  Dans  la  premiere,  je  ra'appuie  sur  une  propriete  des  sur- 
faces paralleles.  On  sait  que  le  volume  compris  entre  deux  surfaces  paralleles 
se  reduit  au  produit  de  l'aire  de  I'une  des  deux  surfaces  par  leur  distance, 
lorsque  cette  derniere  devient  infiniment  petite.  L'inversion  de  ce  resultat 
montre  que  l'aire  d'une  surface  peut  ctre  consideree  comme  la  limite  vers 
Jaquelle  converge  1c  rapport,  dont  le  numerateur  est  le  volume  compris  entre 
la  surface  et  sa  parallele,  et  le  denominateur  la  distance  des  deux  surfaces. 
Le  numerateur  de  ce  rapport  pouvant  etre  exprime.  comme  tous  les  volumes, 
sous  fopme  d'une  integrale  triple,  on  est  conduit  ä  une  expression  semblable 
pour  la  limite   du   rapport  en  question,   c'est-a-dire  pour  l'aire   de  la  surface. 

9* 
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68  Siir  la  quadrature  iloiinip  des  surfaces  courbes. 

Gette  premiere  ronte  a  plusieurs  points  de  eommun  avoc  les  helles  recherehes 
gor  les  surfaces  paralleles,  que  M.  Steiner  a  comrnuniquees  ä  l'Academie  de 
Berlin  (voir  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  1840  p.  114  [Steiner's 
Gesammelte  Werke,  Bd.  2  p.  171]). 

La  seconde  route  repose  snr  des  considerations  precisement  inverses  de 
Celles  par  lesquelies  M.  Gauss,  dans  son  eelebi-e  Memoire:  Theorm  aüractionis  cor- 
porum  sphaeroidicorum.  etc.  (Commentationes  societatis  Gottingensis,  Vol.  II,  1813 
[Gauss'  Werke,  Bd.  5  p.  1]),  reduit  plusieurs  mtegrations  triples,  telles  que  la 
determination  du  volume  d'un  eorps,  a  des  mtegrations  doubles  qui  se  rappor- 
tent  ä  tous  les  eSements  supernciels  de  ce  corps.  Par  cette  voie,  on  arrive  ä 
une  formule  tres-ge-nerale  qui  embrasse  toutes  les  integrales  doubles  prises  par 
rapport  aux  elements  superfieiels  d'une  surface  fermee. 

J'applique  ensuite  les  expressions  en  integrales  triples  a  l'evaluation  de 
l'aire  entiere  de  l'ellipsol'de  et  ä  la  determination  d'une  autre  integrale  qui 
s'etend  aussi  a  toute  la  surface  de  l'ellipso'ide,  et  dans  kquelle  l'element  super- 
ficiel  est  multiplie  par  la  somme  des  valeurs  reeiproques  des  rayons  de  conrbure 
prmcipale.  De  cette  application,  il  resulte  que  ces  deux  integrales  dependent 
du  potentiel  de  l'ellipso'ide  aux  demi-axes  reeiproques  par  rapport  au  centre 
(l'attraction  etant  supposee  proportioimelle  a  la  puissance  — -  2  ou  —  3  de  la 
distance),  et  qu'elles  se  deduisent  de  ce  potentiel  par  des  differentiations  par- 
tielles prises  relativemcnt  aux  axes. 

2.     Je   commence  par  rappeler   une  proposition,    qui,   dans  son  enonce 
analytique,  eoineide  avec  la  formule  generale  dont  on  se  sert  pour  la  transfor- 
mation  des  variables  dans  les  integrales  triples,  et  qui  en  differe  seulement  par 
la  signification  geometrique  qu'on  lui  attribue. 
„Soient 

X=ys(x,  y,  z),  Y=g>3(x,  y,  z\  Z=  g>t(a,  y,  z) 
trois  equations  qui  fönt  dependre  X,  Y,  Z  de  x,  y,  z.  Considerons  x,  y, 
z  et  X,  Y,  Z  comme  les  coordonntjes  reetangulaires  de  deux  points  variables 
p  et  P,  et  nommons  le  point  P  le  correspondant  de  p.  Soient  dm  im 
element  de  volume  infiniment  petit,  et  dM.  l'element  de  volume  correspon- 
dant,  c'est-ä-dire  l'element  tel  qu'un  point  p  trouve  son  correspondant  P 
dans  dM.  ou  ne  le  trouve  pas,  suivant  qu'il  fait  partie  de  dm  ou  qu'il 
n'en  fait  pas  partie.  Cela  pose,  le  rapport  des  deux  elements  correspon- 
dants  de  volume  dm  et  dM  est  donne  par  l'equation 
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dm        ""       da:   dy    dz  ' 
cette  notation  designant  le  determinant  differentiel  de  X,  Y,  Z  par  rapport 
ä  x,  y,  z,  c'est^ä-dire  le  determinant  des  neuf  quantit^s 

dX  Ä  ^_X 

diu  !  dy '  dz 

dY  dj  dt 

dx  '  d«/ '  dz 

dl  dZ  dZ   „ 

da  '  dy  '  <fe 

A  l'aide  de  cette  propositkm,  il  est  aise  d'etablir  unc  formule  dont 
j'aurai  besoin  dans  la  suite,  et  qui  exprirae  le  rapport  de  TeUment  superficial 
ds  d'une  surface  donnee  et  de  l'e'le'ment  superfieiel  correspondant  dB  de  sa 
surface  parallele.  J'entends  ici  par  points  correspondants  de  deux  surfaces 
paralleles,  deux  points  detcvmines  par  l'intersection  de  ces  surfaces  avec  une 
quelconque  de  leurs  normales  communes.  Deux  elements  mperficiels  de  ces 
deux  surfaces  seront  donc  correspondants  lorsqu'un  point  quelconque  de  Tun 
des  deux  elements  trouve  son  correspondant  sur  l'autre,  et  vice  versa.  Pour 
le  rapport  entre  deux  elements  superficiels  dont.  la  correspondance  est  ainsi 
dMnie,  on  connait  deja  l'expression 

(«)  ds :  <*S  =  ?e' :  (g+XXtf+X), 

oü  X  designe  la  distance  entre  les  deux  surfaces  paralleles,  et  p,  p'  les  rayons 
de  courbure  principaux  en  im  point  de  Pelement  superfieiel  ds  de  l'une  des 
deux  surfaces,  ces  rayons  etant  pris  avec  le  signe  —  ou  +,  suivant  qu'ils 
sont  diriges  vers  l'element  correspondant  d&  de  l'autre  surface  ou  dans  le  sens 
oppose\     Mais  il  s'ag'it  ici  d'une  autre  formule  pour  le  m£me  rapport. 

Soit  c  .un  parametre  variable  qui  peut  obtenir  toutes  les  valeurs  com- 
prises  entre  les  deux  lirnites  infiniment  peu  differentes  c0  et  c, ,  c,  etant  suppose 
>  c„;  soient  (/,,),  (/),  (/",)  les  surfaces  determinees  par  les  equations 

(/.)  K',y,  *)  =  ',: 

(f)  ««,»,«)>=«, 

(«  ««,  V,  *)  =  «„ 

surfaces  dont  la  seconde,  en  changeant  de  forme  par  la  Variation  de  c,  reste, 
en  general,  comprise  entre  la  premiere  et  la  troisieme;  soient  (F0),  (F),  (F,)  les 
surfaces  respectivement  paralleles  ä  (/0),  (/),  (/,),  ä  la  distance  X,  et  situöes  du 
cöt^  oü  f(x,  y,  z)  crolt. 
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Soient : 

ds0  un  element  superficiel  de  (/„); 

(ifi)  la  surface  lieu  des  normales  menees  ä  (/"„)  le  long  du  contour 

de  dsn; 
ds,  ds,         les  elemcnts  superficiels  formes  sur  (/■),  (/,)  par  l'intersection 
avec  (i/j): 
<£S0,    dS,      dS,   les  Clements  superficiels  situes  sur  (F„),  (F),  (F,)  et  eorrespon- 
dants  de  dsf),  ds,  ds,; 
(*P)  la  surface  lieu  du  contour  de  3' element  variable  d$; 

dmu,   dm,,    dm   les  elements  de  volume  renfermes  respectivement  entre  dsa,  ds, 

(v);  dsn  ds,  Cv);  ^oi  ds,,  (v); 

dM-a,  dM,,  dM  les    elements    de    volume    correspondants    de    dmQ,    dm,,    dm, 
c'est-a-dire  renferinfe  rcspectiveiiient  entre  dS0,  dS,  (?P);  dS17 
dS,  (?P);  <iS0,  dS,,  ((P); 
de  sorte  que 

dm0+dm,  =  dm,     rfM^+dM,  =  dM. 
Cela  pose,  on  a,  d'une  part, 
(b)  dm :  dM  =  ds:d&. 

En  effet,  chaeun  des  deux  couples  d'elements  superiiciels  ds„  et  rfS0,  da  et  rfS 
comprend  deux  elements  paralleles  entre  eux  ä  la  distance  Ä:  donc,  en  con- 
siderant  ds,  dS  comme  les  bases  des  elements  de  volume  dm0,  dM0,  les  hauteurs 
de  ces  derniers  sont  egales:  d'oü  Ü  suit  que  les  volumes  sont  entre  eux  comme 
les  bases,  c'est-a-dire  que 

dm0  :  dM,,  =  ds  :  dB. 
La  meine  proportion  a  lieu  pour 

dm,  :  dM,; 
donc  aussi  pour 

dmB-\-dml  :  rfM^-i-ifM.,, 
ou,  ce  qui  est  la  möme  cliose,  pour 

dm-.dM..  o.  q.  f.  d. 

D'autre  part.,  ä  chaque  point  p  faisant  partie  de  l'element  de  volume 
dm  et  situe  sur  la  surface  (/"),  correspond  un  point  P  faisant  partie  de  l'element 
de  volume  dM  et  situe  sur  la  surface  (F). 

Soient  x,  y,  z  les   coordonnees    du  point  p  situe  sur  la  surface  (/"),  de 
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sorte  que  x,  y,  z  satisfont  ä  l'equation 

soit  N  la  normale  menee  a  (/)  en  p,  et   dirigee  vers  la  region   de  l'espaee  oii 
f(w>V,z)>ci 

soient,  enfin,  |,  17,  £  les  angles  que  N  forme  avec  les  cötes  positifs  des  axes 
des  coordonnees,  de  sorte  que 

et  oü  yR  doit  ctre  prise  avec  le  signe  positif;  cela  pose,  les  coordonnees  X, 
Y,  Z  du  point  P  qui  correspond  ä  p  se  determinent  en  fonction  de  x,  y,  z  ä 
l'aide  des  conditions  que  P  soit  situe  sur  N  et  ä  la  distance  X  de  p,  ce  qui 
donne  les  equations 

-+*"*  = -n-yfS 

Et  corarae  ces  formules  lient  les  coordonnees  x,  y,  z  d'un  point  queleonque  p 
de  l'element  de  volume  dm  aux  coordonnees  X,  Y,  Z  d'un  point  correspondant 
P  de  l'element  de  volume  dM,  et  vice  versa,  on  aora,  d'apres  la  proposition 
enoncee  au  commencement  de  ce  numero  et  d'apres  les  proportions  (a).  (b), 

(2)  £*(1+i)(1+ *)  =  «=£«£. 

'  '  dm        da         V         Qj\        q  J  dx  dy  dz 

Ce  resultat  fournit  le  lemme  suivant: 

Lemme.  „L'element  superiiciel  d'une  surfaee  donnee  se  trouve  ä  1M16- 
ment  correspondant  de  sa  surfaee  parallele  dans  le  rapport  de  1 :  L,  L 
6tant  defini  par  l'equation 

(-.      V\(+      &\        ^.dXdYdZ       ,      „,      „,, 
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(3) 


I)      a'       dxXyRdx)      dyXy^dy)      dslfäds! 

-  J_  _  L  [  JLS|  L(  JL¥] + L  (-LS.)  .£  f_LS^ 
ee'     <%Ve  dy)  dz  VyR  <fej     tfelyR<fe/cfcA|/RcW 

rf  l_ 1_  d/W  / J   dA_  i_  (" J^  d/  \d_  ( J   df\ 

d®  V]/R  da)  dy  \yR  dy)       dz  Vj/R  dy)  dy  \yR  dz) 


E  = 


yit  <&/ 

dfV 


V|/R  << 

»V 


|'R  d 
_d_(  l_d£\.± jj^ df\ 

dy  vyll  dal  da  V]/R  dy) 

SV. 


Dans  ces  formules, 

/■(a;,  »/,  s)  =  constante 
est  l'equation   de  la  surface  dormee  (/),  X  la  distance  de  (/)  ä  sa  surface 
parallele;   $,  $>'  sont  les  rayons  de  courbure   prineipaux  de   (f)  et  X,  Y, 
Z  sont  dermis  en  fonction  de  x,  y,  z  par  les  equations  (1)." 

Dans  le  developpement  de  L  suivant  les  [luissances  de  X>  le  coefficient 
de  Xs  disparait  d' apres  un  theoreme  connu,  car  il  est  le  determinant  differentiel 
des  trois  quantitcs  -==■—.  -=-J-,  — =--f-,  qui.  ayant  la  somme  de  leurs  carres 

egale  ä  1,  ne  sont  pas  ind^pendantes  entre  elles. 

Ohangeons  X  en  — X,  et  nommons  A  ce  que  devient  L  apres  ce  chan- 
gement;  alors 


s'evanouit  pour  X  =  p  et  X 

=  p',  d'oü  Ton  tire 

Corollaire[*].     „Soit 

l/R* 

S      VR  * 

j"!,j  Dieser  Saw  findet  sich  auch  in  i 
den  Nawetkx  A\tnnh.s  d-t  NatÄenia<iq\bes,  rr.d.  pi, 
neuen  Note  als  zweites  'l'lio.ji r-m  angeführt.  U 
Anmerkung  auf  p.  104  dieser  Ausgabe.    Nach  e 


■ehardl'H 


r   unter    dem  Titel:    „Devx    theoremas    de    M.    Borritardf 
Cerqum  et   Gerono,  T.  14  p.  26  —  27,  Janvier  1855,  erst 

r  das  erste  in   der  Nute  enthaltene  Theerem   vergleiche 
■■  Jl'ittLiMlunjr  am  Schlüge  der  N'oti'   Ut  deren  Inhalt  oi 


l  21. März  1854  an  Herrn   [levmite  entnommen. 


H. 
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(1)'^ 


regardons    X    comme    independant   de  x,  y, 
differentiel 


et  formons  le  determinant 


dm  ' 

dy  ' 

dz 

<rr 

sr 

dt' 

rf« ! 

dy  ' 

dz 

cB' 

<E' 

ill 

<&  ' 

dy  ' 

<h 

alors  les  deux  racinea  de  l'equatioi) 

-  A=\—  G^+m'  =  0 
sont  les  deux  rayons  de  courbure  orincipaux  f>,  $  de  la  surface  determinee 
par  l'equation 

f(x,  y,  s)  =  constaiite. 
dp  sorte  que 

G  et  H  etant  donnes  par  les  equations  (3)." 
S.     Considerons  ä  present  le  eas  oü  l'equation 

represente  une  surface  fermee  (/")  qui  separe    im  volume  fmi  (j*),  dans  Sequel 

du  roste  de  l'espace  uifini,  dans  lequel 

««,  y,  «)  >  «■ 

Supposons  que  la  surface  (/')  soit  continue  ou  composee  de  parties  continues. 
qu'elle  soit  de  courbure  continue  (saus  avetes  et  saus  pointes)  et  que  sa  surface 
parallele  (F)  soit  ä  une  distance  X  assez  pctite,  pour  que  (/)  et  (F)  ne  sc 
coupent  pas  et  pour  que  deux  surfaces  (F).  qui  eorrespondent  ä  deux  valeurs 
infinimeiit  pen  difterent.es  de  c,  ne  se  coupent  pas  non  plus*). 

•)  On  suppose  ici  que  f{x,y,z)  soit,  une  fonction  Wen  difinie.  Sona  Bette  hypotheae,  deux  sur- 
faces (/),  qui  covrespmiileut.  k  des  valeurs  iuiimineül  yieu  dilKventes  de  c,  ne  se  coupent  pas,  et  la  meine 
propriete  se  inaiirtinnt  drttis  les  surfaces  (F),  au  uioivis  pour  los  valeuva  de  i.  sit.uces  auili'ssous  d'une  cer- 
taine  iimite. 


C.  W.  Bu 


irdfs  Werke. 
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En  conservant  les  signes  du  numero  preccdent,  soient: 
dm   I'element  de  volume; 

V„    le  volume  entier  compris  entre  (f0)  et  sa  parallele  (F„); 

Vj    le  volume  entier  compris  entre  (/j)  et  sa  parallele  (F-,); 

m^  le  volume  entier  compris  entre  (f0)  et  (/,): 

MIU  le  volume  entier  compris  entre  (F„)  et  (F,). 

Cela  pose,  le  volume  entier  compris  entre  (f0)  et  (F,)  aura  la  double 
expression 

VqH-M0j|   =  «*,>,, +Vi. 

d'oü 

Vj—  V0  =  Mo,i— Mo,i ; 
mais  on  a 

mo.i  =  i  I  I  ^j 
et,  d' apres  les  equations  (2)  et  (2*), 

OÜ 

L=  H-GA+Hi1, 

G  et  H  etant  determines  par  les  equations  (3).     On  a  donc 

(5)  V,— V,  =jjj(h-l)dm  =jjj(GX-hRX*)dm. 

II  est  aise  de  s'assurer  que  eette  equation  ne  cessera  pas  d'ötre  exaete 
lorsque  la  difference  <;,—  <?,,,  au  Heu  d'etre  infiniment  petite,  devient  finie.  Pour 
le  prouver.  on  n'a  qu'ä  ajouter  un  nombre  indefini  d'equations  semblables,  qui 
se  succedent  de  maniere  ä  ce  que,  dans  chaque  equation,  la  Hmite  inferieure 
de  l'inegalite  a  laqnelle  f(x-,  y,  z)  doit  satisfaire,  coYneide  avec  la  limite  superieure 
de  Pequation  preeedente.  L'equation  (5)  pennet  donc  de  reduire  la  deter- 
iniiiation  du  volume  V,  compris  entre  la  surface  (/',),  detinie  par  requation 

«*»■«)=»„ 

et   sa  surface   parallele  (F,),    a  la  Solution  du  meme  probleme  pour  une  autre 
valeur  e0  de  c. 

La  fonetion  f(x,y,z)  ötant  <c(  pour  tous  les    pointa  du  volume  ren- 
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ierme  dans  la  surface  (_f±),  eile  y  aura  une  valeur  minimum  (si  nous  excluons 
le  cas  dans  Iequel  f(x,  y,  s)  peut  etre  diseontinue  ou  infinie  poui*  des  valeurs 
finies  de  x,  y,  z),  et,  ce  minimum  n'ayant  Heu  que  pour  des  valeurs  de  x,  y,  z 
qui  satisfont  aux  trois  equations 

ax  dy  dz 

il  n'y  aura,  en  göneral,  que  des  points  isoles  pour  lesquels 
f(x,  y,  z)  =  minimum. 
Soient  c0  la  valeur  minimum  de  f(x,y,z),   et  n  le  nombre  des  points 
isoles  pour  lesquels 

««,  y,  i)  =  e,; 
alors  la  conditio  n 

se  reduit,  simplement  k 

de  plus,  le  volume  V0  se  reduit  au  volume  de  ra  spheres  au  rayon  X,  c'est-ä- 
dire  a  knnA3.  Par  consequent,  la  formule  (5)  (en  y  omettant  tes  indices  de 
cx  et  de  V,)  devient 

V  =  §jf(GX+tll*)dm+{n7tls. 

Divisant  par  X  et,  i'aisant  decroitrc  cette  quantite  jusqu'ä  zero,  la  liniite 
vers  laquelle  eonverge  le  rapport  -.-  est  l'aire  entiere  s  de  la  surface  fermee 
(/'),  d'oü 

./Kv>z)<c 

On  a  donc  les  deux  th6oremcs: 

Theoreme  I.  aSoit  f  une  fonetion  de  x,  y,  z  teile,  que  Cequation  f=c 
represente  wie  surface  fermee  (f)  qui  separe  un  volume  fini  (/i),  dans  Iequel 
f<Cc,  du  reste  de  Fespace  infini  dans  Iequel  f~2>c;  cela  pose,  l'aire  entiere 
s  de  la  surface  fermee  (/)  est 

|  ■=///G*" 

10* 


(6) 
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oü  les  integrales  tri.-pJ.es  s' elenden  t  h  Ums  les  eUments  de  volume  dm  qui  fönt 
partie  du  volume  (/*),  ou,  ce  qui  est  la  -mime  chose.  ä  toutes  les  valeurs  de 
x,  y,  z  propres  h  verißer  Vmk/aUte  f<Zc.« 

Theoreme  TL  ,,En  maintenant  les  hypotheses  du  theoreme  precedent,  soit 
n  le  nombre  den  points  -isol.es  pour  lesquels  la  fonction  f  a  m  valeur  minimum. 
soit  (F)  la  surface  -parallele  ä  (/')  ä  la  distance  X  et  du  cöte  oü  /">c: 
cela  pose,  le  volume  entier  V  compris  entre  (f)  et  (F)  esl 


m 


s).+8,X'-t-in 


etant  (hnne  par  fequatüm 


(T) 


=  ///* 


■/// 


y^Y&dy)  dz  VyRffe/      dz  yy&dz)  dxXY&dis) 

d.f\  d  ( _L  dC\  _  fL  f_L  df\  d  ( Jl_  4A 


dx  V  ]/r  <&  7  %  V  y r  di/7     <fe  V  yg  i%7  %  \  ys  <z 

da>\yHcb)  dz  \y%dx)      %  V yg da)  dx \  y% dt 
oü  les  variables  x,  y,  z  doivent  prendre  lautes  /es  valeurs  propres  ä  verifier 
tinegalite  /<  c." 

4.  Je  passe  maintenant  a  la  secondc  maniere  d'etablir  les  resultats 
obtenus  ci-dessus.  Au  lieu  de  se  borner  ä  ces  resultats  speeiaux,  on  arrive, 
par  les  considörations  suivantea,  avec  ia  meme  facilite,  a  mie  formule  plus 
generale,  qui  transforme  tonte  integrale  double 

ff »(«.  y> 3)  *) 

etendue  aux  Clements  supcrficiels  <fe  d'une  surface  i'ermee,  en  une  integrale  triple. 

Conservons  les  signes  des  numeros  precedents. 

Soient  (/")  la  surface  I'ermee  derinie  par  l'öquation 
K*,  y,  *)  =  c; 
(ji)  le  volume  renferrae-  dans  (/)  et  pour  tous  les  points  duquel  on  a 

(fe  im  element  superfieiel  de  (/");  |j  im  point  t'nisant  partie  de  <fe  et  ayant  les 
coordonnees  £,  3/,  z;  N  la  normale  de  (/")  en  jj  dirigee  vers  la  region  exterieure 
au  volume  (/*);  |,  ij3  £  les  angles  f'ormes  par  la  normale  N  et  les  eötes  positifs 
des  axes  des  x,  y,  z. 
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Concevons,    avec  M.  G-auss,    une    droite  g   parallele  ä  l'axe  des  x,  qui 
perce  le  plan  des  y,  z  dans  le  point  dont  les  coordonnees  sont  y,  z. 
Dans  ce  plan,  soit 

dm  =  dy  dz 
!e  rectangle   eiern cnta,ire    dont   les  quatre  anales  sont  les  points  correspondants 
aux  coordonnees  y,  z;  y-^-dy,  z;  y,  z-\-dz;  y-\-dy,  z^-dz;  et  soit  (C)  le  prisme 
infiniment    mince  dont  doi  est  ia  base  et  g  l'une  des  aretes.      En  parcourant 
la  droite    g    depuis    #  =  —  oo  juaqu'ä    #=-1-00,    on    trouve   im    nombre    pair 
de  points  p',  p",  p'",  etc.,    correspondants   aux    valeurs   x',  x",  x'",  etc.   de  x, 
auxquels  cette  droite  rencontre  la  suri'ace  (/):  savoir,  eile  entre  dans  le  volume 
(,«)  en  p',    eile    en   sort    en  p" ,    eile  y  rentre   en  p"',    etc.      Soient   ds',    ds", 
ds"\  etc.   les  elemcnts  superficiels   de  (/').   desquels  les  points  p',  p",  p'",  etc. 
tont   partie,    et  que  le  prisme  (C)  determine  sur  la  surf'ace  (/)  en  la  coupant. 
Soient  N',  N",  W",  etc.    les   normales  de  (/")  en  p',  p",  p'",  etc..   et  soient  §', 
ij',  £',  |"j  rj",  '£' ,   '%'",  rf",  £",   etc.,   ce   que   deviennent  les  angles  |,  rj,   £  pour 
les  normales  N',  N",  N'",  etc.     Cela  pose,  on  a  les  equations 
cos§'  .ds'    ~  — dm 
cosg"  .ds"    =  +dro 
caa%'".d&'"  =  — dm 


Soit    <p(x,  yt  z)    une    fonction    quelconque    de  x,  y,   z;    multiplions    ces 
equations  respectivement  par 

<p(x',  y,  s).cosS' 
cp(V',  y,  s).cos|" 
y(w'",  y,  s).cosg'" 


et  faisons  la  somme  des  produits;  alors  il  vient 

tp(V,  y-,  z).CQ&a%'ds'-{-(p(x",  y,  z).cos't"ds"+qiQö''',  y,  z).cas^'"ds-{ — 
=  dm[—  <p(x',  y,  z).co$%'-h<p(äi",  y,  z).coa£"—y>(d",  y,  s).coa£"'-|---]. 
La  serie  qui,  dans  le  second  membre  de  cette  equation,  se  trouve  mul- 
tipliee  par  dco.  peut  etre  eonvertie  en  une  integrale.     En  effet,  on  a 


UOS§ 

%)' 

-©"- 
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la  racine  de  R  devant  etre  prise   avec  le  signe  positif.      La  diiieiTiice 

g>(a>",  y,  s).cos£"—  g>(#',  y,  s).cos£' 
est  donc  <;gale  a  l'integraie 

J      dxV      -|/r      dsil 
et  de  mfime  la  serie 

—<p(x',  y,  b).om$'+9(*",  ft  z).«osg"—  g>(*"'i  ft  «J.ooa5"'+"- 
est  £gale  a 

J    rf«L    ys     &J     +J      f'*L    ys     *»J  : 

e'est-ä-dire  egale  ä  l1  integrale 

etendue  ä  tous  les  Clements  lineaires  <£c  de  la  droite  #,  iaisauL  partim  du  volume 
(jt).  Cette  integrale,  multipliee  par  do)  =  dydz,  c'est-a-dire  par  la  base  du 
prisme  infiniment  mince  (G),  est  (Jone  egale  a  l'integraie  triple 

etendue  a  tous  les  elements  de  volume  dxdydz  du  prisme  (C),  faisant  partie 
du  volume  (ji). 

En  variant  le  prisme  (0),  de  sorte  qu'il  reste  toujom's  parallele  a  Taxe 
des  x,  et  en  sommant  tous  les  räsultats  partiels,  on  arrive  a  ce  resultat  final, 
qae  l'integraie  double 

etendue  a  tous  les  elements  superficies  ds  de  la  suri'ace  (/'),  est  egale  ä  l'inte- 
graie triple 

etendue  a  tous  les  elements  de  volume  dxdydz  qui  fönt  partie  du  volume  (ji). 
II  y  a  deux  egalites  semblables  qui  sc  rapportent  d'une  manierc  ;vri!.ilöguf 
a  l'axe  des  y  et  ä  l'axe  des  z.     En  designant,  comme  dans  les  numeros  pre- 
cedents,  par  dm  l'eletnent  de  volume  dxdydz,  on  a  donc  les  trois  equations 


/Google 


(8) 


Sur  k  quadraki  te  di'diuio  dos  surfaccs  courbes.  79 

les  integrales  doubles  s'etendant  a  tous  les  Clements  superficiels  r/s  de  la  sutrface 
(/),  et  les  integrales  triples  ä  tous  les  Clements  de  volume  dm  qui  tont  partie 
du  volume  (,«),  e'est-ä-dire  a  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  z  propres  ä  verifier 
1' inegal  ite 

ft»,  y,  «)<«. 
En  faisant  la  somme  des  equations  (8)  et  en  vemarquant  que 
cos!£+cosäij  +  cos3£™  1, 
on  arrive  au  theoreme  general  suivant: 

Theoreme  III  „Soient  (p  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  z,  et  f  une 
fonction  des  minies  variables  teile  que  f=c  represente  une  surface  frnmee 
(/")  qui  separe  im  volume  Jini  (ja),  dans  lequel  f<C.c,  du.  restc  de  l'espace 
infini  dans  lequel  f  >  c;  cela  pose,  ^integrale  double 

/M 

etendue   ä  tous    ies  e/ements    superficies   de,  la   sur/acc  (f),    est  transformee 
en  une  integrale  iriple  par  la  formule 


-©'-©' 


l"'r\ 


et  oü  l'träegrale  Iriple  seiend  ä  tous  les  elements  de  volume  dm  qui  foul 
partie  du  volume  (ja),  dest-a-dire  h  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  z  propres  ä 
verifier  Tinegalite  f<Cc.a 

Si,  dans  ce  theoreme,  on  pose 

P=i, 

on  retrouve  l'expression  (6)  pour  l'aire  s  de  la  surface  (/'). 
Si  Ton  pose 


/Google 


80  Sur  la  quadniiiire  dolinle  des  surfacea  oourbes. 

L,  G,  H  etant  definis  par  les  equations  (2*),  (3),  alors  (d'apres  le  lemme  da 
nu  2)  la  seconde  partie  de  l'equation  (9)  donne  pour  Faire  complete  S  de  la 
surface  (F),  parallele  a  (/")  a  la  distance  k,  une  expression  en  integrales  triples, 
analogue  a  celle  que  l'equation  (7)  a  fournie  pour  le  volnme  V  compris  entre 
(f~)  et  (F),  tandis  que  ces  meines  quantites  S  et  V  ont  ete  exprimees  par 
M.  Steiner  en  integrales  doubles. 

Chacune   des   deux    partiea   de  l'equation  (9)  prend,    par  la  Substitution 
de  L  au  Heu  de  <p,  la  forme 

on  a  donc 


s=S)rh^Si![U-yti)+i{-^)+UjsMdn 

t  = 

■JJ(W)*-///£(£SK(£SK(^)]* 

U=JJ  e7 ds  =JJJ  Lät V yl ü) + % ( yl ~dy) + Tz  \ yl 5s") J *"' 

De  l'aire 

complete  S  de  la  surface  (F)  on  passe  au  volnme  V  par  la  formule 

suivante 

qu'il  est  aise  de  demontrer, 

y=/V 

■1  du 

V  =  sl+i*<l*+i-uA'. 

En  eomparant  ce  resultat  avec  l'equation  (7),  on  ti-ouve 

'= ^  =■//(,!+!/-)*- '2///*1*' 

Stl\i  (ä  df\       d  {  G  df\       d  (  ß  dfV\ 

Jjj  Lfi \y% dz) + dy  \ ]/r % J +  <&  l yfi <fe ) J     ' 

M  —  An  u  =  1  1  — r  ds 

J  J  QQ 

JJJlMyR<W+*\yR*/    <feVyK&AI 

En  y  joignant  l'equation  (6),  c'est-ä-dire  l'equation 

JJJ  UAyiiJ    <!<AyRV    «feVys*/ 
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et  en  se  rappelant  que 


on  anive  aux   etralites  suivantes: 


(10) 


J7*-///(W)*- 


qui  meritent  d'etre  signalees.  et  que  l'on  peut  regarder  comme  se  rapportant 
ä  un  Systeme  de  surfaces  de  niveau.  Dans  les  premiers  membres  de  ces 
equations,  les  rayons  de  courbure  (),  (>'  sont  relatif's  ä  une  surface  de  niveau 
determine'e;  dans  les  seconds  membres,  ils  sont  relatif's  ä  tout  le  Systeme,  de 
sorte  que,  dans  eette  derniere  aceeptiori,  il  existe.  pour  cbaque  point  de  l'espace, 
deux  rayons  de  courbure  prineipaux.  Les  mt£grations  doivent  etre  etendues. 
eomme  dans  ce  qui  precede,  a  tous  les  elenients  superficicls  ds  de  la  surface 
(/)  et  k  tous  les  elements  de  volume  dm  renfermes  dans  la  meine  surface. 
L'equation 

(flj  ds=4:nn 

est  fexpression  analytique  du  tbeoreme  connu,  que  la  coui'bure  entieve  (curva- 
tura  integrti)  d'une  surface  fermee  complete  est.  egale  a  im  nombre  entier  n 
de  surfaces  spberiques  au  rayon  1.  Ce  nombre  n  est  donc  egal  au  nombve 
de  points  isoles  auxquels  se  reYluit  la  surface  fermee,  determinee  par  l^quation 

f=c, 
pour  la  valeur  minimum  de  c. 

Dans  l'article  cite  plus  haut,    M.  Steiner  a  donne  aux  deux  integrales 


UM)'"  "  tt^- 


etendues  a  une  portion   quelconque  de  surface,   des  noms  que  je    traduis    un 
peu   librement  par  ceux  de  courbure  cylindrique  et  de  courbure.  spherique,  de 
sorte  que  notre  courbure  spberique  est  identique  a  la  courbure  entiere  (curva- 
C.  W.  Borchardt's  Werte.  11 
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iura  integra)  de  M.    Gauss").      Les  integrales  t  =  2st    et  w  =  Ann  sont  done 
les  courbures  cylindrique  et  spherique  completes  d'une  surface  i'ermee. 

En  substituant  dans  Texpressiou  obtenue  de  S  la  valeur  de  u,  on  amve 
au  theoreme  suivant: 

Theoreme  IV.     „En  adme/kmf  les  hypolkeses  des  theoremes  I  et  II,  Faire 
complete  S  de  la  surface  (F),  parallHe  ä  (f)  ä  la  distance  A,  est 

S  =  s+-tX-t-4n7tk3, 
s    designeint    Faire    complete    de  (/"),    n    le    nombre  des  points  isoles   pour 
lesquels  f(x,y,z)    a  sa  valeur  minimnm,   et  t  la  cemrbure  cylindrique  com- 
plete de  (/').  cest.-ti~di.Te  l'expression 


-//(r 


1 1  dm, 


{       JJJ  UaVyRd»^"1"  dy\-)ßdy)~r~  dz\}ßld 

oü  les  Integration*  se  retfeporterrd  k  tous  les  elcine/Us  snperjhieh  eis  de  la  surface 
(f)  et  a  tous  les  elements  de  volume  dm  renfermes  dam  la  meine  surface  (/).* 
En  terminant  ce  numero,  j'observerai  que  les  resultats  precedents  con- 
cernant  tous  des  Integration^  etenclues  ä  des  surfaces  fermees  completes,  peuvent, 
avee  de  legeres  tnodifications  et  des  conditions  convenables,  6tre  appliques  a 
des  mtegrations  etemlues  a  eertames  portions  des  surlaces  non  fermees.  Pour 
en  donner  im  exemple,  j'enoneerai  le  theoreme  suivant: 

Theoreme  V.  „Soit  (E)  la  portion  positive  de  F'espace,  cest-ä-dire  Ja 
portion  de  l'espace  qui  correspond  et  des  raJevrs  positives  des  coordonnees ; 
soit  (f)  la  surface  represerttee  pnr  l'equation 

f=c; 
et  soit  f  wie  fonetion  de  x,  y,  z,   teile  que  la  portion  positive  s  de  la  sur- 
face (/),  cest-k-dire  la  portion  de  f-qui  se  irouve  dans  (E),  separe  un  vo- 
lume fini  (/*),  dans  lequel  f<i  c,  du  reste  de  (E),  dans  lequel  f~>  c;  soit  enfin 
-■--  =  0   pour    x  =  0    quels  que.  soient    y    et    z, 

df 

-~-  =  0   pour  y  =  0    que.h  que  soient    z    et    %, 

-j-  =  0  pour   2  =  0    quels  que  soient    ce    et   y. 


par  M.  Steiner     sollt    te\lucli(:iiimu    .Summe    de-    Kant<u<krih>tiitu>:-:! 
,ne  surface  comme  im  fiolj'iiilrc,  suivuni  1'i^prii  i!n  culcul  inflniti'1- 
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Cela  pose,  la  portion  positive  s  de  la  surface  (/)  est 

s  =  JJJ  Li VyssJ  +  ^  \ yS ^J  +  ~<fe  l p  *)]  dm> 
ou  les  variable  ibivent  preuxira  toutes  les  valeurs  positives  propres  h  uerißer 
l'inegalite-  f<ic.:' 

5.     Je  ferai  maintenant  l'applicatiun  des  theoremes  T  et  IV  ä,  l'evakiation 
de  l'aire  entiere  s  de  l'ellipsolde  et  de  sa  courbnre  cylindrique  eomplete 

-//Cr  7)* 

Les  equations   (6)   et   (11)   donnent,   pour   ces  detix  integrales,   les  expressions 
suivantes  en  integrales  triples: 

-///«*• 
"///[a^D+^lsD+s^l)]^' 

oü 

les  integrales  etaut  prises  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  z  propres  a  verifier 
l'inegalite  f<C  c. 

Dans  le  cas  d'un  ellipsoi'de  anx  demi-axes  a,  ß,  y,  il  laut  faire 


Alory,   eti  posant 
de  sorte  que 
on  trouve 


f™i&+%+*-ih  •=<>■ 


cfoft  =  dxdydz  =  aßydx'dy'dz', 
s  =  a/?/  1 1  I  Gdx'dy'dz' 

(  =  «|3y  f  1  1  {jt'dx'dy'äz' 

ineni    l'illusti-e    geometre    a    pu   Ade    iia-UiveMemtml    comluit   ii  i:ette  fa-nn 

n* 
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(,ld  (_1_  ^\  ,  IA(J_Ö  ,Ii  I  1   £\ 

i^lT,   J\      l_d  (  G_f\      1  ±(A_*\ 
a  ,w  \  yg  «  /     ?  *7  V  ys  0  /     7  *'  V  ys  r) 

o       p'      r 

Une   fonetion    i/;  homogene  de  l'ordre  zero   de  .V   et,  de 
qui  ne  depend  que  du  quotient  — ,  satisfait  ä  1'e.quation 
,  dip        dtp 

Cette  remarque  permet  de  convertir  les  differentiations  relatives  a  x' . 
y',  z\  qui  se  trouvent  dans  G  et  dans  G',  en  differentiations  relatives  ä  «, 
ji,  y.     On  obtient  ainsi 

B  =  —  -  f    — )       ''  (    — )       -(— ) 

*>\«yRV    *V/syK/    *vyg/' 

yg =  — *"SWbJ  — W^lpfi)- *'3f Vffj' 

L'expression  de  G  Substitute  dans  l'integrale  5  donne 

--«»///(»S-^+*!)<'**. 


Les  limites  de  l'integration  par  rapport  a  .r'.  i/',  ^'   etant  donnees  par  une  ra- 

egalite  qui  ne  contient  pas  les  quantites  et,  ß,  y,  on  peut  intervertir  l'ordre  de 

ees  integrations  et  des  differentiations  par  rapport  a  a,  ß,  y.    Donc,  en  posant 

P  =  rt'fdrfdy'dz' 

JJJ    aßrMR  ' 

*'aH-ysH-*'»  <  1 


expression  qui,  en  f'aisant 
se  transtbvme  en 


ux",      \j  =  ßy",      z'  =  yz", 
<ke"dy"ds" 


/■■■•,-       dte  dij  dz 


»V» 
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U  da  "^  jS  aß  "^  y  dy  ) 


En  SLibstituant  la  valeur  de  — =  dar 
de  la  forme 


G',    on  obtient   neuf  termes:    tro 


2a  dx' 
et  six  autres  de  la  forme 

2fJ  dy'  Iß  '  dyXy'ltl. 
Done,  en  posant 


G'  ■- 


L    daVa2Fjj  2a  da  I  .a  aV  UlwJ        2a  da*  VaR/' 


rf  r?  d  f  l 

'dßlßdr  \y'R 


l\       tdßdy\ßyRj     2ydß\ßyK) 


„,:-,\i  ' 


fr  i  •' 

2a  </ir 


ja  d 
~TßH 

\-ß- 


a(i,/V 
r2y  df 


dydu 


'  dadß 
ß'-t-y*  die       yM-a2  dm       a*-hfj*  dw 
Zßy     ~dä         2ya     Iß         2ßfT  ~dy 

Ell   SLibstituant   cette    valeur   de  G'   dans   1'integrale  t,   pnis   en  interver- 
tissant  eneore  des  integrations  et  des  difterentiations,  on  obtient 
lfQ        1   d'Q        1   d3Q 
2aa  aV        2/3*  d^  +2)-a  d)<s" 
1    d'Q        1    d'Q         1    d-Q_ 
ßy  dßdy  ~*~  yd  dyda      aß  dadß 
1  (1    .    1VQ        1/1        L^_1C1 
Vir«      2vVa1' 


(13) 


«•ßY 


2a\ß'      y'lda      iß\f 


J_\d3_ 
ßV  dy 


„ii 


rrr<huh,d: 

Q-)}J    aß,&   • 

,"+y"+,"<i 

expression  qui,  en  posant 

=  «•",   </  =  <•>/",   *'  = 

se  transforme  en 

/•/•/•    aV'dy"(h" 

"+jy"+rv<i 
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On  a  donc  le  resultat  suivaat: 

..Designons  par  P,   Q  le  potentiel  de  l'ellipsoide  aux  dcmi-axes  — ,  — .  — 
°  *  L  ß      ß '    y 

relatif    au    centre    et  pour   des    attractions    respectivement    proportionelles 

aux  puissances  — 2,    ■ — 3  de  la  distance,  de  sorte  qu'en  designant  par  dm 

Felement  de  volume,  on  ait 


-{{(—dm       Q=ff(-- 


oü  les  variables  prennent  toutes  lea  valeurs  propres  ä  verifier  Tinegalite 

aV-f-p'yM-yV  <  1. 
Soient  s  Ia  stirface  complete  de  l'ellipsoide  aux  demi-axes  et,  ß,  y;  j>,  f 

ses  rayon's  de  courbure  principaux:  t  1' integrale 


//( 


i    i\ 


rapport^e  ä  tous  les  elements  ffo  de  la  surface  s.    Ce!a  posc,   les  integrales 
5,  ?  döpendent  de  P,  Q,  au  moyen  des  equations 

(12)  ,^-a-ß'y' 


(18) 


«uVfl* 


i  <n>     i  <a?     i  <n>\ 

1   <PQ         1    d"Q         1   <J"Q 
2a"  da'  +  '2ß'  dß'  +  2f  if 

1    fi'Q        1    d'Q         1    (i'Q 
0y  c$dy      7«  dyda       aß  dadß 

l)dQ        1  ("1        1WQ        1   (1 
')  da      2ß\y'  ~*~  a'J  dß      2y\a 

Oette  liaison  entre  difterentes  integralem  .multiples  ne  nie  sernble  pas 
indigne  de  l'attention  des  geometres,  d'autant  plus  qu'on  y  est  parvenu  sans 
avoir  eu  besohl  d'eValuer  auparavant  ces  integrales.  Entre  les  expressions 
finales  en  integrales  simples  pour  l'aire  de  l'ellipsoide  et  pour  les  attractions 
de  l'ellipso'itle  a  axes  reeiproques  sur  un  point  Interieur,  M.  Jellett  a  remarque 
une  liaison  analogue  a  eelle  qui  existe  entre  P  et  s,  mais  qui  pourtant  en  est 
differente  (voir  le  tome  XII  (1847)  p.  92  du  Journal  de  M.  Liouville). 

Les  iku-iations  (12),  (13)  conduisent  aux  expressions  finales  de  s  et  t 
par  la  Substitution  des  valeurs  de  P  et  Q  en  integrales  simples.  On  a  gene- 
ralement 
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iydz  rfi  r" 


rrr  dmdydz  rfi  r"  ui<v  3)du 

JJJ(.,'+S-+S')!<"-"  ~  UpEFuJZIpZ\J  ~ 

*M-PV+J'2*2<1 


(voir  le  Memoire  de  M.  Dirichlet,  Mathematische  Abhandlungen  der  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin,  a.  d.  Jahre  1839  p.  77);  de  la,  pour  p  =  2  et 
1>  =  3, 

_  rrr    dxdyds    _     r  _  du 

—  JJ)  y^-t-tf+z' ~    "{    ]/«(»+o"X«+|S')(«+rt' 

rrr    d*dydz  r  du 

JJJ   t'+y'+z'  J     y(u+a<)(u-t-ß')(u+y') 

(Oes  valeurs  de  P,  Q  peuvent  egalement  etre  prises  clans  le  Memoire  de  Jacobi: 

De  fnmsforuvi/t</i/e  <■/  didrnnii>"!<<ru<:  itüeijrulwra  dtipncnnii,  Journal  de  M.  Crelle, 
I.  10  p.  101  [Jacobi's  Gesammelte  Werke,  Bd.  3  p.  159]). 
Faisons 


de  Sorte  que 


i» = „  r__*  _  o =■>„{"  --- 

i  y«f(«)'        "  i  Vs-oo' 


°T.  =  2o!*P      ^=2^  +  4«2^      ^«=4«,^!«-      ... 
rfa  oV        ßß  aß'  da '        dßdy  dß'dy'  ' 

Oes  valeurs,  Substitutes  dans  les  equations  (12),  (13),  donnent 

iP      « 
~dßt+dy't 

=  -2»« ßr)   y^lj^i ly^pj +^  Ly^p] +  «y Ly^pJ] 

{  yi  *«  Ly<p(a)i 

et  de  möme 


=  «'(!'/ 


da  dß  dy  dp  dy  dy  da         da  dß 


C1   ii4.I\(«i^4.*U?.*4.1*- 


2   rfQ 

/  dy' 
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Or 

dQ      dQ_      dQ 
da'      dß'      dy' 

=  2"1  d"w[y^\+djly^\+Wlföifö\l 

=  2«  ("du  *  f'l  =      *     -  -ß?=  -  _     *     , 

^  +  ^  +  'ü«+2-^~Q-    |  2  JQ     l  2  d'Q 
da'1      dß11      dy'1  d'ß'dy'         dy'da'         da'dß' 

;       *  LVrMJ  i       *>Lg>*(«)J 

=     »y'(oo)      ny'(Q)  =    *_  n     i_     n 
[»(■»)]*     feCO)]*      V«W«'    f     r"'' 

1  «1        lrfQ        1(!Q 
«'  <V      (S'  dß'       y'  dy' 

__  r  du  ii     i       i     i       i     i  \ 

__.,     /"A  d  r     1     "I        I"!       1       1\  f*      <h 
—        "l     u  du  Ly^(S)J      "In1      /?       //J     »VyM' 

donc  on  obtient,  comme  expression  finale  de  t, 

Ces  resultats  se  resument  comme  suit: 

„Soient  p,  p'  les  rayons  de  courbure  principaux  tl'un  ellipsol'de  aux 
demi-axes  a,  ß,  y;  soient  s  I'aire  complete  de  sa  surface  et  t  sa  courbure 
eylmdrique  complete.  c'est-ä-dire  l'integrale 

etendue  ä  tous  les  elements  ds  de  sa  surface.     Cela  pose\  on  a 
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Sui'  la  quadniturc  diifijjio  iles  sinfaces  oom'bes. 

__  ,  „  a  pd«  ^_  r_     1 l 

.  _  -Ar«.  0  y  j    ^  ^  Ly(u+„S)0(+nCM-H^)J' 

—  2/r(3V-|--yauäH-fl!33a)  I    — ■ lu  .- 


L'aire  complete  .*  de  l'ellipso'ide,  evaluee  pour  la  premiere  fois  par 
Legendre,  et  puis  d'une  maniere  bien  simple  par  Jacobi,  a  dcja  cte  presentee 
sous  la  meine  forme  symetriqne  relativement  aux  axcs  par  M,  Cayley,  qui  l'a 
obtenue  au  moyen  de  considerations  trcs-dillerentes  (voir  le  tome  XIII  (1848) 
p.  267  du  Journal  de  M.  Liouville). 

Les  exemples  que  je  viens  de  donner  suffiront  pour  raontrer  l'avantage 
qu'oli're  la  transforrnation  des  integrales  rapportees  a  la  surfaee,  en  integrales 
rapportees  au  volume. 
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Note  a  l'occasion  du  Memoire  precedent, 

Par  .1.   Liouvillc. 

Liouviile,  Journal   de  M.'d.ln'DiuliqiiPs  pures  et  appliquoes,  'I.'.  XIX  p.  ;-!i)5  —  400,   18')4. 


1.  En  designant  par  w,  v,  mj  trois  fonctions  de  x,  y,  z,  eontinaes  et 
bien  determinees  dans  tonte  Tetendue  oü  on  les  emploie,  on  reduit  aisement 
l'integrale  triple 


um 


\da       öy        dz) 

qui  eoneerne  les  eleuients  ihibjdz  d'an  volnme  conterm  dans  une  surface  t'ermee 
(/"),  a  une  integrale  double 

I  I  (MCOS«+«!C0Sj3-4-TOC0S/)rfcu, 

qui  n'est  plus  relative  qu'aux  elements  dto  de  la  suriaee  (/').  et  oü  a,  ß,  y 
sont  les  angles  que  la  normale  ä  doj,  dirigee  hors  du  volume,  fait  avec  les 
trois  axes  rectangulaires  des  coordonnees  x,  y,  z.  O'est  ainsi  que  dans  les 
Additions  a  la  Oomiaissanee  des  Temps  pour  1855,  j'ai  de  l'equation 

du       dm      dtc       - 

d,v       d.y       dz 
deduit  celle-ci 

i  I  (wcow a-i-v cos ß +w cos  f)dw  =  0, 

qu'on  aurait  pu,  du  reste,  a  l'endroit  indiqne,   poser  ä  priori,   s'il  n'avait  ete 
bon   de  montrer  tout  d'abord,    sur  un   cas  simple,    la  marche  d'un  calcul   qui 
devait  se  reproduire  plus  d'une  fois  dans  le  cours  du  Memoire. 
L'equation 

=  I  I  (ucosa-\-vco8ß-t-wcosy)dw 
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a  ete,  au  surplus,  souvent  employee,  expli eitern ent  on  implieiteinent,  dans  3e 
Journal  de  Mathematiqucs  pures  et  appliquees.  L'analyse  qui  la  fournit,  et 
qui  demontre  en  mßme  temps  les  trois  suivantes  dont  eile  se  compose. 


1 1  I  -j-dxdydz  =  I  I  uGüaadm 


a  ete  developpee  avec  beaueoup  de  soin  par  M.  Gauss  dans  le  Memoire  sur 
l'attraction  des  ellipso'fdes  que  M.  Borehardt  cite;  mais  quoique  ce  Memoire 
remonte  ä  l'annee  1813,  les  formules  elles-nieines  etaient,  si  je  ne  me  trampe, 
clejä  cormues  anterieurement.  Pen  importe,  au  reste,  pour  l'objet  que  nous 
avons  ici  en  vue.  Gontentons-nous  de  partir  de  l'equation  fappelee  plus  haut, 
comme  d'une  equation  familiere  a  nos  lecteurs. 
2.     Maintenant,  soit 

f(x,  y,  z)  =  oonstante, 
ou,  pour  abreger, 

/'=  eon  staute 

l'equat'ion  de  la  suriaee  i'ermee  (/')  dont  deo  est  l'element,  et  posons 


K=    T 


(I) 


nous  anrons 

1     df 

cos«  —  — ■=?  -,  -, 

Y&  <*» 

en  tixant  eonvenablement  le  s 
eont  des  fonetions  de  x,  y. 


GÜSf  =  Tk±' 


'  "j/R  dz  ' 
ües  valeurs  des   trois 


Vß  4/' 

>igne  du  radical. 
on  peut  conserver  ces  fonetionü  tolles  qu'elles 
sont;  on  pourrait  aussi  les  modifier,  et,  par  exemple,  ies  reduire  a  des  fonetions 
de  deux  variables  seulement,  au  moyen  de  l'equation  de  la  surface.  Modifiees 
ou  non,  dfeignons-les  par 

L,    M,    N; 
en  sorte  que  L,   M,   N  soient   trois  fonetions  de  x,   y,  z,   conservant  un  sens 
preeis    ponr    ebaque  point  de  l'interieur  de   (/'),    et    devenant    respectivement 
egales  anx  valeurs  de  nos  trois  cosinus  sur  la  surface  (/"). 

12' 
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3.     Cela  ötant,  si  Von  demande  que  les  fonetions  u,  v,  w  du  il0  1  soient 
telles  qu'on  ait,  ä  la  surface  de  (/), 

ucosa-i-vcQsß-i-vicosy  =  y, 
(/?  ou   (p(x,y,z)   etant    nne  fonetion    de    ,*,  £/,  z   ä  volonte,   la  reponse  la  plus 
simple  ä   eette   question.    naViivelleiuent  susceptible   d'une   infinite  de  Solutions, 
sera  de  pvendre 

n  =  \,<f,    v  =  Mtp,     w  =  Ny;    . 
en  effet,  cela  donne,  ä  la  surface, 

u  =  (/ico.s«,     v  =  qiuosß,     w  =  (j-co^y. 
et  l'equation  demaudee  s'ensuit,  puisque 

cos*oH-oos*|SH-cosaj'  =  1. 
D'apres  le  n"  1,  il  vient  des  lors 


m- 


(j.My        Ä.N9A  ,        , 


=//»(«>»*)*» 


=  jfg>(<B,y,z)da}. 

(Test  la  i'ormule  Ibndamentale  de  M.  Borchardt. 

4  Mais  M.  Borchardt  ajoute  des  details  interessante  oü  figurent  les 
rayons  de  courbure  prineipaux  de  la  si.iria.ee  (/').  Sans  le  suivre  dans  eette 
partie  de  son  Memoire,  qui  a  ete,  on  ne  peut  en  douter,  son  objet  prineipal, 
je  vais  du  moins  donner  une  courte  demonstration  de  l'equation  par  laquelle  Ü 
determine  les  rayons  de  courbure  dont  il  est  question. 

Au  point  m  ou  (x,y,z)  de.  la  surface  (/)  menons  la  normale  mn,  'et 
au  point  infimraent  voisin  m'  ou  (x-}-dx,  y-\-dy,  z-\-dz)  la  normale  m'n';  si 
mm'  est  la  direction  d'une  ligne  de  courbure,  mn  et  m'n'  se  rencontreront  en 
un  point  o  ä  une  certaine  distance  am  =  om'  des  deux  points  m,  in' :  soit  ). 
eette  distance  (que  je  prends  negative  on  positive  suivant  quo  mo  est  ou  n'est 
pas    sui"    la    partie    de   la    normale   mii    exterieure  a  (/));    les    cooi*donnees   du 
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point  o,  en  tant  qu'il  appartient  a  la  normale  mn,  seront 
x — Äcosa,    y — AcosfJ,     z — Äcosn 

mais  en  tant  qu'il  appartient  a  la  normale  m'n',  elles  seront  exprimees  par 
ces  meines  quantites  augmentees  de  leurs  differentielles:  ces  differentielles 
seront  donc  nuiles,  et  on  devra  avoir 

dx — Xduosa  =  0,     dy — Ädcmß  =  0,     ds—Zdco&y  =  0. 
si  mm'  est  la  directum  d'une  ligne  de  courbure:    de  plus,  dans  ce  cas,  X  sera 
le  rayon  de  courbure  de  la  section  principale  correspondante. 

Les  trois  equations  que  je  viens  d'ecrire  se  reduisent  au  fond  a  deux, 
car  si  on  les  multiplie  par  cosc,  cos/V,  cos/,  et  qu'on  les  aj oute,  on  trouvera 
une  identite,  puisque,  d'une  part, 

w&ad$-\-v,(>sfiäy-\-msYdz  =  0, 
vu  que  mm'  et  mn  sont  a  angle  droit,  et  que,  d'autre  part, 
cosedcosa  +  cosj3c?(!OSj34-cosj'dcos)'  =  0. 
En  les  developpant,  il  vient 

(H      .  dcosa\  ,        ,  dvma   ,        ,  deosa   , 
11— X — r—  \dx  —  l  —  T  —  dy~X — 7 — (h  =  0 
\  dx    1  dy      "  dz 


dy 


dy-X^dz  =  0 


eliniinant  donc  dx,  dy,  dz,  qui  n'entrent  que  par  leurs  rapports,  on  arrive  a 
condure  que  X,  e'est-ä-dire  chaeun  des  deux  rayons  de  courbure  prineipaux 
de  la  surface  (/),  verifie  l'equation 

.  deoset               .  dvusa                 rfcos«  | 
dx    '                 dy    '             "(fei 
-rfcos^  .  deosß         .  deoaß  | 


dx 


deosy 


laquelle  revient  au  fond  a  Celle  de  M.  Borchardt,  qu'on  pourra  ainsi  introduire 
dans  les  ölemeiits. 
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Je  n'insiste  pas  sur  ce  que  notre  methode  ollre  en  meine  teraps,  rela- 
tivement  aux  lignes  de  eourbure,  le  long  desquelles  nous  voyons  qu'on  a 
toujours 

dcosa  :  dcosß  :  dco-sy  =  dx  :  dy  :  dz. 

Mais  je  dois  faire  observer  que,  dans  une  Note  inseree  au  tome  XVII  (1852) 
du  Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquees.  j'annoneais  la  Solution  d'nn 
probleme  bien  plus  general,  ä  savoir  celui  de  deterariner  la  directum  et  la 
eourbure  des  seetions  principales  ou  plutöt  le  rayon  de  eourbure  d'une  section 
normale  quelconque  d'une  surfaee  representee  par  une  equation  entre  des  coor- 
donnees  uu  tu,  u3  dont  la  sigmfication  geometrique  n'est  pas  connue,  et  pour 
lesquelles  on  sait  seulement  que  le  earre"  ds2  de  la  droite  qui  Joint  deux  points 
infiniment  voisins  a  une  expression  donnee.  Le  principe  de  cette  Solution  est 
on  ne  peut  plus  simple:  raais  le  ealcul  exige  quelques  developpements :  cc  sera 
l'objet  d'un  prochain  article. 

Revenons  a  l'equatkm  en  X,  qui  fournit  les  deux  rayons  de  eourbure 
prineipaux  p,  p'  de  la  surfaee  (/').  Cette  equation  ne  doit  6tre  et  n'est  en 
effet  que  du  second  degre;  car  le  coefficient  du  terme  en  7?  qui  se  presente 
d'abord,  lorsqu'on  developpe  le  detenninant  place  au  premier  membre,  est  ^gal 
au  signe  pres  k  la  quantite"  suivante 

di-iiaa  i.'cos:;  dmay  äcoaa  äerny  f/co*p'  '/cos/  deos«  deo^ß 
d,v         dy         dz              dx         dy          dz              dx         dy  dz 

deosß  dcosa  deoay  dcoxß  deoty  d^ona  dv.o<y  äoosß  deoaa 
dx         dy         dz              dx         dy         dz              dx         dy  dz     ' 

que  l'on  tronve  egale  a  zero,  en  exprimant  que  cos/  est  une  fonetion  de  cos« 
et    cos  ß. 

On  anvait  eu  de  suite  une  equation  sans  terme  apparent  en  P  si,  au 
Heu  d'elimmer  dx,  dy,  dz  entre  les  trois  equations 

dx—Adcmu  =  0,     dy — Ädoosß  =  0,     dz—  hdeosy  =  0. 

oo  s'etait  servi  de  deux  equations  deduites  de  celles-lä  et  de  1' equation 

(:<)ü.ad,x-\-iiaüßd:i/~\-GOSY<te  =  0; 

mais  le  ealcul  eüt  ete  moins  elegant.  En  operant  comnie  nous  l'avons  f'ait,  on 
a  d'ailleurs  l'avantage  de  retrouver  exaetement  les  resultats  de  M.  Borcbardt, 
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Nos  formales  definitives  sont 

1_GA+HV  =  0,     —  +  X  =  G,     -^  =  II. 
Q        Q  QQ 

et  nos  valeurs  de  G  et  H,  savoir 

„ d<Ms>a        dcosß        dcosy 

dto  dy  dz     ' 

et 

dcosa  dcmß  duosy  dcasa  _l_^^ß_^^Y_ 
dx         di/              dz         dx  dy  dz 

dcosa  dcosß  dcoay  dcosa  dcoaß  dcoay 
dy         dss             dx         dz  dz         dy     ' 

comcident  (quand  on  y  remplace  les  Cosinus  par  leurs  valeurs)  avec  Celles  que 
rinibile  ^eonietre  de  Berlin  a  obtenues  dans  son  elegant  ti-avall. 
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Bestimmung    der    symmetrischen   Verbindungen 
vermittelst  ihrer  erzeugenden  Function. 


MoTiülftWridil    tloi1   Altademi«   ilr-r   \VioiSCiiticlifift.sti  zu    lii;i-iiii,   März    I  fiöfi    J).  165—171. 
>rchardt,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  53  p.  193-198,   1857. 


C.  W.  Borcha 
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Bestimmung  der  symmetrischen  Verbindungen  vermittelst 
ihrer  erzeugenden  Function. 


Dtr  pliysiiLiHscIi-iiiathuiniilisdieii   KIusnc  rior  berliner  Akadei 


Das  von  den  Mathematikern  des  vorigen  Jahrhunderts  bis  zur  Zeit 
Waring's  angewandte  Verfahren,  nach  welchem  die  symmetrischen  Functionen 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  zuerst  durch  die  Potenzsummen  der  Wurzeln 
ausgedrückt  wurden  und  dann  diese  durch  die  Ooefficienten  der  Gleichung, 
ist  in  neuerer  Zeit  durch  die  von  Waring,  Gauss  und  Oauchy  gegebenen 
Methoden  verdrängt  worden,  und  zwar  desshalb,  weil  jenes  ältere  Verfahren 
nicht  im  Stande  war,  in  allen  Fällen  nachzuweisen,  dass  die  ganzen  Functionen 
der  Ooefficienten,  denen  die  symmetrischen  ganzen  Verbindungen  der  Wurzeln 
gleich  werden,  auch  ganzzahlige  Functionen  sind,  d.  h.  solche,  welche  ganze 
Zahlen  zu  ihren  numerischen  Cocfficienten  haben. 

Die  neue  Methode,  welcher  ich  mich  bediene,  ist  ebenso  wie  die  letzt- 
genannten geeignet,  diesen  Nachweis  zu  führen,  sie  unterscheidet  sich  aber 
wesentlich  dadurch  von  ihnen,  dass  sie  nicht  wie  jene  eine  bestimmte  Ordnung 
unter  den  Wurzeln  festsetzt,  sondern  dieselben  ebenso  symmetrisch  in  die 
Rechnung  eintreten  .lägst,  wie  das  ältere  unvollständige  Verfahren.  Das  Princip 
dieser  neuen  Methode  ist  die  Zurückführung  der  symmetrischen  ganzen  Ver- 
bindungen auf  eine  erzeugende  Function,  aus  deren  Entwicklung  sie  sämmtlich 
hervorgehen.  Die  Bestimmung  der  erzeugenden  Function  durch  die  Ooefficienten 
der  Gleichung  ist  daher  das  Problem,  auf  welches  die  ganze  Frage  zurück- 
kommt. Die  Lösung  dieses  Problems  hängt  nun,  wie  eine  genauere  Unter- 
suchung zeigt,  von  der  Bestimmung  einer  bisher  nicht  betrachteten  Deter- 
minante ab,  in  deren  Werth  jene  erzeugende  Function  als  Factor  enthalten 
ist,  ein  Resultat,  welches  schon  an  sich  von  allgemeinerem  Interesse  für  die 
Analysis  zu  sein    scheint.      Von  dieser  Determinante    ausgehend    gelangt    man 
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ohne  Schwierigkeit  zur  Bestimmung  der  erzeugenden  Function,  und  die  Form, 
unter  welcher  sie  erscheint,  führt  dann  ferner  auf  eine  Eigenschaft  derselben, 
aus  welcher  durch  einen  einlachen  Beweis  gefolgert  werden  kann,  dass  die  Aus- 
drücke der  ganzen  symmetrischen  Functionen  der  AVurzeln  durch  die  Coef- 
ficienten  nicht  nur  ganz  sondern  auch  ganzzahlig  sind. 
Bildet  man  den  Ausdruck 

~~  *— ß  '  \  —  öj ' ' '  *„— «„ ' 
welcher  alle  Glieder  umfassen  soll,  die  aus  dem  hingeschriebenen  dadurch  ent- 
stehen, dass  von  den  beiden  Reihen  t,  t1;  ...  t„  und  «,  «1(  .  .  .  «„  die  eine 
unverändert  bleibt,  die  andere  auf  alle  Arten  permutirt  wird,  einen  Ausdruck,  der 
in  Bezug  auf  jede  der  beiden  Reihen  von  Grössen  symmetrisch  ist,  so  führt  die 
Entwicklung  von  T  nach  fallenden  Potenzen  von  t,  tlt  ...  („  auf  jene  einfachsten 
Typen  der  ganzen  symmetrischen  Functionen  von  a,  «,,  ...  «„,  welche  aus 
einem  Product  ganzer  Potenzen  dieser  Grössen  durch  Permutation  hervorgehen 
und  bekanntlich  fähig  sind  alle  ganzen  symmetrischen  Functionen  von  ei,  cc1,  ...  «„ 
additiv  zusammenzusetzen.  T  ist  daher  als  die  erzeugende  Function  der  ganzen 
symmetrischen  Verbindungen  von  a,  a1}  ...  «„  anzusehen,  und  die  Bestimmung 
dieser  Verbindungen  ist  auf  das  eine  Problem  zurückgeführt,  den  Ausdruck 
der  erzeugenden  Function  T  so  zu  transformiren ,  dass  nicht  mehr  die  ein- 
zelnen Grössen  o,  a1}  ...  «„  darin  vorkommen,  sondern  anstatt  dessen  die 
Coefftcienten  derjenigen  ganzen  Function  (n  +  l)len  Grades  f(z),  welche  für 
z  =  a,  a,,  ...  «„  verschwindet  und  die  Einheit  zum  Coeflieienten  der  höchsten 
Potenz  von  z  hat. 

Die  verlangte  Transformation  der  erzeugenden  Function  7*  würde,  direct 
angegriffen,  eine  ihrer  Complication  wegen  schwer  lösbare  Aufgabe  sein.  Sie 
vereinfacht  sich  aber  im  höchsten  Grade,  wenn  man  sie  von  der  Betrachtung 
der  Determinante 

I)  = 


abhängig   macht.      Diese  Determinante  D,    welche   schon    in  ihrer  Bildung  die 
grösste  Aehnlichkeit  mit   der  in  der  Analysis  durch  ihre  vielfache  Anwendung 

so  bekannten   Determinante 
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zeigt,  stellt  mit  derselben  überdies  in  der  merkwürdigen  Beziehung,  dass  sie, 
durch  jene  dividirt,  die  erzeugende  Function  T  als  Quotienten  giebt,  so  dass 

(2)  D  =  T.  A 

ist.  Der  Ausdruck  {f(f)f(t^)...f(t^fD  ist  nämlich  eine  ganze  Function  von 
t,  tt,  ...  t,„  a,  «|,  ...  «„,  welche  ebensowohl  durch  das  Produet  aller  Diffe- 
renzen zwischen  t,  (,,  ...  t„,  als  auch  durch  das  Produet  aller  Differenzen 
zwischen  cc,  «,,  ...  «„  theilbar  ist.  Es  bleibt  daher  nach  der  Division  durch 
beide  Producte  wiederum  eine  ganze  Function  als  Quotient,  und  es  hat  keine 
Schwierigkeit,  die  Werthe  zu  bestimmen,  welche  dieser  Quotient  annimmt, 
wenn  jede  der  Grössen  t,  (,,  .  :  .  t„  mit  irgend  einer  der  Grössen  a,  ai}  ...  a„ 
zusammenfallt*).  Diese  (rt  +  Y)n+1  "Werthe  des  Quotienten  sind  aber  gerade 
hinreichend,  seinen  allgemeinen  Ausdruck  vermöge  der  auf  mehrere  Variablen 
ausgedehnten  Lagrangeschen  InlerpoliitioiiHtbrniel  zu  bilden,  und  das  Ergeb- 
nis^ hiervon  ist  von  der  oben  angeführten  merkwürdigen  Gleichung  D  =  T.A 
nur  dadurch  unterschieden,  dass  an  der  Stelle  der  Determinante  A  ihr  be- 
kannter Werth 

«(«+n    n(t,tv...tjll(a,al,...an) 

(S) .  A  =  c_1)  a  "      mm-m 

steht,  in  welchem  Jl(t,  tt,  ...  („)  das  Produet  aller  aus  t,  tx,  ...  t„  gebildeten 
Differenzen  bedeutet,  jede  so  genommen,  dass  ein  ;  mit  kleinerem  Index  von 
einem  t  mit  grösserem  Index  abgezogen  wird. 

Indem  man  jetzt  noch  die  Bemerkung  hinzufügt,  dass  die  Determinante 
D  aus  der  Determinante  A  durch  successive  Differentiation  nach  sämmtlichen 
Variablen  t,  tu  ...  ta  hervorgeht,  leitet  man  aus  den  Gleichungen  (2),  (3)  den 
folgenden  Ausdruck  für  T  her: 

}  ^        ^  /?(*)*!,. -O        '    8t      dtl    '"    8tn    V(0^l)--/(\)/ 

Der  Ausdruck  (4),  in  dem  nicht  mehr  die  einzelnen  Grössen  tt,  alt  ...  «„, 
sondern  anstatt  dessen  die  Coei'ficienten  von  f(z)  vorkommen,  und  der  zur 
Unterscheidung  von   dem  in  Gleichung  (1)  gegebenen  Ausdruck  von   T  mit  & 


*)   Fallen    nämlich    (,    ij,   ...   („    vesp.    mit   n-,    v.j  ,   ...   «(.     zusammen,    so    v.'i«l    der    Quoiient 
«{■H-O 
=  ( — 1)    3     /'(«)/'(«!)... /'("„),  oder  =0,  jenaehderu  i,  tp  ■  ■  ■  i„    sämintlich    von    einander  verschieden 
sind;  oder  nicht. 
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bezeichnet  werden  möge,  leistet  die  verlangte  Transformation  der  erzeugenden 
Function.  Diese  Transformation  kann  als  die  symbolische  Zusammenfassung 
der  Rechnungsoperationen  angesehen  werden,  welche  das  oben  besprochene 
ältere  Verfahren  für  die  Bestimmung  aller  ganzen  symmetrischen  Functionen 
vorschrieb. 

Der  in  &  vorkommende  Differentialquotient  (n  +  l)"r  Ordnung  enthält  in 
seinem  Zähler  das  aus  den  Differenzen  von  t,  t,,  ...  iK  gebildete  Product  als 
Factor.  Indem  man  sich  dies  Product  fortgehoben  denkt,  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  bei  der  Entwicklung  von  ©  nach  fallenden  Potenzen  der  Variablen 
t,  tly  ...  tn  die  Entwidd  un  gscoef frei  en  ten  ganze  und  ganzzahlige  Functionen  der 
in  f(£)  vorkommenden  Coefficienten  sind. 

Aber  hiermit  ist  die  Aufgabe  noch  nicht  vollständig  gelöst.  In  der 
That,  betrachtet  man  die  symmetrische  Function 

(5)  2«>  <'...<-, 

wo  das  Sumnienzeiehcn  alle  diejenigen  durch  Permutation  von  a,  «,,  ...  «„ 
aus  dem  hin geschri ebenen  GÜede  hervorgehenden  Glieder  umfassen  soll,  welche 
für  gegebene  Werthe  der  Exponenten  und  willkürliche  Werthe  von  a,  «,,...«„ 
von  einander  verschieden  sind,  oder  mit  anderen  Worten:  betrachtet  man 
einen  jener  einfachsten  Typen  der  ganzen  symmetrischen  Functionen,  von 
welchen  oben  die  Rede  war,  so  kommt  derselbe  in  der  Entwicklung  von  T 
nur  dann  ohne  weiteren  numerischen  Factor  als  Entwicklungseoeffieient  vor, 
wenn  die  Exponenten  p,  p1}  ...  pn  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind. 
Bedeuten  dagegen  a,  b,  ...  h  ganze  Zahlen,  deren  Summe  =  n-\-l  ist,  und 
finden  sich  unter  den  Exponenten  a,  welche  =p,  b,  welche  =5,  etc.,  h,  welche 
=  s  sind,  so  kommt  in  der  Entwicklung  von  T  die  symmetrische  Function  (5) 
mit  dem  Factor 

N=  1.2...aXl.2...bx...Xl.2...h 
behaftet  als  Entwicklungseoeffieient  vor.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  zwischen 
den  Exponenten  p,  p,,  ...  pn  die  soeben  angenommenen  Ooincidenzen  statt- 
finden, ist  daher  die  symmetrische  Function  (5)  nur  dann  ein  ganzzahliger  Aus- 
druck der  Coefficienten  von  f(z),  wenn  in  der  Entwicklung  von  0  der  sie  ent- 
haltende Entwicklungseoeffieient  durch  A"  thcilbar  ist.  Diese  Theilbarkeit  bleibt 
also  zu  beweisen  übrig,  d.  h.  es  bleibt  zu  zeigen,  dass,  wenn  in  einem  Term 
der  Entwicklung  von  &  die  Variablen  t,  tx,  ...  t„  in  irgend  einer  Ordnung 
genommen  zu  den  Exponenten    —  (p-4-1),   —  (Pi+1),  •-■   —  (jvhl)    erhoben 
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sind,  und  diese  Exponenten  resp.  zu  a,  zu  b,  ...  zu  h  coincidiren,   dass  dann 
der  Goefficient  dieses  Terms  durch  N  theilbar  ist. 

Der  Beweis  dieser  Theilbarkeit  beruht  nun  auf  folgenden  beiden  Punkten: 
I.  Anstatt  die  Exponenten  —  (jH-1),  —  (p,H-l),  .-■  —  (p»+l)  resp. 
zu  a,  zu  ftj  .  .  .  zu  A  coincidiren  zu  lassen,  setze  man  fest,  das«  die  Variablen 
t,  tlf  ...  tn  in  denselben  Anzahlen  coincidiren,  so  dass  a  derselben  =  x,  b  der- 
selben =  y,  etc.,  endlich  h  derselben  =  w  werden,  und  stelle  sich  die  Aufgabe, 
den  Werth  von  0  unter  dieser  Hypothese  zu  bestimmen. 

®  unterscheidet  sich  von  dem  Quotienten  —7-  nur  dadurch,  dass  der 
constante  Factor  II(cc,  «,,  ...  «„)  im  Zähler  und  Nenner  fortgehoben  worden 
ist.  Jede  der  Determinanten  D  und  A  verschwindet,  sobald  Co'mcidenzen 
zwischen  den  Variablen  eintreten.  &  erscheint  daher  in  dem  vorliegenden 
Fall  unter  der  Form  g.  Aber  während  bei  Functionen  von  mehreren  Varia- 
blen $  im  Allgemeinen  unbestimmt  ist,  hat  es  hier  einen  völlig  bestimmten 
Werth,  und  dieser  Werth  kann  nach  denselben  einfachen  Kegeln  ermittelt 
werden,  welche  in  der  Differentialrechnung  in  Bezug  auf  Functionen  von  einer 
Variablen  angegeben  zu  werden  pflegen.  Durch  gehörige  Anwendung  dieser 
Regeln  gelangt  man  zu  dem  Resultat,  dass  unter  Annahme  der  festgesetzten 
Coincidenzen  der  Variablen  die  erzeugende  Function  ©  dem  N-  fachen  einer 
Function  von  x,  y,  ...  iv  gleich  wird,  welche,  nach  fallenden  Potenzen  dieser 
Variablen  entwickelt,  lauter  ganze  und  ganzzahlige  Ausdrücke  der  Coefficienten 
von  f(z)  zu  Entwicklungscoci'ficienten  hat.  Dies  kann  man  auch  so  ausdrücken: 
Laset  man  in  der  Entwicklung  von  &  nach  fallenden  Potenzen  von  t,  fl3  ...  t„ 
die  Variablen  resp.  zu  a,  zu  b,  .  .  .  zu  h  in  die  Werthe  x,  y,  . .  .  w  coinci- 
diren, so  werden  in  der  so  reducirten,  nacb  fallenden  Potenzen  von  x,  y,  .  .  .  w 
geordneten,  Entwicklung  alle  Coefficienten  durch 

N  =  1.2...aXl.2...ÄX..-Xl.2...A 
theilbar. 

IT.  Auf  dieses  Resultat  sich  stützend  beweist  man  die  oben  ausge- 
sprochene auf  den  Fall  eoineidirender  Exponenten  bezügliche  Theilbarkeit  der 
Entwickhmgscoefficienten  von  ©,  und  zwar  folgendermassen.  Indem  man  die 
Anzahl  der  Zahlen  a,  b,  .  .  .  k  mit  ft  bezeichnet,  nimmt  man  an,  die  behauptete 
Theilbarkeit  finde  statt,  so  lange  fi  einen  der  Werth  n-t-1,  n,  n—  1,  .  .  .  v-\-\ 
hat,  und  beweist,  dass  unter  dieser  Annahme  die  Theilbarkeit  auch  für  fi  =  p 
stattfinden   inuss. 
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Es  sei  für  einen  bestimmten  EntwickluiigsHiefncienten  ,«  =  v.  Man 
theile  die  Variablen  t,  tx ,  .  .  .  t„  in  v  Gruppen,  von  welchen  die  erste  die  ersten 
a  Variablen,  die  zweite  die  folgenden  b  Variablen,  etc.,  die  letzte  die  letzten 
h  Variablen  in  sich  begreife.  Hierauf  theile  man  die  Glieder  der  Entwicklung 
von  &  in  zwei  Klassen.  Man  setze  in  die  erste  Klasse  diejenigen  Glieder, 
in  welchen  die  Variablen  je  einer  Gruppe  zu  einem  und  demselben  Exponenten 
erhoben  sind,  in  die  zweite  Klasse  alle  übrigen  Glieder.  Lässt  man  nun  die 
Variablen  der  ersten  Gruppe  in  den  Werth  x,  der  zweiten  in  y~,  etc.,  der 
letzten  in  w  coincidiren,  so  reducirt  sich  (in  Folge  der  für  jU,~>f  angenom- 
menen Theilbarkeit)  der  in  der  zweiten  Klasse  vereinigte  Theil  der  Entwick- 
lung von  &  auf  lauter  Glieder,  deren  Coefficienten  durch  JSf  theilbar  sind. 
Da  aber  dasselbe  unter  (I.)  von  der  ganzen  Entwicklung  von  0  bewiesen  worden 
ist,  so  gilt  es  auch  von  dem  in  der  ersten  Klasse  vereinigten  Theil  für  sich. 
Dies  Resultat  ist  gleichbedeutend  damit,  dass  die  zu  beweisende  Theilbarkeit 
für  /u  =  v  stattfindet,  vorausgesetzt,  dass  sie  für  1u>*'  wahr  ist.  Für  ,u  =  n'-i-l 
ist  sie  evident,  weil  dann  iV  =  1  ist,  folglich  gilt  sie  auch  für  fi  =  n,  folglich 
auch  für  (i  =  n—  1,  etc.,  folglich  allgemein. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  für  die  speciellen  symmetrischen 
Functionen  (5),  in  welchen  eine  gewisse  Anzahl  von  Exponenten,  z.  B.  p„, 
iV-n  ■  ■  ■  P,„+i  verschwinden,  eine  specielle  erzeugende  Function  aufgestellt 
werden  kann,  welche  nur  m-i-1  Variablen  enthält  [*].     Ihr  Ausdruck  durch  die 

[*]  Bereits   vor   dem  Erscheinen   dieser  Abhandlung   war   dieser. Satz    in  einer  unter  dem  Titel: 

„Deux  tkeorimei  de   M.    Borchardt*    in    den    Noavetles  Annales    de    MalMnatiques ,    r4d.    par   Terquem    et    Gerono, 

T.  14  p.  2G— 27,  JIbwmw  1855,  erschienenen  Note   als  erstes   der  beiden   darin  enthaltenen  Theoreme  ver- 
öffentlicht worden.    Der  auf  diesen  Satz  bezügliche  Theil  jener  Note  lautet: 
„Soit  l'equ&tion  algebrique 

0  =  <p(?)  =  S-A*r-t+...,     (racines:  «,,  «,,  ...  «*); 

la  fonction    symetrique   Zafia£*...ap  est  le  coefficient  du  terme  xj!*i+i) x^ai+1) ...x~("i+l'>    dans    te 
developpement,  suivant  des  jinissaniios  däcrfiiSHaMe*.  de  l'cx]ivesäion  sunrante; 

J±^Wh^(^-y(^]M^fa)-^ffW]My,W-toi»(*t)]--.[*i~V(*<)-C«-i)'{'^y(»f)] 

On  ?oit  que  ■;■'.'   tlieoreme   est  unc   e.-d.ension   du  ttusoi-i'.1  uii"S   doul    (n-   si;   st'i-t   ordiTiuiieiimnl    pour  trouvor  la 

somrae    de   la  fonction   symetrique  a"-j-a™+ h"™,   somme    qu'on   obticnt  en  develüHpant        \  !   ■" 

Das  zweite  in  der  Xijiu  angeführie  Tbeuvem  be/b:hi  -ndi  auf  di'>  lTa'.i|itkrüiiLinu!ip'.-di;dbmc;.ser  «iner 
Fläche  und  ist  in  der  Abhandlung  ISe-ri/hardi'rit  „Sus  In  quadrai.ure  definie  des  sur/aces  courhes"  enthalten 
[siehe  die  Anmerkung  auf  p.  72  diesei-  Ausgabe].  Xaeh  einei  Mitilieiluug  am  Schlüsse  de:  Note  ist  deren 
Tnhalt  einem    Briefe  läorehardt's  vom  21.  Miitv   1854  an  Herrn  Hevinite  entnommen.  H. 
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Coefficienten   von  f(z)  ist  dem   Ausdruck   (9  ganz   analog,   nämlich 

W!+1  f(tW0-f(O     d__e_      d  (   u(t,K,...tj   v 
C      ■    c     J        n(t,t1,\..tj    "dt   dtY  '"  dtm\f(t)f(t1)...f(tj  )' 

Man  erhält  denselben  als  die  Grenze,  welcher  sich  für  unendlich  grosse  Werthe 
von  tm+l,  tm+3,  ...  ta  der  Ausdruck  tmr+l.tm+2..J„.&  nähert.  Die  Functionen, 
welche  in  diesem  Falle  die  Determinanten  D  und  A  vertreten,  sind  weniger 
einfach  als  jene  Grössen,  sie  gehen  aus  denselben  durch  Anwendung  des  so- 
genannten Laplaceschen  Determinantensatzes  hervor. 

Für  m  =  0   wird   der  Ausdruck  (6)    die  bekannte  erzeugende    Function 

der  Potenzsummen   von  a.   «,,...  a...    nämlich  -,-r\ -r-~- 

"  f(i)       dt 


C.  W.  Borchardt' 
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Ueber  eine  Eigenschaft  der  Potenzsummen 
ungerader  Ordnung. 


Monatsbericht  der  Akademie  <[<;r  WissüiisclinCton  zu  ReHnt,  Juni    1357  p.  301 — 311. 
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Ordnung. 


;   dur   Wissit-nsfliafteri  m  Berlin   ;i 


1.  Bei  meiner  Beschäftigung  mit  den  algebraischen  Ausdrücken  für  die 
Multiplication  der  Abelschen  Integrale  blieb  in  einigen  Formeln  ein  Zeichen 
zu  bestimmen  übi'ig,  welches  der  ursprünglich  eingeschlagene  Weg  unent- 
schieden gelassen  hatte.  Für  diese  Zeiehenbest.iinuiuug  betrachtete  ich  den  be- 
sonderen Fall,  in  welchem  die  Moduln  der  Abelschen  Integrale  sämmtlich  ver- 
schwinden, und  wurde  hierdurch  auf  eine  Eigenschaft  der  ungeraden  Potenz- 
summen geführt,  die  mir  werth  scheint,  besonders  erwähnt  und  bewiesen 
zu  werden,  auf  die  Eigenschaft  nämlich,  dass  die  ersten  n  ungeraden  Potenz- 
summen von  n  Grössen  ein  System  symmetrischer  Fi.mdainental-Fimctionen  bilden. 
Hierunter  soll  verstanden  werden,  dass  alle  übrigen  ganzen  und  symmetrischen 
Functionen  jener  n  Grössen  sich  in  rationaler  (wenn  auch  im  Allgemeinen  nicht 
ganzer)  Form  als  Functionen  jener  n  ungeraden  Potenzsummen  ausdrücken  lassen. 

Der  Zusammenhang  dieses  rein  algebraischen  Satzes  mit  der  oben  er- 
wähnten  Untersuchung  ist  folgender: 

In  dem  System  der  Gleichungen,  durch  welche  Jacobi  die  Functionen 
mehrerer  Variablen  in  die  Theorie  der  Abelschen  Integrale  eingeführt  hat. 
kommen  die  n  Integrale  vor 

...         f*  dte  .    ,  ,        /'    a<Ls  ,       ,  .        t"    w'l~'idai 

w   {  yx '  J,  yx  *-lK  J  {    ]/x    ■ 

wo  X  eine  ganze  Function  (2« -hl)""1  Grades  Ist,  welche  gleich 

.<i-»;»Xi-*W-(i-<*) 

gesetzt  werden  mag.    Dies  vorausgesetzt,  so  sind  die  Jacobischen  Gleichungen 

u  =  20(x),     11,=»^«),     .  .  .     M„_1  =  ^*li_1(«), 
wo  sich  die  Summen  über  die  Argumente  x,  x,,  ...  xn_^  erstrecken. 
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Die  durch  diese  Gleichungen  definirte  Abhängigkeit  der  Grössen  x  von 
den  Grössen  u  ist  nun,  wie  man  weiss,  eine  solche,  dass  jede  symmetrische 
ganze  Function  der  Grössen  x  eine  eindeutige  Function  der  Grössen  u  ist. 

Betrachtet  man  jetzt  den  besonderen  Fall,  wo  alle  Moduln  x  verschwinden, 
also  X=x  wird,  so  werden  u,  ult  ...  uH_l,  abgesehen  von  Zahlenfactoren, 
den  ersten  n  ungeraden  Potenzsummen  von  Yx,  Vx~l}  .  .  .  ViCB_1  gleich.  Alle 
symmetrischen  Functionen  der  Grössen  x,  z.  B.  die  ersten  n  geraden  Po- 
tenzsummen der  Quadratwurzeln  ]/#,  Vtf,,  ...  Vx„_1 ,  lassen  sich  also  eindeutig 
durch  die  ersten  n  ungeraden  Potenzsuramen  derselben  ausdrücken,  und  somit 
gilt  dasselbe  von  jeder  symmetrischen  Function  dieser  Quadratwurzeln. 

Ich  habe  geglaubt  diesen  Zusammenhang  nicht  übergehen  zu  dürfen, 
weil  man  vermöge  desselben  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  der  ungeraden 
Potenzsummen  a  priori  als  nothwendlg  erkennt.  Ich  werde  nun  den  rein  alge- 
braischen Weg  atigeben,   auf  welchem   man  zu  demselben  Ergebnis«   gelangt. 

2.  Sind  die  ersten  n  ungeraden  Potenzsummen  sls  s3)  ...  saB_!  der 
Grössen  xu  x.iy  ...  xn  gegeben,  so  ist  der  aufgestellte  Satz  erwiesen,  sobald 
gezeigt  ist,  dass  die  Coefficienten  der  ganzen  Function 

=  l—p^z-i-p^z? ^P,^" 

durch   die  Grössen  s,,   s3,    .  .  .  ss„_1    rational    darstellbar    sind.      Anstatt    dieser 
Function  f(z)  betrachte  man  zunächst  die  irrationale  Function 

(1)  V«  =i  f-^f~  =  1+^+^-r-- 

Durch  logarithmtsehes  DilFerenttiren  leitet  man  daraus  ab 

also 

t^lt^+St^  +  —  =  \l-\-t1s-hy£-\-—\\8l-\-8az*-\-at&+—\ 

und  hieraus  ergiebt  sich  eine  Reihe  von  Gleichungen 
2t2  =  iji, 

it.  =  a  t.  ,+s3t_ 3-r-s.*._.H 
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aus  welchen  man  sieht,  class  die  Entwickln ngseoefficienten  tlr  t3l  ...  t2m  auf 
recnrrirende  Weise  aus  den  bekannten  Werthen  st>  ss,  ...  s^_,  bestimmbar 
sind.  Man  kann  sie  auch  auf  indcpendente  Weise  deiiniren  und  braucht  hierzu 
die  Gleichung  (2)  nur  wiederum  zu  integriren.  Es  ergiebt  sich  alsdann  'für 
■tfj(z)  die  Exponentialgrösse 

(3)  y(z)  =  ^•+f»«,+*H«'+-+B^^.1^1+-) 

deren  erste  2n  Entwicklungscoefficienteri  die  Grössen  l\.  U,  ...  t2n  sind.  Diese 
2n  Grössen  t  hängen  nur  von  denjenigen  Gliedern  des  Exponenten  ab,  in 
welchen  z  den  Grad  2n  — 1  nicht  übersteigt,  und  es  ist  daher  für  die  Be- 
stimmung derselben  gleichgültig,  welche  Coetficieiiten  man  den  höheren  Potenzen 
von  z  in  jenem  Exponenten  giebt. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  aus  der  bis  zin  bekannten  Entwicklung  von 
if>(z)  die  Function  f(z)  zu  bestimmen.  Dies  geschieht  durch  Betrachtung  der 
Punction 


welche  nach  Gleichung  (1)  zu  y(z)  in  der  Beziehung  steht,  dass 

f(z)ty(£)  =  Z(s), 
oder,  was  dasselbe  ist,  dass 

[1—pj+p^ ±^B2»l{l-r-*12-r-*szs+---|  =  l+fc^-4-S^H— ■ 

In  Folge  diesei'  Gleichung  ist  also  f(z)  dasjenige,  für  2=0  der  Einheit 
gleiche,  Polynom  n'en  Grades  in  z,  welches  mit  if>(z)  multiplicirt  eine  die  Potenzen 
z,  z\  ...  z'""1  nicht  enthaltende  Function  ^(z)  von  z  giebt*).  Diese  n  Be- 
dingungen sind  hinreichend  f(z)  zu  bestimmen ,  sie  geben  das  System  der 
n  Gleichungen 

f  0  =  t1~pi 

I  0  =  *t~tlp1+tlpa—pt 
(4)  j  0  =  ti~tipl-\-ttpl—t9pt+t,p4—pi 

\  °  =  *h-i^*ai--sJ'i"t"'s»-aPi" K~  O'V-iiV 

*)  Dass  auch  dk-  höheren  uoyer.iiien  Potenzon  -von  2  in  dem  Produn  nicht  einhalten  sind,  kommt 
nicht  in  Betracht,  da  man  die  Entwicklung  von  V'tO  «l>ei-  -i"  hinaus  nicht  kennt. 
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und  wenn  man  hierzu  noch 

f(z)    =    1—  »pi+fp, h(— 1)"3"3'„ 

hinzufügt    und    /.wischen    diesen   jt-j-1    Gleichungen   2h;   Pä>   ■--  P«    eliminirt, 
erhält  man 

R  (z) 

wo  Rn(z)  die  Determinante  aus 


I  1 


0         0 


(5) 


0 


ist.     Bezeichnet  man  die  Determinante  des  Systems 
1 1,         1         0         0         ...     0 

(6)  k     ',     ',     i     ■■■  o 


mit  <3„,  so  ist  if,(0)  =  Q._, 

also  hat  man 

m 

RJm) 

und   hieraus,   wenn   man 

*.<•)  - 

=  Bü"— Bi"*H K- 

-lJVHjV 

setzt, 

R"> 

B<» 

R 

Pl=o,t7 

'    F'~  «fP     '  '  ' 

p-  =  -Q. 

Man  sieht  daher,  dass  mit  einziger  Ausnahme  des  Falles,  in  welchem 
QH_i  verschwindet,  die  Grössen  p  und  somit  alle  symmetrischen  Functionen  der 
Grössen  x  rational  durch  £■,,  s3,  .  .  .  s2^_1  ausdrückbar  sind.  Verschwindet  aber 
Q„_,,  so  giebt  es  keine  endlichen  Werthe  von  pu  p2,  . . .  jp„,  welche  den  ge- 
gebenen Werthen  von  s,,  6'3,  ...  sSn_,  entsprechen,  es  sei  denn,  dass  zugleich 
alle  Zähler  ££>,  B»,  .  . .  fiM  ebenfalls  verschwinden. 

3.  Der  Ausnahmefall,  in  welchem  Q,(-1  —  0  ist,  erfordert  eine  weitere 
Erörterung.     Aus  den  Gleichungen 


'/<-)  - 


xO)~V/W(-*). 
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welche  die  Functionen  y(z),  %(z)  definiren,  folgt 

«>)x»  =  /(—). 
oder 

Wendet  man  die  Gleichungen,  die  sich  hieraus  durch  Vergleichung  der 
gleichnamigen  Glieder  ergeben,  auf  Q„_i  an,  d.  h.  auf  die  Determinante  desjenigen 
Systems,  welches  aus  (6)  hervorgeht,  wenn  man  n — 1  für  n  setzt,  so  findet 
man  mit  Hülfe  eines  bekannten  Determinant.ensatzes,  dass  Q„_1  unverändert  bleibt, 
wenn  man  in  ihm  jedes  t  durch  das  p  mit  gleichem  Index  ersetzt.  Es  wird 
daher  Q^^  die  Determinante  des  Systems 

Pl       1         0        0 

l'i       fi       Vi       i 

2V-3    PS„_4    P*_ |    Pän-6    -■■      P—H 

wo  jedes  jj,  dessen  Index  >n  ist,  gleich  Null  zu  setzen  ist.  Die  von  der  Null 
verschiedenen  Elemente  der  ersten,  dritten,  fünften,  etc.  Verticalreihe  sind 
identisch,  nämlich  pu  p3,  pt,  . .  .,  mir  finden  sie  sich  immer  um  eine  Stelle 
weiter  nach  unten  gerückt,  ebenso  verhält  es  sich  mit  der  zweiten,  vierten,  etc. 
Verticalreihe,  in  welchen  die  von  der  Null  verschiedenen  Elemente  1,  p3,  jp4,  .  .  . 
sind.  Daher  ist  nach  bekannter  Hegel  Q„_1  die  Resultante  der  Elimination 
zwischen  den  beiden  Gleichungen 

l+psss-+-p4s*+"-  =  0 
Pi+-pa^+Pt^-\ —  =  0. 
d.  h.  zwischen  den  Gleichungen 

15«=)+«-=)}  =  ° 

£{rc>-«-4-a 

Q„.-t  =  0  ist  daher  die  Bedingungsgleichung,  welche  nothwendig  und  aus- 
reichend ist,  damit  f(z)  =  0  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Wurzein 
habe.  Tritt  dieser  Umstand  ein,  ist  z.  B.  x„  =  — xK_1>  so  werden  alle  ungeraden 
Potenzsummen  von  beiden  Wurzeln  unabhängig,  gerade  ebenso,  als  ob  zn...1  und 
X'„  (mithin  auch  pfl_1  und  pa)  beide  verschwänden,  und  von  den  n  ungeraden 
Potenzsummen  sl}  s3)  .  .  .  sin_s,  saB_B,  ^„_,  werden  die  beiden  letzten  daher 
Functionen  der  n — 2  ersten.     Die  beiden  Gleichungen,  welche  diese  Abhängig- 

C.  W.  Borchardt'B  Werke.  15 
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keit  darstellen,  erhält  man  am  bequemsten,  wenn  man  in  dem  System  der  n 
Gleichungen  (4)  erstens  p„  =  0  setzt  und  zwischen  allen  n  Gleichungen  pl} 
P2,  ■  ■  ■  pn~i  eliminirt,  zweitens  noch  überdies  p„_t  =  0  setzt  und  zwischen  den 
ersten  n— 1  Gleichungen  pt ,  p2,  ...  p,:_*  eliminirt.  Die  beiden  Resultanten 
dieser  Eliminationen  sind 

Qb  =  0,  Qn_l  =  0, 

von  denen  im  Allgemeinen  die  zweite  #£n_;j  als  rationale  Function  von  sl} 
s3,  ■  ■  ■  s-2x-f  die  erste  ss„_,  als  rationale  Function  von  s1}  s3,  ...  sSn_3  ausdrückt. 
Die  Betrachtungen  zeigen  ohne  alle  Rechnung,  dass,  wenn  Q„_,  und  Qn 
gleichzeitig  verschwinden,  die  sämmtlichen  Zähler  R{,]\  Ii'£\  .  .  .  R!;;>  ebenfalls 
gleich  Null  werden  müssen.  Die  Gleichungen  Qn_1  =  0,  Q„  =  0  sind  nämlich 
die  Bedingungen  dafür,  dass  die  Potenzsummen  st,  s3)  ...  sa„_1  zu  einer  Glei- 
chung (n —  2)'"'  Grades  gehören  und  die  Existenz  dieser  Gleichung  (n—  2)tihn 
Grades,  deren  Coefficienten  im  Allgemeinen")  endlich  sind,  beweist,  dass  keiner 
der  Zähler  R^,   Rf,  .  . .  R£'>  von  der  Null  verschieden  sein  darf. 

Umgekehrt  ist  aber  auch  die  Gleichung  Qn  =  0  die  für  das  gemeinschaft- 
liche Verschwinden  der  Zähler  R$\  R'£\  .  .  .  nothwendige  Bedingung,  da  sie 
mit  der  Gleichung  Sp  =  0  identisch  ist. 

Das  Ergebnis  dieser  Erörterung  lässt  sich  folge  ndermassen  zusammenfassen: 
„Sind   die    Werthe  s1,   s,,,  ...  sia_t    der    ersten    n  ungeraden  Potenz- 
summen von  x-i,   ls,   ...   xn  gegeben,  so  lassen   sich  daraus  im  Allgemeinen 

immer  xs,  x.,,  .  .  .  xn  als  Wurzeln  —  einer  Gleichung  n*™  Grades 

f(?)  =  1  —  ^2+^2= ±{V  =  0 

definiren.  Nur  wenn  zwischen  den  n  gegebenen  Werthen  die  Bedingungs- 
gleichung 

^-1  =  ° 
stattfindet,    ist  f(z)  in  endlichen    Werthen  von  jpls  p5,  .  .  .  p„    unmöglich, 
es  sei  denn,  dass  gleichzeitig 

Qn  =  0 

ist**).  In  diesem  Fall  wird  f(z)  unbestimmt,  nämlich  gleich  dein  Produet 
des  Factors  l~a2s3,  wo  a  willkürlich  ist,  in  eine  bestimmte  Function  f^(z) 
vom  Grade  n — 2. 

*)  Nämlich  mit  efcmgrev  Ausnahme  dijs  .t'idlts,  in   wdi'.liom  <3„_s  =  0  ist. 
**)  Qv  ist,  wie  oben,  die  Detenninajile  des  Systems  (6). 
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Für  die  Bestimmung  der  Function  /",(;)  findet  wieder  ein  neuer  Aus- 
nahmefall  statt,   nämlich  wenn 

Q—t  =  ° 

ist.      Alsdann    ist  f,(z)    in    endlichen   Werthen    seiner    Coefficienten    nicht 
möglich,  es  sei  denn,  dass  gleichzeitig 

ist.     In  diesem    letzteren   Fall    wird  f\  (z)    das   Product    des    willkürlichen 

Factors  1 — 6B.za  in  eine  bestimmte  Function  f3(z)  vom  Grade  n—i,  u.  s.  w." 

4.     Man  kann  die  in  Gleichung  (7)  enthaltene  Lösung  der  vorliegenden 

Aufgabe  auch  in  eine  andere  Form  bringen,    indem  man   die  Bestimmung  von 

f(z),  anstatt  sie  von  der  Bildung  einer  Determinante  abhängig  zu  machen,  auf 

eine  Kettenbruch-Eiitwicklimg  zurückführt. 

Es  wurde  f(z)  dadurch  definirt,  dass  in  dem  Product  f(z)y(z)  die  Po- 
tenzen z,  z'\  ...  zin~x  nicht  enthalten  sein  dürfen.  Ebendasselbe  gilt  natürlich 
für  das  Product  /"( — z)ip(~z),  und  hieraus  folgt,  dass  in  der  Differenz 

«■m«)-«-««-«) 

zin+1  die  niedrigste  nicht  fortfallende  Potenz  von  z  ist,  vorausgesetzt  dass  man 
für  y(z)  seine  nur  bis  zin  richtige  Entwicklung  setzt,  während  für  den  strengen 
Ausdruck  von  y(s)  die  obige  Differenz  identisch  gleich  Null  ist. 
Man  hat  also 

««)««)-«-»)*(-•)  =  iCf"+- 

Setzt  man  nun 

m = °w-'<im    voo = «w+"m 

f(-z)  =  0(z<)+z,,(z>),     V(-»)  =  «(2')-«(^), 
so  ergiebt  sich 

ft„WM-K-«)V(-4  =  2ä|0(»!K»»)-»j(2>(*!)!, 

also  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  in 

»W'W-1«'«  =  «■+-, 
oder 

«w    >(f)  - L-  + 

und  hieraus  schliesst  man  nach  bekannten  Säuen  über  Kettenbi'üehe.  dass    i.  J 

15" 
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ein  Näherungsbruch  des  Kettenbruchs  ist,  in  welchen  man  den  Bruch 

«W3  _  1    yW-yj-*) 


entwickelt.     Setzt  man  diesen  Ketüliibmch  gleich 


tL 


so  ist  -~  ^     derjenige  Näherungsbruch   desselben,    den  man   erhält,    wenn   man 
ihn  bei  vn_^  einschliesslich  abbricht. 

Man    kann    daher    die    Lösung    der   Aufgabe    auch    in    folgender  Form 


aussprechen : 

„Man  setze 

und  entwickle 


in  den  Kettenbruch 


VÖO+V'C— *) 


1-f-etc, 
so  lässt  sich  die  Gleichung  /°(s)  =  0  auf  die  Form  bringen 

5.  Schliesslich  will  ich  die  bisherige  allgemeine  T..nt.ersuehung  auf  den  be- 
sonderen Fall  anwenden,  in  welchem  die  Potcnzsummen  si)  s3,  . . .  s^j  einem  und 
demselben  "Werth  ,«  gleich  gegeben  sind.  In  diesem  Fall  lässt  sich  f(z)  explicite 
hinschreiben  und  zwar  vermöge  der  interessanten  Formeln,  welche  Herr  Heine 
in  dem  vorletzten  Heft  des  Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik 
(Bd.  53  p.  284)  mittheilt,  und  durch  welche  derselbe  für  den  Kettenbruch, 
in  den  Gauss  den  Quotienten  zweier  benachbarten  hypergeometrischen  Reihen 
F(a,  ß-\-l,  /-hl)  und  F(u,  ß,  y)  entwickelt  hat  (p.  13  seiner  hypergeometri- 
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sehen  Abhandlung  [Gauss'  Werke,  Bd.  3  p.  134]),    den  allgemeinen  Ausdruck 
der  Näherungsbrüche  in  Producten    zweier  hypergeometrischen  Reihen  angiebt. 
Ist 

so  erhät  man  nach  Gleichung  (3) 

wo  es,  wie  bereite  erwähnt,  gleichgültig  ist,  welche  Coefricienten  man  im 
Exponenten  den  höheren  Potenzen  von  z  gieht.  Lässt  man  sie  nach  demselben 
Gesetz  weiter  fortschreiten,  so  erhält  mau  den  bis  z'1"  richtigen  Ausdruck  von  i/>(s) 

demnach  hat  man  hier  folgenden  Ausdruck  in  einen  Kettenbruch  zu  ent- 
wickeln: 

<i+zy-(L-iy  __  *  +       1.2.3        + 
1+     1.2     ^+ 

>{-eTL-  li^  J-  ') 

~  ""   *■(_-£=!      -JL      1    A   ' 

\  2      '  2  '        2  '      J 

Dieser  Quotient  ist  ein  besonderer  Fall  des  Gaussschen  Quotienten 
zweier  hypergeometrischen  lieihen,  so  dass  man  für  denselben  folgenden  Ketten- 
bruch erhält: 

(H-,y-(i-«y j» 

Q+ty+0.-*y  (f.-i)(f.+i) ., 

"*"        1.3 

,  .  (f-2)C»H-2),, 

+  '  ~   3_^5 

1-f-etc. 
Die  Gleichung  /(s)  =  0  erscheint  daher  hier  unter  der  Form 
,  _  W 

.  .  (/— OO-t-D., 

i+         1.3         " 


+        3.5 


(f-("-l))(y+("-l)) 
(2»-3)(2»- 1/  "    * 
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Wendet  man  hierauf  die  erwähnten  Heineschen  Formeln  an,  so  erhält 
man  die  expliciten  Ausdrücke  der  Functionen  6,  n\  und  somit  auch  der  Function 
f(z).     Besonders  einfach  wird  das  Resultat  für  den  letzten  Coefficienten 

von  f(z),  nämlich 

„    _     [itt-C"-l)]-[ft-(«-3)]-[ft+(«-3)].[^+(— 1)] 
p"  1.3...     (2n— 3)     .     (2m— 1) 

Dies  ist  also  der  Werth  des  Products  xi.xi..,xn  von  n  Grössen  xs, 
x.2,  ...  x„,  welche  den  Gleichungen 

genügen,  wo  die  Summen  sich  auf  die  Werthe  xit  x.,,  ...  xn  erstrecken. 
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e  der  Wissein'-lial'li.'ii  / 


Einer  sehr  frühen  Epoche  in  der  Kenntnis«  der  elliptischen  Integrale 
gehört  das  Ergebniss  an,  dass  die  Bestimmung  des  eompleten  elliptischen  In- 
tegrals erster  Gattung 

«  f\,    »  .-   .- 

j        ymJcos(//-|-HJsm(/J 

auf  die  Berechnung  des  aritlnnetisch-geo metrischen  Mittels  von  m  und  n  zurück- 
kommt. Indem  man  die  Landensche  oder  die  Gausasche  Transformation 
zweiter  Ordnung  auf  das  complete  Integral  (1)  anwendet,  findet  man,  dass 
dasselbe  unverändert  bleibt,  wenn  man  für  m  und  n  deren  arithmetische  und 
geometrische  Mittel  mt  =  {(ni+u),  n,  =  Vmn  setzt.  Wiederholt  man  diese 
Operation  unter  Einführung  der  Bezeichnungen 


so  nähern  sieh  die  beiden  Reihen  von  Grössen 


derselben  Grenze  tw,  d.  h.  dem  arithmetiHeli-geometiisclien  Mittel  von  m  und 
n  nach  Ganssens  Bezeichnung,  und  der  Werth  des  Integrals  (1)  ergiebt  sich 
gleich 

*-=■■ 

Die    umgekehrte    Aufgabe,    von    dem  arithmetisch- geometrischen   Mittel 
als  dem  Grenzwerth,  auf  welchen  die  wiederholte  algebraische  Operation  führt, 
C.  W.  Borchardt'a  Werte.  16 
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auszugehen  und  dessen  Berechnung  auf  die  Bestimmung  des  elliptischen  Inte- 
grals zurückzuführen,  bietet  bedeutend  grössere  Schwierigkeiten  dar,  in  so  fern 
man  hierbei  die  Transformation  des  elliptischen  Integrals  nicht  voraussetzen 
darf,  also  durch  andere  Mittel  zum  Ziel  gelangen  muss.  Der  liier  folgende 
Aufsatz  beschäftigt  sich  mit  der  Lösung  dieser  Aufgabe. 


Das  arithmetisch-geometrische  Mittel  co  von  m  und  n  sowie  jede  Function 
von  co  hat  der  Definition  nach  die  Eigenschaft,  unverändert  zu  bleiben,  wenn 
man  für  m  und  n  deren  arithmetisches  und  deren  geometrisches  Mittel  setzt. 
Sie  genügt  also  der  Funetionalgleiclumg 

(2)  f(.m,n)  =  f&fm+n),  ySS), 

und  umgekehrt  ist  jede  Function  f,  welche  dieser  Gleichung  genügt,  eine  blosse 
Function  von  co,  da  man  durch  unendlich  oft  wiederholte  Anwendung 

/(»,»)  =  /(»,«) 

findet.     Die  Bestimmung  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  kommt  also  auf 
die   Lösung  obiger  Funef.ionalgleiehung  zurück. 

Man  sieht  der  Natur  der  hier  zu  lösenden  Aufgabe  nach  voraus,  dass 
die  gesuchte  Function  f(m,  n)  einer  partiellen  Differentialgleichung  genügen 
muss.  Eine  weitere  Ueberlegung  zeigt,  dass  diese  partielle  Differentialgleichung 
sich  durch  schickliche  Wahl  der  Unbekannten  auf  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung zurückführen  lässt.  "Wenn  man  q.m  und  q.n  an  die  Stelle  von  m 
und  n  setzt,  so  geht  zugleich  co  in  q.a>  über;  co  ist  daher  eine  homogene 
Function  erster  Ordnung  von  m  und  n,  mithin  sind  die  partiellen  Differential- 
quotienten -~ —  und  — —  homogene  Functionen  der  Ordnung  Null  von  m  und 
n,  d.  h.  nur  von  dem  Quotienten  —  abhängig.  Da  überdies  f(rn,  «)  eine  blosse 
Function  von  co  ist,  so  hat  man  die  Proportion 
8f  _  6f  dm      dm 

dm  '   3n  dm  '   öra 

Der  Quotient  —~—:~—  ist  also  für  alle  Functionen  f  ein  und  dieselbe  Function 
^  ön       dm  ' 

von  — ,    die  von  einer  gewöhnliehen  Difleventmlgleichung  abhängt,   während  f 
einer  partiellen  Differentialgleichung  genügt.     Bezeichnet  man  mit  ft  und  v  die 
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partiellen  Differentialquotienten  von  f  nach  m  und  n,  so  wird  also  —  die  ab- 
hängige Variable,  —  die  unabhängige  Variable  der  zu  suchenden  Differential- 
gleichung sein. 

Anstatt  nun  die  Quotienten  —  und  —  sogleich  in  die  Rechnung  ein- 
zuführen, thut  man  gut,  die  Homogeneität  der  Variablen  beizubehalten.  Man 
hat  zwar  dann  anstatt   evws   Diflerentiajquoüenten  der  nach  —  genommen  ist. 

die  beiden  nach  m  und  nach  n  genommenen  zu  betrachten,  indessen  hängen 
dieselben  von  einander  ab.  So  hat  man  z.  B.  für  den  ersten  Differentialquo- 
tienten von  — 

dm   \  i.i  I  dn  \  /.i  ) ' 

oder  nach  Multiplication  mit  fta 

U  -  ™r   6m        *    dml^Y*  dn        V  dn  l 
so  dass  man  anstatt  des  Differentialquotienten  von  ■-■■  nach    --•  einen  Ausdruck, 

den  ich  mit  l  bezeichnen  will,  zu  betrachten  bat,  welcher  durch  die  Doppcl- 
gleichung zu  defmiren  ist 

Um  die  gesuchte  Differentialgleichung    zu  erhalten,    wird  man  folgendes 
Verfahren  einzuschlagen  haben: 

Wenn  man  aus  der  gegebenen  Funcüotialgl^ichimg  (2) 

/(»,»)  =  «»„»,), 

wo  ffl^Km  +  ü),  «,  =  Ymn,  durch  Differentiation  neue  Gleichungen  ableitet, 
so  findet  man  zwischen  den  Differential  t|  not  ienten  von  f(m,n)  und  /(■%,  n^) 
Relationen,  die  weniger  einfach  sind  als  die  zwischen  den  Functionen  selbst  be- 
stehende, die  aber  doch  gestatten,  jeden  Ausdruck,  der  m,  n,  f(m,  n)  und  seine 
Differentialquotienten  nach  m  und  n  enthält,  in  einen  anderen  zu  transformiren, 
welcher  aus  m,,  nit  f(wi1}n^)  und  dessen  Differentialquotienten  nach  m,  und 
n,  zusammengesetzt  ist. 

16* 
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Gelingt  es  nun,  diesen  Ausdruck  so  zu  wählen,  dass  der  trunsformirte 
ebenso  aus  m^,  n^  und  /'(■/«,,«,)  gebildet  ist  wie  der  ursprüngliche  aus  m,  n 
und  f(m,  n),  oder  dass  sie  sich  wenigstens  nur  durch  einen  von  der  unbe- 
kannten Function  freien  Factor  von  einander  unterscheiden,  so  wird  man  durch 
einen  unendlichen  Progress  zur  Bestimmung  dieses  Ausdrucks  gelangen,  indem 
man  denselben  auf  einen  solchen  zurückführt,  in  welchem  m  und  n  beide  durch 
dieselbe  Grösse  a>  ersetzt  sind.  Diese  Bestimmung  wird  also  zu  einer  Relation 
zwischen  m,  n,  f(m,ri)  und  den  Differentialquotienten  von  /'führen,  d.h.  zu 
der  gesuchten  Diilerentinlgleichung.  An  dem  vorliegenden  Beispiel  lässt  sich 
das  Verfahren  folgendennassen  durchfuhren: 

Bezeichnet  man  mit  fiy  und  vx  die  nach  ras  und  %  genommenen  Diffe- 
rentialquotienten von  /"(wii,  Mi)s  so  erhält  man  durch  Differentiation  der  Gleichung 
/'(m,n)  =  /'(m1,n1)  nach  Fortschaffung  der  Nenner 

Dies  sind  die  beiden  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Man  kann  von 
denselben  zu  den  drei  Dillei-entm  Igle  Leitungen  zweiter  Ordnung  übergehen,  in- 
dessen sind  dieselben  nach  der  oben  angeführten  Doppelgleichung  (3)  nicht 
unabhängig  von  einander,  sondern  es  folgt  aus  zweien  die  dritte.  Es  genügt 
daher  z.  B.  diejenigen  beiden  zu  betrachten,  welche  aus  den  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  (4)  durch  Differentiation  nach  m  allein  hervorgehen. 
Dies  ergiebt 


(5) 

1 

1 
2]/rö 

ft-t-(y»> 

dml 

_  dv,  \  dm, 
'      amtJ  dm 

<* 

8n 

/  dm 

'      dm 

1 

2yS 

«,+(yi 

Öfl, 

dv    \  dm 

+ym-^—\-7r- 

'       ömlj  öm 

+(* 

dp 

dn 

[)  dm 

Mir 

i   weiss    Überdies 

nach 

den  frü 

heren  Betrachtungen ,    das 

s    die  D 

iffffl 

■cntial 

quotienten  zweiter  Ordnung  von  f(m,n),  also  die  Grössen  4-  ,  '..  ,  nur  in 
solcher  Verbindung  vorkommen  können,  wie  sie  sich  in  dem  mit  l  bezeichneten 
Ausdruck  (3)  finden,  d.  h.  in  der  Determinante  fi-^-  —  f-J—-  Man  hat  dem- 
nach aus  den  beiden  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (4)  und  aus  den 
beiden  zweiter  Ordnung  (5)  die  Determinante  zu  bilden  und  erhält, 
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6v 

ü-vi 


cm, 


—  21/  —  ,u.v+4"|/mm  I  (i  - 

fn  5in, 

-i]/-(K— ^)+-^r 

dem  Ausdruck  l  entsprechend    den  Ausdruck  lx    durch  die  Doppel- 


ysy»| 


Führt   ma 
gleichung 


)  =  -»,(^ 


1  3n,  ) 


ein,  so  reducirt  sich   das   erhaltene  Resultat   ani  folgende   einfache  Gleichung: 

Tn?.— ri\ 
(6)  —2(iv+Al  =  — KK-^^H ^T"*r 

Diese  Transformation  hat  noch  nicht  den  oben  auseinandergesetzten  Charakter, 
da  die  ersten  Dift'erentialquotkmten  linker  Hand  in  der  Verbindung  fiv,  rechter 
Hand  in  der  Verbindung  ju\  —  rf  vorkommen.  Da  aber  ft  und  v  lineare 
Functionen  von  ftx  und  y1  sind,  so  ergeben  sieh  hieraus  f$,  fiv  und  cs  als 
lineare  Functionen  von  [&\,  fi^v^  und  v\.  Zwischen  zwei  gegebenen  quadra- 
tischen homogenen  Verbindungen  von  fi,  v  und  zweien  solchen  von  ,«,,  v, 
besteht  daher  immer  eine  und  nur  eine  Relation.  So  erhält  man  zwischen  ftp 
und  fß—v3  einerseits,  (iyvx  und  /u\ —  v\  andrerseits  aus  den  Gleichungen  (4) 
die   Relation 


(?)     K» 


«->r-[ 


«((■'- 


»')  =  — j=(("!-"B^»,-r4" 


<,«-<)>■ 


Multiplicirt  man   nun  die  früher  erhaltene  Gleichung  (6)  mit  —  \(rrf— n2)  und 
addin  sie  zu  dieser,  so  erhält  man 


(8)     »rafrl*— »!)+(i» 


»%»-()  = 


2V„ 


(■».».«-»P+C«».-»», »-',)), 


also,  wenn  man  den  Ausdruck 
mit  ip(m,  ?i)  bezeichnet, 

Indem    man    diese    Transformation    wiederholt    anwendet,    bekommt   man   eine 
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Reihe    von  Factoren    — ■,-—'-■,    ~-'^=±-,  etc.,    die    sich    immer    mehr   der  Null 
2>W       2Vm^ 

nähern  und  deren  Produet  um  so  mehr  gleich  Null  wird.     Dies  Product  mul- 

tiplicirt  in  yj(o>,co),    welches,  wie  leicht  zu  sehen,    ebenfalls  gleich  Null  wird, 

ist  dem  Ausdruck  y(in, «),  von  dem  ausgegangen  wurde,  gleich,  also  hat  man 

#^)  =  0, 

d.  h. 

(9)  „w^—^+^—rfXtiv—l)  =  0. 

Es  genügt  also    der  Quotient  —  in  Beziehung    auf    die    unabhängige    Variable 

—   einer    nicht    linearen    Differentialgleichung    erster    Ordnung.      In    der   That, 

setzt  man 

n  v 

m  fi       J' 

so   erhält  man  die   einfache   Differentialgleichung 

oder 

(10)  ^w^+^^xi-^)  =  0. 

Eine   Differentialgleichung   erster    Ordnung    und   zweiten    Grades,    welche 
wie  die  vorliegende  von  der  Form 

-J-  =  Af+By+C 

ist,  kann  bekanntlich  immer  auf  eine  lineare  der  zweiten  Ordnung  zurückge- 
führt werden,  in  der  nämlichen  Art,  wie  es  mit  der  Riccatischen  Differential- 
gleichung zu  geschehen  pflegt.  Eine  solche  Zurückführung  gelingt  durch  ver- 
schiedene Substitutionen,  in  dem  vorliegenden  Fall  z.  B.  durch  die  Substitution 

dv 
v'  dx 

'J=-^^-     gg? 

dx 
,         dv     ■  . 
WO     V    =  — j—    ist. 
dx 

Man  erhält  alsdann  für  v  die  Differentialgleichung 

dl)  0  =  c^-S-ki-m,  *  -„. 
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Die   gebrauchte  Substitution  kommt  aber   damit  Überein,   dass  man  von 
dem  Quotienten 

Bf_ 

v    __     8n 

dm 
zu    derjenigen    Function    f(m,  n)    übergeht,    welche    eine    homogene    Function 
(— l)ter  Ordnung  von  in  und  n,  also  proportional    —    ist.    Denn  für  eine  solche 
hat  man 

0  =  f-\-m/.i-i-nv, 
daher 

t  mv 

also,  wenn  man  mf,  was  bloss  von  x  =  —  abhängt,  mit  v  bezeichnet. 

dv 
dm 


was  die  frühere   Sustitution  ist.      Ebenso  wurde  die  Substitution 


pv-j-aw 
der  Betrachtung  der  homogenen  Function  v  =  f(m,n)  der  Ordnung  —  j>  ent- 
sprechen, aber  für  keinen  Werth  ausser  für  p  =  1  giebt  diese  Formel  eine 
Substitution,  welche  zu  einer  linearen  Differentialgleichung  führt.  Hierin  also 
liegt  der  Grund,  warum  der  reeipvoke  Werth  des  arithmetisch-geometrischen 
Mittels  betrachtet  werden  musste. 

Die  lineare  Differentialgleichung  (11)  wird  also  von  dem  Ausdruck 
v  = —  befriedigt,  wo  a>  das  arithmetisch- geometrische  Mittel  von  m  und  n 
und  x  =  —  ist.  Dies  Ergebniss  allein,  verbunden  mit  der  Neben bedingung, 
dass  für  m  =  n  auch  co  =  m  wird,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  für  x  =  1 
auch  v  =  1  wird,  würde  zur  vollständigen  Bestimmung  des  arithmetisch- 
geometrischen Mittels  genügen,  wenn  man  auch  nicht  wüsste,  dass  die  Glei- 
chung (11)  die  Differentialgleichung  des  completen  elliptischen  Integrals  in 
Beziehung  auf  seinen  Modul  ist.     Mit  Voraussetzung  der  von  Legendre  gege- 
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benen  Integration  der  Gleichung  (11)  erhält  man  als  ihr  vollständiges  Integral 

wenn  man  unter  F(x)  das  complete  elliptische  Integral  erster  Gattung'  des 
Moduls  x  versteht  und  xx  =  ]/\  —  x*  setzt.  Für  x  =  1  wird  F(x)  =  <xj, 
^(a;,)  =  -^n.  Damit  der  zugehörige  Werth  von  v  die  Einheit  sei,  muss  man 
also   C=0,    C1=>—  setzen,    und   erhält 

m  re  re      j       ym2cosgis+«.ashiys 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  Zurüekführung  der  ursprünglich  er- 
haltenen nicht  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  auf  eine  lineare 
zweiter  Ordnung  ohne  Einführung  des  Quotienten  x  =  —  zu  bewirken.  Man 
gelangt  dann  für  die  homogene  Function  ( — 1)'"  Ordnung  f(m,n)  =  — ,  also, 
was  dasselbe  ist,  für  das  complete  elliptische  Integral  (1)  zu  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  nur  Differential quotienten  zweiter 
Ordnung  nach  in  und  n  genommen  enthält  und  ihrer  Einfachheit  wegen  ange- 
führt zu  werden  verdient. 

Bezeichnet  man  mit  a,   b,   c    die   Differential (motienten  zweiter  Ordnung, 

so  dass 

df.i         ,        dfj,         dv  5v 

öm  '  dn         dm  '  dn  ' 

so  erhält  man,  wenn  f  eine  homogene  Function  ( —  l)"*  Ordnung  ist, 
—  2/i  =  ma+nb 
—2v  =  mb-\-nc, 
daher 

2(«|U— 7wv)  =  (m8 — ns)b — 7rm(a—c). 

Ueberdies  ergiebt  sich  aus  der  Doppelgleichung  (3) 

(  =  ...(„*-»«)  =  -»(».c-*) 
der  neue  Werth 

Oft—  mv)l  =  ■mm.\(iii—vi)b—!w(a—c)\. 

,  Mit  Benutzung  hiervon  geht  die  Differentialgleichung  (9) 
mn(fi2 — Ts)-t-(m2 — ms)(^r — l)  =  0, 
nachdem  man  sie  mit  2(n,u  —  mv)  multiplicirt  hat,  in  folgende  über: 
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Der  zweite  Factor  zerlegt  sieh  wiederum  in  die  beiden  mv—n/i,  mfi-hny, 
von  denen  der  erste  von  der  früheren  Multiplikation  mit  demselben  herrührt, 
während  der  zweite  msu-\-nv  mit  der  Function  f(m,n)  selbst,  abgesehen 
vom  Zeichen,  identisch  ist.  Versehwinden  kann  daher  nur  der  erste  Factor 
(ma  —  «a) b  -+-  mn(a—  c)  und  es  genügt  demnach  der  reciproke  Werth  f  des 
arithmetiseh-geomtttriseheii  Mittels  a>  von  m  und  n,  oder,  was  dasselbe  ist,  das 
cllip tische   Integral   (1.)  der  Differentialgleichung 

Mit  Berücksichtigung  der  leicht  zu  verineireiiden  Relationen 

.    _AA)_  J(«.)  „,,_^L 


geht  (12)  in 


0  =  fl-rf)  A")    ,      i'ttl-'l,) 


über,  welche  Differentialgleichung  mit  (11)  übereinstimmt. 
Berlin,  im  Februar  1858. 
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Darstellung  der  Eliniinationsresultante, 


irchardt.  Journal  für  die  reine  mid  an^e'.vaiidl.c  Mat.heiimt.ik.  VA.  57  p.  111 — 121,  13(30. 

Mü'.iiit sin- ru'lit  (1;:r  Al^idcmk  der  W^sei^chafieii  y.\i  liei'ün,  Alas    I8ä0  p.  liT6  —  388, 

unter  dem  Titel:   Uelier  ein  die  Elimmaüon  bei.  reffen  des  Problem. 
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Ueber  eine  der  Interpolation  entsprechende  Darstellung 
der  Eliminationsresiütante, 


Gslüsen  iji  ücv  Akadtiraii!  der  WisM'iisdiiifieii   /.n  Berlin 


"Wenn  man  die  Resultante  der  Elimination  zwischen  zwei  algebraischen 
Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  aufsucht,  so  pflegt  man  die  ganzen  Func- 
tionen, welche  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  bilden,  als  durch  die  Werthe 
ihrer  Coefficienten  gegeben  vorauszusetzen.  Diese  Art  der  Bestimmung  ganzer 
Functionen  ist  als  diejenige  Specialisirung  der  Interpolation  anzusehen,  die 
dem  Zusammenfallen  säuimtlicher  Argumente,  für  welche  die  Functionswerthe 
gegeben  sind,  entspricht.  Aber  man  weiss,  dass  jedes  Zusammenfallen  mehrerer 
Argumente  in  der  Theorie  der  Interpolation,  anstatt  die  Resultate  zu  ver- 
einfachen, sie  verwickelter  macht  und  die  leicht  übersichtliche  Gesetzmässigkeit 
der  Ausdrücke  stört. 

Es  war  daher  ein  glücklicher  Gedanke,  der  von  Herrn  Rosenhain 
herrührt,  die  Resultante  der  Elimination  zwischen  zwei  Gleichungen  <f(z)  —  0 
und  tp(z)  =  0  nicht  durch  die  GoeOicienteii  von  <p(z)  und  w(z')  sondern  durch  die 
Werthe  darzustellen,  welche  diese  Functionen  i'ür  gegebene  Argumente  an- 
nehmen. Das  von  demselben  im  30sten  Bande  des  Journals  für  die  reine  und 
angewandte  Mathematik  veröffentlichte  Ergebniss  ist  von  um  so  grösserer  Be- 
deutung, als  sich  die  nämliche  Art  der  Darstellung  auf  eine  ganze  Reihe  anderer 
Ausdrücke  ausdehnen  lässt  und  namentlich  auf  diejenigen,   welche  sich  bei  der 

Entwicklung  des  Quotienten     ^    J    in  einen  Kettenbruch  ergeben. 

Aber  die  Rosenhainsehe  Darstellung  erfordert,  dass  man  die  Werthe 
der  Functionen  cp(z\  y(z)  für  eine  Reihe  von  Argumenten  kenne,  deren  An- 
zahl der  Summe  der  Ordnungen  von  <f>(z)  und  ip(z)  gleich  ist.  also  in  dem  Fall, 
in  welchem   beide'  Functionen   von  der  ri11"  Ordnung   sind,  für   2«  verschiedene 
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Argumente.  Diese  2n  Punctionswerthe  sind  also  nicht  von  einander  unab- 
hängig, sondern  n  —  1  derselben  durch  die  übrigen  n  +  l  bestimmt.  Die 
Rosenhainsche  Formel  kann  daher  nicht  dazu  gebraucht  werden,  die  Re- 
sultante der  Elimination  darzustellen ,  wenn  jede  der  Functionen  (ß(z) ,  ty(ß) 
interpolatorisch  gegeben  ist.  Auf  diesen  Fall  bezieht  sich  die  gegenwärtige 
Untersuchung,  sie  beschäftigt  sich  mit  der  Lösung  folgender  Aufgabe: 

Die  beiden  Functionen  <p(z)  und  yj(z),  jede  rf9"  Grades,  sind  durch 
die  Werthe  gegeben,  die  sie  für  z  =  cea,  «ls  ...  a„  annehmen.  Durch 
diese  zweimal  ti-hI  Functionswerthe  soll  die  Resultante  der  Elimination 
zwischen  den  Gleichungen  <p(z)  =  0,  tp(z)  =  0  ausgedrückt  werden. 

In  dem  hier  vorliegenden  Falle  giebt  die  sogenannte  abgekürzte  Bezoutsche 
Eliminationsmethode  die  Resultante  durch  die  Coefficienten  ausgedrückt.  Nach 
der  übersichtlichen  von  Herrn  Oayley  gegebenen  Darstellungsweise  des  anzu- 
wendenden Verfahrens  hat  man  den  Quotienten 

zu  bilden  und  nach  Potenzen  von  x  und  y  zu  ordnen.     Ist 

das  allgemeine  Glied  desselben;  so  ist  die  Determinante  7)  der  Coefficienten  aik 
(wo  sowohl  i  als  k  die  Zahlen  0  bis  n — 1  durchlaufen)  die  Resultante  der 
Elimination  zwischen  den  Gleichungen  (p(z)  =  0,  if)(z)  =  0. 

Vermittelst  bekannter  Determinantensätze  läset  sich  die  Determinante  X) 
so  transformiren ,  dass  sie,  anstatt  durch  die  Coefficienten  aik,  durch  besondere 
Werthe  der  Function  F(x,  y)  dargestellt  wird.  Bezeichnet  man  mit  F(x(,  y^) 
diese  besonderen  Werthe  (wo  sowohl  i  als  k  die  Zahlen  1  bis  n  durchlaufen), 
mit  D'  die  Determinante  derselben  und  mit  A(xlt  a^,  ...  x„)  das  Product 
aller  Differenzen  der  Argumente  x1}  xs,  ...  x„  (jede  Differenz  so  genommen, 
dass  ein  Argument  mit  kleinerem  Index  von  einem  mit  grösserem  abgezogen 
wird),  so  hat  man*) 

(1)  D  =    A(tf1,s3!...<)A0,1,2,B,...3O' 

*)  Es  lässt  sich  hniliaiüp  bemerken,  dass  in  der  Transformation  (1)  zugleich  eine  unmittelba.ro 
Veriiication  der  abgek Lir/tcn  11b![,  i.it.-rcbeu  Kl  ii  ablatio  n.-methoJ.i;  \k-<<\.  Picsc  Vc-rilication  ergebt  sich,  indem 
man  die  beiden  Reihen  von  Avyumoiitüii  .r, ,  x%,  ...  zn  und  r/1,  y<2,  ■  ■■!/„   uiit  den  Wurzele  ßi,  ß2,  ...  ,1„ 
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In  dem  Fall  der  vorliegenden  Aufgabe  sind  die  Werthe  von  <p(x)  und  ip(x) 
für  x  =  «0,  k,,  ...  ßa  gegeben.     Unter  Einführung  der  Function 

werden  also  die  mterpoktorisenen  Darstellungen  von  5p(a')  nnd  %'(x) 


und  daher 


i="  r(|(f)    -c — ßi 


r-[<p(oJV(«,)-»C«,)*C«,)]- 


/(»)  .  «?) 


wo    über    alle    Combinationen    zweier    verschiedenen    Grössen  «j,    «t    zu    sum- 
miren  ist. 

Hieraus   ergiebt   sich  für   x  =  a:,   y  =  at  oder  x  =  ak,   y  =  «„    wenn  i 
von  k  verschieden  ist, 

F(a.,  «J  =  P(ai;  aj  =  -^^-^  _  , 

dagegen  für  x  =  y  =  «; 

wo    sich   die  Summe   nach  £  über   alle   von  i  verschiedenen  Werthe    erstreckt. 


ik'i-  Glekhuujj  <[U)=--  ü  /iiSLimmRiifiL'ku  i;Ust.     Unlri  ilicsfr  Annahmo  ivini 

<,.(«)  -  a(.-)i ,)(!-«... (»-(>„), 

;=«  1/1(3 )         i  i 

also 

F(ßt,ßh)  =  0, 
wenn  i  von  fc  verschieden  ist.    Die  allgemeine  Transformation  (1)  giebt  daher,  so  angewendet,  für  D,  abge- 
sehen vom  Zeichen,  den  Ausdruck 

-SX/S,)>K«2)...>KrU 

was  die  bekannte  Eulcrschc  Ikuhi  der  Eiiminnt.iuiisccsi.il(;iiile  i.-t. 
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Es  ist  daher 

Führt  man  für  je  zwei  von  einander  verschiedene  Zahlen  i,  £  aus  der  Reihe  0 
bis  n  die  Bezeichnung  ein 

und  setzt  ferner 

(3)  (ü)  =  -.£(«), 

wo  nach  A   wiederum   über  alle   von  {  verschiedenen  Zahlen   aus   der  Reihe  0 
bis  n  zu  summiren  ist,  so  wird  demnach  schliesslich 

J'C",.",)  =  /"(«,)/'(«,)■(»)■ 
Man  bilde  nun  das  System  der  (n-Hl)2  Grössen  ({£),  nämlich 
[(00),    (Ol),    (02),    .  .  .    (0») 
d») 


(10),    (11),    (12), 
00  1(20),     (21),     (22), 


(2») 

(nre)i 


l(n0),    («1),    («2), 

ein  System,  welches  erstens  ein  symmetrisches  ist,  so  dass  (ik)  =  (ki),  und 
welches  ferner  nach  Gleichung  (3)  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  je  n  +  1  in 
einer  Horizontal-  oder  Vcrticalreihe  stehende  Elemente  die  Summe  Null  haben, 
so  dass 

(»0)-k»i)h — Kh)h — K"0  =  °- 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  die  Determinante  (n-hl)tet  Ordnung  7?  aus 
dem  ganzen  mit  (4)  bezeichneten  System  verschwindet.  Es  folgt  überdies, 
dass   die  sämmtlichen   Unlerdetermmaiitan   erster  Ordnung   von  R,    die  Grössen 

,.,.,,,  einander  gleich  sind.  Man  betrachte  z.B.  „.,,-,,  ,  d.h.  die  Determi- 
d(ihy  ta  5(00)  ' 

nante  desjenigen  Systems,  welches  aus  (4)  hervorgeht,  wenn  die  erste  Horizontal- 
and die  erste  Verticalreihe  fortgelassen  wird,  und  das  mit  (5)  bezeichnet 
werden  möge.  In  dem  Systeme  (5)  ist  irgend  ein  Element  der  ersten  Vertical- 
reihe (*'l),  wofür  man   die  Summe 

-i(.'0)+(«2)+(i3)+. ..+(.»)| 


/Google 


Dars teil ung  clor  .151  im i n a t-iou sr ö.h ul taute.  137 

setzen  kann.    Wegen  der  übrigen  Verticalreihen  ist  es  erlaubt,  in  dieser  Summe 
die  Glieder   (i'2),    (iS),  .  .  .  (in)    fortzulassen,    ohne    dass    sich   der   Werth   der 

Determinante  ändert,    -377,7,^  bleibt  also  sich  selbst  gleich,  wenn  man  für  jedes 
Element  (Vi)  seiner  ersten  Verticalreihe   —  (t'O)  setzt,  d.  h.  es  ist 
6R     _     3R 
9(00)  5(01) ' 

Aehnliches   gilt,    wenn   man   für   die   Indices  0,   1    zwei   beliebige   Indices   setzt, 
und  es  sind  demnach  sämmtliche  Unterdeterminanten 
8R 
d(ik) 
einander    gleich.      Diesen    gemeinschaftlichen    Werth    der    Unterdeterminanten, 
welcher  mit,   R'   bezeichnet    werde,    braucht    man    nur    mit    dem   Quadrat   des 
Products   aus  allen  Differenzen  der  Argumente  a0,  a1}   ...  a„  zn   multipliciren, 
um  die  ElvininjitioiisL-osnltante  D  zu  erhalten. 

In  der  That,  man  setze  in  der  Tnuisformationsformel  (1) 

so  ergiebt  sich 

F(a1,a1)F(ai,ai)...F(an,ait) 


D  -- 


[A(ßlt«3,  ...ß„)i 
\f(a1)f(a2)...fXaJY 


2±(11)(22).. .(»»), 


"    ]AO„ffa,...aJP 

oder,    indem    man    mit  f(a^f  =  («i— «0)2(«2— «0)s...(«„ — «0)3   oben    und   unten 
multiplicirt, 

i)-|A(a„,a„...OPäPr 

=>  {A(ß0,  av  ...  ctJ\*R'- 

Setzt  man  der  Kürze  halber 

(6)  ■  =  («-«„)•(«,—>.)'■■.(«.-«,_,)', 

so  ist  also 

D  =  hB'. 
Den   gemeinschaftlichen   Werth  R'  der  Unterdeterminanten   von  R,   mit 

( — 1)™    multiplicirt    und    in   die       ^  „     ^    Elemente  (ik)   ausgedrückt,    wo   i,    k 

zwei    Zahlen    aus    der    Reihe   0    bis    n    sind    und    %<C  k,    bezeichne    man    mit 
C.  W.  Borchardt's  Werke.  18 


/Google 


L38 


lieber  eine  der  Interpolation  entsprechende 


(0,  1, ...  n)  =  S,  so  dass 


Um  die  algebraische  Zusammensetzung  dieses  Ausdrucks  S  kennen  zu 
lernen,  muss  man  auf  das  früher  betrachtete  System  (.">)  zurückgehen,  welches 
aus  (4)  durch  Fortlassung  der  ersten  Horizontal-  und  der  ersten  Verticalreihe 
hervorging.  Nimmt  man' in  (5)  jedes  Element  mit  entgegengesetztem  Zeichen 
und  drückt  die  Elemente  — (u)  der  Diagonale  durch  die  übrigen  aus,  so  geht 
(5)  in  das  folgende  System  (8)  über: 

((10)+(12)+. .+(!«),  -(12),  ...  -(in) 


M 


-(21), 

-(31), 


l  -(»!)> 

dessen  Determinante 


(20)+(21)+(ä3)4 

-(32), 


-(„2). 


K'-'O- 


-(2») 
_(3«) 


(«0)+(..l)+..-+(»n-l), 


(..!)•» 


Die  den  Index  0  enthaltenden  Elemente  kommen  in  (8)  jedes  nur 
einmal  vor  und  zwar  in  den  Diagonalgliedern.  So  findet  sich  (01)  nur  im 
ersten  Grliedc  der  ersten  Horizontalreihe.  Geht  man  von  (8)  wiederum  zu 
einem  neuen  System  (9)  durch  Fortlassung  der  ersten  Horizontal-  und  der 
ersten  Verticalreihe  über  und  bezeichnet  mit  S'  die  Determinante  von  (9), 
so  ist  daher  (01). S'  der  Complex  der  Tenne  von  S,  die  (01)  enthalten.  In 
(9)  kommen  die  Indices  0  und  1  nur  in  den  Diagonalgliedern  vor,  folglich 
nur  in  den  Verbindungen 

(20)+(2l),  (30)+(31),  .  .  .  (»0)+(»l). 
Es  ist  daher  zur  Bestimmung  der  Determinante  S'  von  (9)  hinreichend,  ihren 
\Verth  in  dem  besonderen  Fall  zu  kennen,  wo  die  Elemente  (20).  (30),  ...  (nO) 
sämmtlich  verschwinden,  da  sich  aus  demselben  der  allgemeine  AVertb.  von  S' 
ergiebt,  wenn  man  an  die  Stelle  von  (21),  (31),  .  .  .  (nl)  die  Summen 
(20) +  (21),  (30)  +  (31),  .  .  .  (n0)  +  (nl),  oder,  kürzer  symbolisch  ausge- 
drückt, an  die  Stelle  des  Index  1  das  Aggregat  der  beiden  Indices  0  +  1 
setzt.     In  jenem  besonderen  Fall  aber,  wo  (20),  (30),  ...  (nO)  verschwinden, 
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geht  (9)  in  ein  System  über,  welches,  um  eine  Ordnung  niedriger  als  das 
System  (8),  sich  ebenso  auf  die  Indices  1,  2,  .  .  .  n  bezieht,  wie  jenes  auf 
die  Indices  0,  1,  . . .  n,  dessen  Determinante  daher  gleich  (1,  2,  . .  .  n)  ist.  Folg- 
lich wird 

S  =  (Ö+l,  2,  3,  ...  »), 
unter  welcher  symbolischen  Bezeichnung    der  Ausdruck    zu    verstehen    ist,    in 
den  (1,  2,  ...n)  übergeht,    wenn    an    die  Stelle    von  jedem  Elemente  (Ik)   die 
Summe  (Ok)-\-(lk)  tritt*).     Man  hat  also    den  für  die   hier   betrachteten  Aus- 
drücke fundamentalen  Satz,   dass  in 

S  =  (0,  1,  2,  . . .  n) 
der  Coejficient  von  (Ol)  der  Ausdruck 

(Ö+l,  2,  . . .  n) 

ist. 

Durch  wiederholte  Anwendung  hiervon  findet  man  weiter,  dass  in 
8  =  (0,  1,  . . .  «) 
das  Product  (01)(02)...(0i),  wo  i<n  ist,  zum  Coefficienten  den  Ausdruck 


(0+H K  *+l,  ...  n) 

hat,  welche  symbolische  Bezeichnung  in  analogem  Sinn,  wie  die  frühere,  zu 
verstehen  ist.  Für  i-=n  erhält  man  als  Coeflicieiilcn  des  Products  (01)(02)...(0ra) 
die  Einheit. 

Aus  vorstehendem  Ergelmiss  lässt  sich  eine  Entwicklung  von  S  nach 
den  Producten  der  Elemente  (Ol),  (02),  . .  .  (0?i)  bilden.  Dieselbe  besteht, 
da  Glieder,  die  von  allen  diesen  n  Elementen  unabhängig  sind,  nicht  vor- 
kommen**), aus  einer  ersten  Klasse  von  Ausdrücken,  deren  jeder  nur  eins 
dieser  Elemente  als  Factor  enthält,  aus  einer  zweiten  Klasse  von  Ausdrücken, 
deren  jeder  ein  Product  von  zweien  dieser  Elemente  als  Factor  enthält,  n.  s.  w. 
Schreibt  man  von  jeder  Klasse  nur  einen  repräsentirenden  Ausdruck  nieder, 
also  von  der  ku"  Klasse  den  folgenden: 

(01)(02)...(0£)Ct, 

*)  Hier  ist  k  eine  der  Zahlen  2,  3,  ...  «.. 

**}  Denn  wenn  man  die  Elemente  (Ol),  (02),  .  .  .  (On)  alle  zugleich  verschwinden  liisst,  so  geht  (8) 
in  ein  dem  (■!.)  iiluilkhes  System  über,  de-sun  Determinante  verschwindet. 

18* 
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wo   Gk   von   den  Elementen  (01),    (02),    ...    (On)    unabhängig    ist,    so    ergiebt 
sich    als  Werth    von    Ck    der    von    dem    Index    0    freie    Theil    des    Ausdrucks 


(0-l-lH \-h,k-t-l,  ...n),  d.h. 


C,  =  (1+2H ht,  i+1,  ...»), 

wenn  k<Cn,  und 

C,  =  1, 
so  dass  man  für  S  die  Entwicklung  hat 

(0,  1,  . . .  »)  =    2(01X1,  2,^  «) 

+J(01)(02)(l+2,  3,  . . .  ») 


+2(01)(02)...(04XH-2H hi,  4+1,  . . .  ») 

+ 

+(01X02).. .(0»), 
Diese  Entwicklung   ist  ausreichend,   um   die  Ausdrücke  S   für  alle  Ord- 
nungen   zu  bilden.     Man  hat  nur    nöthig,    von    der    niedrigsten    Ordnung   an- 
fangend stufenweise  zu  den  höheren  aufzusteigen  und  erhält 
(0,  1)  =  (Ol), 
(0,  1,  2)  =  -2(01)(12)-K01)(02)     - 

=  (01)(02)+C10)(12)+(20)(21), 


Die  der  bisherigen  Untersuchung  zu  Grunde  liegenden  und  jetzt  zu- 
sammenzustellenden Eigenschaften  der  Ausdrücke  S,  welche  zur  Ilerleitung 
der  obigen  Entwicklang  nothwendig  waren  und  für  die  vollständige  Bestimmung 
jener  Ausdrücke  hinreichen,  sind  die  folgende*)): 

1.  S  =  (0,  1,  ...n)  ist  ein  Ausdruck  ncer  Ordnung  der  — -^ — —  Elemente 
(Ol),  (02),  .  .  .  (Oh),  (12),  etc.,  welcher  bei  Vertauschung  von  je  zwei 
Indiccs  ungeändert  bleibt. 

2.  Der  Coefficient  des  Products  (01)(02)...(0n)  in  S  ist  =  1. 

3.  Es  kommt  in  S  kein  Glied  vor,  das  von  einem  der  Indiees,  z.  B.  von 
0,  frei  wäre. 

4.  Der  Coefficient  von  (Ol)  in  S  ist  der  Ausdruck 

(Ö+l,  2,  ...  «). 
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Hierauf  sich    stützend   ist  man    im  Staude  nachzuweisen,    dass  die  Aus- 
drücke S  einem    einfachen  Biklmigsgesetz    folgen.      Um  dasselbe  kurz  in  Worte 
zu    können,    ist    es    zweckmässig,    vorher    eine    Unterscheidung    in  Be- 
auf    Producte    aus    einer    beliebigen    Anzahl    der    — ^-= — —   Elemente 

(Ol),  (02),  . .  .  (On),  (12),  etc.  einzuführen.  Wenn  ein  solches  Product  eine 
Reihe  von  Elementen  enthält,  welche  dergestalt  im  Kreise  angeordnet  werden 
können,  dass  jedes  Element  einen  Index  mit  dem  vorhergehenden  Element  und 
den  anderen  mit  dem  folgenden  gemein  hat,  d.  h.  eine  Elementenreihe,  von  der 
Art  der  folgenden: 

c«x*o 

{ikXkl)(lm){mi) 


so    soll    das    Product    ein    cyclisches    genannt    werden,    wo    nicht,    ein    nicht- 
cyclisches.     Dies  vorausgesetzt,    so  wird  die  Bildungsweise   des  Ausdrucks  S  in 
folgendem   Satz  ausgesprochen: 
Der  Ausdruck 

CT  s  =  (-9™  , 

wo  D  die  Eliminaüonsresultante  der  beiden  Gleichungen  n™  Grades 
tp(z)  =  0,  if)(z)=0  und  ß>  das  Quadrat  des  Products  aus  allen  Differenzen 
der  Argumente  ce0,  a1}  ...  an,  lüsst  sich  durch  die     n^n      L  Elemente 

darstellen,  wo  i,  k  zwei  von  einander  verschiedene  Zahlen  aus  der  Reihe 
0,  1,  ...  n  und  f(z)  =  (z~a0)(z — at)..  ,(z— «„);  so  dargestellt  ist  S  gleich 
der  Summe  aller  nicht -cyclischen  Producte,  die  aus  je  n  jener  "^  <- 
Elemente  (i'/c)  gebildet  werden  können. 

Zum    Beweise    des    Satzes     bezeichne    man    die    Summe    dieser    nicht- 
a/f:/ lachen  Producte  mit 

.4(0,  1,2,  ...»). 
Dass    dieselbe    die    unter   1.   und  2.   aufgeführten  Eigenschaften    besitzt, 
ist  einleuchtend. 
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Um  an  der  Summe  A  die  Eigenschaft  3.  nachzuweisen,  ist  zu  zeigen, 
dass,  wenn  man  den  Index  0  ausschliesst,  also  n  Indices  und  — ±-^ — —  Elemente 
übrig  behält,  aus  diesen  ein  nicht- oycliseh es  Product  von  n  Elementen  zu 
bilden  unmöglich  ist.  Diese  Unmöglichkeit  wird  für  n  Indices  1 ,  2 ,  ...  n 
bewiesen,  indem  dieselbe,  wenn  m<Cn  ist,  für  m  Indices  und  Producte  aus 
m  Elementen  vorausgesetzt  wird. 

Angenommen  für  n  Indices  gebe  es  ein  nicht-cyclisches  Product  von 
n  Elementen  und  dasselbe  enthalte  den  Factor  (12),  so  muss  es  jeden 
der  Indices  1,  2  noch  einmal  enthalten,  denn  käme  der  Index  2  nicht  noch 
einmal  vor,  so  wäre  das  übrig  bleibende  Product  ein  nicht  -  cyclisches 
(n  — l)ter  Ordnung  der  n  —  1  Indices  1,  3,  4,  .  .  .  n  gegen  die  Voraussetzung. 
In  dem  betrachteten  Gliede  kommt  also  der  Index  2  noch  einmal  vor,  und 
zwar  nicht  in  der  Combination  (21)  (denn  sonst  wäre  der  Cyclus  1  2  ge- 
schlossen), also  in  einer  neuen  Combination,  etwa  durch  das  Element  (23). 
Aus  denselben  Gründen  kommt  jetzt  der  Index  3  noch  einmal  vor  und  zwar 
nicht  in  der  Combination  (32)  oder  (31),  (denn  sonst  wäre  der  Cyclus  2  3 
oder  der  Cyclus  12  3  geschlossen),  also  in  einer  neuen  Combination,  etwa 
durch  das  Element  (34).  Indem  man  auf  dieselbe  Weise  fortfährt,  erhält  man 
ein  Product  von  n —  1  Faetoren,  welches  abgesehen  von  der  Ordnung  der 
Indices  die  Form 

(12X23)... (»-1») 
hat,    und  wie   man  jetzt  auch  den  nte"  hinzuzufügenden  Factor   wählen    möge, 
so  wird  durch  denselben  immer  ein  Cyclus  geschlossen. 

Für  n=2,  wo  es  nur  das  eine  Element  (12)  giebt,  ist  die  Unmög- 
lichkeit eines  nicht- eye  Tischen  Productes  zweier  Elemente  augenscheinlich,  folg- 
lich gilt  dieselbe  nach  obigem  Beweise  allgemein,  d.  h.  wie  man  auch  aus  den 
— ^ ■  t.  ■  —  Elementen  (12),  (13),  .  .  .  (In),  (23),  etc.  ein  Product  von  n  Elementen 

bilden  möge,    so  ist  dasselbe  immer   ein  cyclisches.     Hiermit  ist  die  Eigenschaft 

3.  an  der  Summe  A  nachgewiesen. 

Es  bleibt  jetzt  noch  zu  zeigen,  dass  die  Summe  A  auch  die  Eigenschaft. 

4.  besitzt.     Der  in  (Ol)  multiplicirte  Theil  von 

A(0,  1,  ...  n) 
sei 

(01)5(0,  1,  ...tO, 
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wo  kein  Glied  in  B  das  Element  (Ol)  noch  einmal    enthalten   darf,    weil  sonst 
der  Cyclus  0   1  geschlossen  wäre. 

Jedes  Glied  von  B  wird  eine  Anzahl  von  Elementen  (Oi)  und  eine 
Anzahl  von  Elementen  (lk)  enthalten.  Dass  beide  Anzahlen  gleichzeitig  ver- 
schwinden, ist  nach  dem  vorhin  Bewiesenen  unmöglich.  Zwei  Elemente  (Oi) 
und  (li)  können  nicht  in  demselben  Gliede  von  B  vereinigt  sein,  weil  sonst 
der  Cyclus  0  1  i  geschlossen  wäre.  Man  betrachte  irgend  ein  Product  von 
n  Elementen,  unter  welchen  (Ol)  und  (Oi),  aber  nicht  (lt),  sei.  An  die  Stelle 
von  (0*)  werde  (lt)  gesetzt,  und  das  neue  Product  heisse  dem  ursprünglichen 
zugeordnet,  so  leuchtet  ein,  dass  zwei  zugeordnete  Producte  zugleich  cyclisch 
und  zugleich  nicht- cyclisch  sind.  Hieraus  folgt,  dass  der  Ausdruck  B  die 
Elemente  (Oi),  (lt)  nur  in  der  Verbindung  (Ot)-i-(lt)  enthält,  wo  i  eine  der 
Zahlen  2,  3,  ...  n  bedeutet.  Der  von  dem  Index  0  unabhängige  Theil  des 
Ausdrucks  B  ist  aber  offenbar  nichts  Anderes  als 

A(l,  2,  . .  .  «), 
folglich  ist  nach  dem  so  eben  Erwiesenen 

B(0,  1,  . . .  n)  =  4(0+1,  2,  3,  ...  n), 
d.  h.  die  Summe  A  besitzt  die  Eigenschaft  4.     Hiermit  ist  die  Identität  der  Aus- 
drücke S  und  der  Summen  nicht- cyelischer  Producte  A  vollständig   dargethan. 


Es  möge  noch  schliesslich  angedeutet  werden,  wie  sich  mit  Hülfe  der 
oben  gegebenen  Entwicklung  des  Ausdrucks  S  auch  die  Glk'derzahl  desselben 
bestimmen  lässt.  Man  vermehre  in  S,  sowie  in  der  Entwicklung  von  S,  jeden 
Index    um    i    und    setze    alsdann    an    die    Stelle    des    Index    i    das    Aggregat 

0  -+- 1 H Y~i,    welches    der    Kurze    halber    mit    i'    bezeichnet    werde.      Der 

Ausdruck 

<*',  »'4-1,  -  -  -  •■+«), 
in  welchen  jetzt  S  übergeht,  heisse  '1\  seine  Gliederzahl  t,  so  ist 

i  =  (>+ix<'+»+ir'- 

In  der  That,  die  Entwicklung  von  T.  d.  h.  diejenige,  in  welche  die  frühere 
Entwicklung  von  S  übergegangen  ist,  enthält  Ausdrücke,  welche  dem  T 
ähnlich   gebildet  sind,    für  welche  aber   die  Zahlen  i,   n   durch  andere    ersetzt 
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sind  und  zwar  n  überall  durch  kleinere.  Indem  man  im  Fall  solcher  Aus- 
drücke, die  einem  kleineren  an  die  Stelle  von  n  gesetzten  Werthe  entsprechen , 
die  Formel  für  %  als  gültig  voraussetzt,  zeigt  es  sich,  dass  sie  auch  für  T 
selbst  gilt.  Für  n=X  giebt  aber  die  Formel  den  richtigen  Werth  r=i'  +  l, 
also  ist  sie  allgemein  gültig. 

Für  i=  0  geht  T  in  S  über  und  r  in  die  Gliederzahl  a  von  S,  welche 
durch  die  Formel 

« =  (,,+ir1 

bestimmt  ist. 

Berlin,  den  12.  Mai  1859. 
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■  rchardt,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  57  p.  183—186,  1860. 


C.  W.  Borchardt's  Werke. 
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Bei  Gelegenheit  einer  Besprechung  des  vortrefflichen  Baltz ersehen 
Buches  über  Determinanten*)  hat  Hesse  in  der  kritischen  Zeitschrift  für 
Mathematik  (Jahrgang  1858  p.  483)  [Kritische  Zeitschrift  für  Chemie,  Physik 
und  Mathematik,  herausgegeben  in  Heidelberg  von  Kekule,  Lewinstein,  Eisen- 
lohr,  Cantor.  Erlangen,  1858]  es  als  wünschenswert!!  bezeichnet,  durch  directe 
Transformation  die  Identität  der  beiden  Formen  nachzuweisen,  unter  welchen 
die  Resultante  der  Elimination  zwischen  zwei  Gleichungen  erscheint,  wenn  sie 
einerseits  nach  der  ersten  Eulerschen  Methode  (1748)  durch  die  Wurzeln  beider 
Gleichungen  als  Differeitzeuproduct  ausgedrückt  wird,  und  wenn  sie  andrerseits 
nach  der  zweiten  Eulerschen  (1764)  oder  Bezoutschen  Methode  in  die  Form 
einer  Determinante  gebracht  wird,  deren  Elemente  die  Coefficienten  der  beiden 
Gleichungen  sind.  Nachdem  Hesse  an  dem  genannten  Ort  ein  Verfahren  be- 
kannt gemacht  hat,  diese  directe  Transformation  zn  bewerkstelligen,  soll  in  nach- 
stehender Mittheilung  ein  von  jenem  verschiedenes  Verfahren  angegeben  werden, 
welches  darauf  beruht,  dass  das  in  der  ersten  Eulerschen  Methode  vorkommende 
Differenzenproduct  sich  als  Quotient  darstellen  lässt,  dessen  Zähler  und  Nenner 
aus  alter nir enden  DÜferenzenprodueten  bestehen. 
Es   Sei 

p(«)  =  bn  &  -hb^  #"-1  H hba  =  \  («—  ft)(*—  &).■■(«— ß%  )■ 

so  wird  die  Eluninationsi'esnltante    R  der  Gleichungen  f(x)  =  0,   <f(x)  =  0  nach 
der    ersten  Eulerschen  Methode    folgendermaßen    gefunden:     Man    bildet    das 


,   Thoovio   und   Anwuiilv;!^  ilcr   ['iMcnüinnsiIcii.      ) .■■■i'r/l£,    18.'t~. 

19* 
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Differenzenproduct 

so  ist 

was  sich  auch  unter  die  beiden  Formen  bringen  lägst 

Bezeichnet  man  nun  mit  %,([„..,«,)  das  alternirende  Differenzenproduct 
der  Grössen  otls  a2j  ...  «„,  jede  Differenz  ak — a{  so  genommen,  dass  von 
einem  a   mit    grösserem  Index  k  eines   mit  kleinerem  Index  i  abgezogen  wird, 

und  setzt  man 

A  =  d(av  ßj,  ■  ■  ■  am), 

-B  =  ^(ft,  ?,,  ■■■  fU 

D  =  J(ß„  ft,  ...  ft,,  «,,«,,  ...  «J, 

so  dass  Z)  auch  ak  folgende  Determinante  (m  +  rc)'ev  Ordnung: 

1    ft     « 


geschrieben  werden  kann,  so  ist 

D  =  (—-ly-A.B.i; 

woraus  für  ( — 1)    P  die  oben  erwähnte  Darstellung  folgt. 
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Wendet    man    dagegen    die    zweite   Eni  ersehe    oder    Bezoi.it  sehe  (Syl- 
vester's  diabetische)  Methode  an,  so  hat  man  zwischen  den  Gleichungen 


VW, 


die  Potenzen  x",   xl,   ...  x",~Hi  1   zu   eliminiren  und  erhält  dann  ; 

vesultante  die   Determinante  (m-i-?i),j;r   Ordnung 


• 

". 

"l   ■ 

■     »— i 

». 

0 

.    0 

a 

a 

0 

0     . 

.    0 

« 

H 

a 

. 

60 

Sl    ' 

■    h    i 

S.-i 

6, 

0     . 

.  .     0 

«.1 

0 

0 

60 
0      . 

4 

K- 1 

6_ 

S.     ■ 

.  .     0 

hn-1 

■  •    J. 

6, 

6i 

.  .     b 

wo    der  Rang  jeder  Horizontal  reihe    durch    die    links    vor  derselben    vor   dem 
verticalen  Strich  stehende  Zahl  angegeben  ist. 

Uro  nun  die  Identität  von  T  und  R  zu  zeigen,  multiplicire  man  die 
beiden  Determinanten  D  und  T  nach  der  gewöhnlichen  Regel,  d.  h.  man 
multiplicire  die  Elemente  der  i'™  Horizontalen  in  D  mit  den  gleichnamigen 
der  kw"  Horizontalen  in  T  und  setze  die  Summe  der  Producte  an  die  k" 
Stelle  der  ite"  Horizontalen  eines  neuen  Determinanten -Schemas.  Auf  diese 
Weise  ergiebt  sich 


«W   ftKfc)    • 

■   ßr'KßO      o 

0 

Kß.)   ß,f(ß,)    ■ 

■  ßr'f(ß.)     « 

0 

Kß.)  ßJM   ■ 

■   «-'«?.)      o 

0 

0             0 

0          ■,(«,) 

«,»(»,) 

0            0 

0           ,<«,) 

o,S>(«,) 

0             0 

0        »W 

«..*(«,) 

0 

0 

0 

¥(«,) 

*(«,) 

*(«..) 
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oder,  wenn  man  für  die  Determinante  ihren  Werth  setzt. 

D.T=  A.B.f(ß1)f(ßa)...f(ßJ.<p(alMaa)...tp(aJ 
=  {—lfambl.Ä.B.Pi, 
und  wenn  man  endlich  auf  heiden  Seiten  mit  D  =  ( — IfA.B.P  hebt, 

r=<£6™.Pa=-B. 

Die   beiden   Formen  11   und    T,    in    denen  die  EJimmalionsresiiltante   nach  der 
ersten  und  zweiten  Eulerschen  Methode  erscheint,  sind  also  identisch,  w.z.b.w. 
Berlin,  im  November  1859. 
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symmetrischer  Functionen  und  über  deren 

Anwendung. 


Mathematisch u  Abhandluriüun  der  Akademie  der  Wissenschaften  au  Berlin,  a.  <1.  Jalirc  1860  p.  1 — 20. 
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Ueber  eine  Interpolationsformel  für  eine  Art  symmetrischer 
Functionen  und  über  deren  Anwendung. 


(ti>1c!S<!ji  in  tlfij-  Akademie  dar  Wissenschaft  im  /n  lierlin  am  7.  Juni    I  SfiO. 


Betrachtet  man  eine  Anzahl  (m)  von  ganzen  Functionen  einer  Veränder- 
lichen und  setzt  eine  gleich  grosse  Anzahl  (m)  von  Argumenten  in  jede  dieser 
Functionen  ein,  so  ist  die  Determinante  der  hieraus  hervorgehenden  (nim)  Ele- 
mente eine  alternirende  Function  jener  (m)  Argumente.  Als  solche  ist  sie 
theilbar  durch  das  alternirende  DUIei'enzenpiwliict  derselben  Argumente  und 
liefert,  dadurch  dividirt,  eine  symmetrische  Function,  welche  die  Eigenschaft 
besitzt,  eine  Interpolation  ganz  in  demselben  Sinne  wie  die  Functionen  einer 
Veränderliehen  zuzulassen.  Die  Aufstellung  der  Formel  für  die  Interpolation 
dieser  symmetrischen  Function  hat  den  Nutzen,  dass  die  blosse  Specialisirung 
derselben  auf  eine  Anzahl  sonst  nicht  ohne  weitläufige  Rechnungen  zu  erlangen- 
der Ergebnisse  führt,  welche  sich  auf  die  rationalen  gebrochenen  Functionen 
beziehen,  auf  ihre  Entwicklung  in  Ketten  bräche  und  auf  die  damit  in  Verbin- 
dung stehende  Interpolation  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  durch 
eine  ganze  Function,  wenn  für  dieselbe  eine  mehr  als  ausreichende  Anzahl  von 
Wertlien  gegeben  ist,  eine  Aufgabe,  welche  von  Herrn  Tschebischef  (Liou- 
ville's  Journal,  2e  Serie,  T.  III  p.  289,  1858)  gelöst  und  von  Herrn  Hermite 
(Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie,  T.  48  p.  62,  1859  Januar  10)  in  neuer 
Behandlungs weise  bearbeitet  worden  ist. 


Um  zunächst  die  erwähnte  allgemeine  Interpolationsform el  aufzustellen, 
sind  folgende  Bezeichnungen  einzuführen: 

Es  seien  m  und  n  ganze  Zahlen  und  n>m,  es  seien  l\(z),  F2(z), ...  Fm(z) 
ganze  Functionen  von  z  höchstens  vom  (n — l)""1  Grade,    xlt  x,2,  ...  xm   verän- 

C.  W.  Borchardt's  Werke.  20 
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clerliche  Argumente,  die  für  z  gesetzt  werden,  alf  «a,  ...  «„  gegebene  Werthe 
von  z.  Es  bezeichne  A(x,,  xs,  ...  xm)  das  alternirende  Differenzenproduct  der 
Veränderlichen  x{,  x2,  ...  x,„  (jede  Differenz  xk — x;  so  genommen,  dass  k^>i), 
endlich  bezeichne  R(xl;  xa,  ...  xa;  y,,  ya>  .  .  .  yb)  das  Differenzenproduct 

welches  das  resultirende  Diilereiizenproduct  jener  beiden  Reihen  von 
Grössen  heisse. 

Dies  vorausgesetzt,  so  ist  die  in  Rede  stellende  allgemeine  Interpolations- 
formel 

[  2±F,M-F,W--F..0O 


(1) 


A(«„«„...«J 

s±-f>,)-f;(«,).-F>„)    ac«,,«,,...«.;^,,... «.) 


ao,,«,, ...«„)         sc«,,«,.-«.;»«...-«;)' 


wo  die  Summe  rechter  Hand  sieb  auf  alle  Combinationen  zu  m  der  n  Grössen 
et,,  «3,  ...  «„  bezieht.  Diese  Formel  drückt  die  Function  linker  Hand  durch 
die  Werthe  aus,  welche  sie  erhält,  wenn  die  Veränderlichen  xL,  xi}  ...  xm  mit 
m  der  gegebenen  Argumente  ct1,  cta,  ...  an  zusammenfallen.  Wenn  man  über- 
einkommt, dass  für  m  =■  1  das  alternirende  Differenzenproduct  A(x1}  xa,  . ..  xa) 
allemal  durch  die  Einheit  zu  ersetzen  ist,  so  ist  die  Lagrangesche  Inter- 
polationsformel der  besondere  Fall  m  =  1  dieser  Formel.  Umgekehrt  wird 
diese  aus  jener  durch  den  sogenannten  Can  ehyschen  Productensatz  für  Deter- 
minanten hergeleitet.     Setzt  man  nämlich  in 

<f{z)  (p'(ax)    z— a1         </r(«s)     z—H  9>'(<0     z~ «„-  ' 

wo  y(s)  =  (z — «])(s—  ß2)...(s— «„),  für  ^  nach  einander  Fn  Fa,  ...  i^,  für 
2  nach  einander  a\,  a:2,  ...  a;„,  und  bildet  aus  diesen  mm  Grössen  die  Deter- 
minante,  so   ergiebt  sieb   nach  jenem   Determinantensatz 

^f,(«,)»,)-f.(-j 

9>(«,)j>(*,).  ■■?(»„) 
Ö       cp'(a,)9)'(ii1)...9i'(a,J        '  «i— »i     «j—  «i         "m~ ".  ' 
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wo  das  Summen  zeichen  S  rechter  Hand  in  dem  oben  bezeichneten  Sinne  zu 
nehmen  ist.  Indem  man  für  die  Determinante,  die  den  zweiten  Factor 
auf  der  rechten  Seite  bildet,  ihren  bekannten  Werth  setzt,  welcher  das  alter- 
nirende  Differenzenproduct  A(xlt  x%i  ...  &'„,)  in  seinem  Zähler  enthält,  wird 
man  auf  die  Formel  (1)  geführt, 

2. 
Eine  der  wichtigsten  Anwendungen   dieser  Formel   ist  die    auf  die  Ent- 
wicklung  rationaler  Brüche    in  Kettenbrüche.      Der    zu   betrachtende  Bruch   sei 

f(z)  f 

'y.  ,   oder  kürzer  gesellrieben    — ,   wo   (p(z)  =  (z—a^z—  «a)...(s— «„).     Ist  / 

von  höherem  als  dem  (n —  l)ten  Grade,  so  sei 

f  =   ».?>+£,->, 

wo  v„  den  Quotienten,  f„_i  den  Rest  (n  —  Vf"  Grades  der  Division  bedeutet. 
Durch  fernere  Division   erhält  man   die  Formeln 


»=»■/■„-,+/„-=. 

p,  =  i, 

9,  =«i 

/„-  =  Sf,-,+f,-,< 

r,  =  «ii 

q,  =»,S,+1 

f,  =  »^A+U 

Pi='aA+*i" 

&  =  »A+Si 

f,  =  ",U 

p7,  =  «Bpn_1+p„_2, 

1,  =  »,?—i+«— t. 

wo    die    Grössen    fn^,    /ä_s,    etc.    und    q„   q%,   etc.    vom    Grade    ihres    Index, 
die    Grössen   pL ,  p2,   etc.    um    einen    Grad    niedriger    als    ihr    Index    und    die 

Quotienten  v.,   v«,   etc.    sännntlich    vom    ersten    Grade    sind.     Die  Brüche    —  j 

— ,   etc.    sind     die    Nähern nüsbrüche    von    -™r- ,    so    duss    der    letzte    — -    ihm 
•h  f  ?» 

gleich  ist,  indem  * 

Von    den    bekannten    unter    diesen   Grössen    stattfindenden  Beziehungen 
erwähne  ich  die  beiden  folgenden: 

W  P„9-Vj,-1  =  (-i)"*'f. ,. 
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Ist  «    irgend    eine    der  Grössen   au  a2>  ...  «„,    so    verschwindet  <p   für  z  =  a 
and    da    gleichzeitig    /„_,    und    f   denselben    "Werth    erhalten ,    so    ergiebt  sich 

aus  (a) 


(o) 


/■,-.,-,(«)  =  (-!)"!.(«)«»), 


was  im  Folgenden  mehrfach  benutzt  werden  wird. 

Die  von  der  Formel  (1)  jetzt  zu  machenden  Anwendungen  bestehen 
darin,  dass  an  die  Stelle  der  Functionen  I'\,  F2,  . . .  Fm  eine  auf  einander  fol- 
gende Reihe  von  Resten  ft  oder  eine  auf  einander  folgende  Reihe  von  Nennern 
der  Nähei'ungsbi'üche  q,  gesetzt  wird. 

Erstens.  Die  zu  betrachtenden  Functionen  seien  fn_Xi  f^_2,  .  .  .  /!_„,, 
so  geht  die  Formel  (i)  in  folgende  über: 

(  ^±/L,(^)/„_aozs)"-/;_„,(o 


(la) 


-,>-«„; 


A(o„ 


J 


-o 


Setzt  man  aus  Gleichung  (e)  die  Werthe 
ein,  so  ergiebt  sich 

=  (-i),+,+'"+'"-'V(«,)«»,)-  ••««.) 


/„«  =  (-i)"~  «„-W/W 


1    },(«,) 

1    ?,(«,) 


9— 

(«,) 

9— 

(.',) 

5„- 

(«,) 

Bezeichnet  man  allgemein  für  jede  ganze  Function  y(z)  den  Coef- 
ficienten  der  höchsten  Potenz  von  z  mit  yf,  so  ist  nach  bekannten  Deter- 
ininantensätzen  die  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  stehende  Deter- 
minante gleich 

Der  Kürze    halber  werde   $  <$...<&_!  mit    -r—    bezeichnet.      Die    Ver- 
gleichung  der  Coefficienteii  höchster  Potenz  in  Gleichung  (b)  giebt 
W  '«-„,  -  1. 
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so    <Ii.lSH 

Mit  Benutzung  dieser  Bezeichnung  wird  also 

_ '"-"^  i;_"r'"±-\.^ '""lV  "'1.  =  -±-f(a  "\f(a  ~)     f(«  ~) 

was  den  Fall  m  =  1  mit  in  sich  begreift,  wenn  man,  wie  es  geschehen  soll, 
festsetzt,  dass  ht  ■=  1  ist.     Dies  in  (la)  eingesetzt  liefert  das  Ergebniss 

ao1jS,...<) 

^  ft)w-w-^;;„,;;.^,:.j- 

Um  diese  Formel  noch  mehr  zu  verallgemeinern,  stiebe  man,  wenn  i  eine 
der  Zahlen  0,  1,  .  .  .  m  —  1  bezeichnet,  auf  beiden  Seiten  den  Coefficienten 
auf,  der  in  die  höchste  Potenz  der  Variablen  xi+1,  xi+i)  .  .  .  xm  multiplicirt  ist. 
Diese  Operation  reducirt  die  linke  Seite  auf  das  Product  der  Constante 

K-f:-,+,f:-„^-f!-,  =  v>,„-m 

in  die  symmetrische  Function  von  i  Variablen 

J±/U(«.)/U^..C«i)-/U>H-,('°,) 
A(*„  »„...«,) 

Man  erhält  daher 


*  h 


W 


£  R(»,,...a.;  «  .«  ) 


eine  Formel,  welche  für  <  =  0  in  die  folgende: 

(5)  '  M-44  =  9m 

übergeht,  wenn  man 


(6) 


Sn«,jn«,j-n«.) 
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setzt,  so  dass  für  m  =  n 

s,  =  ««,)««,)■■■«».) 

wird. 

Zweitens.  Setzt  man  an  die  Stelle  der  Functionen  F  in  Formel  (1) 
die  Reihe  dei"  Nenner  von  Nähenmgsbrtichen  (JV-i,  <i«_s,  --.  qM,  so  dass  zu- 
gleich m  mit  n —  m  vertauscht  wird,  so  erhält  man 


S 


■£±5-, («.+,)■-?.(«,)    *(«,.  - •*„.;  «,.••■ «,.) 


^(«„H-i- ■■•«„)         Ä(ft™+i>  •■•«„;  «p  —  O 

Mit  Benutzung  der  aus  Gleichung  (c)  folgenden   Werthe 


?.,(«)  =  (-!)' 


■  (-1)1 


{«-JH-£»-3H-.+bi 


^±?,_,(«.+,)-?„C«,) 


=  (._1)(-iw^.n--+». 

ist  aber  nach  (2) 

fj?-f:—, 


M-fi— , 


U   AK)      ■  •  •   /„--iM 


««.+,)/(«,.+,)•••««,)  ~  y. 


'  f(.OK«,)..-f(.«J, 


f.ff-ff    ,  h 


oder  nach  (5) 


:    «^«■■«•O-TX-- 
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c-ir'-'-xV-«».'««.)-«".) 


So  erhält  man 


und  durch  Einsetzung  dieses  "Werthes 

I  ,       ,     2±S.WJ.„(«i)-J.-,(«.—) 

j  '-'. AC-,,»,,....^ 

CO  l       5.  Bf«,,«,,...«.   ,;«,,...«  ) 

Indem  man  wiederum,  wenn  i<ft— m  ist,  den  in  die  höchste  Potenz 
von  xi+x ,  iEj+a,  ...  ain_ra  multiplicirten  Goefficienten  auf  beiden  Seiten  aufsucht, 
und  dabei  die  Gleichung 

K+: 

die  aus  (2)   folgt,  benutzt,   erhält  man 


(8) 


:  S«°.yw-«».)-4";'C'-"»!;^.'-°o- 


Die  gefundenen  Formeln  (4)  und  (8)  sind  von  Wichtigkeit  für  die  Ent- 
wicklung rationaler  Brüche  in  Kettenbrüehe.  Die  darin  vorkommenden  Gon- 
stanten  h  werden  durch  die  Gleichungen  (5),  (6)  und  den  oben  bemerkten 
Wertb  /^  =  1  bestimmt.     "Es  ergiebt  sieh 

4,  =  1,      h,  =  9„      '':,  =  —  ,      k'=—. 

und  allgemein 

O       ,0       .... 

(9)  A     =   y,"-iy"^ — , 

wo  die  Reihen  der  </  im  Zähler  wie  im  Nenner  nur  so  weit  fortzusetzen  sind, 
als  ihre  Indiees  positiv  bleiben,  und  wo  die  g  durch  (ß)  dennirt  sind. 

3. 
Die  in   den  Gleichungen  (4")  und  (8)    bereits    unter  doppelter  Form  er- 
scheinenden Ausdrücke  lassen  noch  zahlreiche  neue  Transformationen  zu.    Eine 
derselben    besteht    darin,    dass    die    auf    der    rechten   Seite    jener  Gleichungen 
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Hin 


ücbor  citiü  Intci'poliit.iunsformel  für  eine  Art 


stehenden  Combi  natori  sehen  Summen,  welche  //(-fache  symmetrische  Functionen 
der  cc  sind,  in  Determinanten  verwandelt  werden,  deren  Elemente  einfache  sym- 
metrische Functionen  der  a  sind.  Für  den  Fall  der  Gleichung  (8)  verwandelt 
sich  der  auf  ihrer  rechten   Seite   stehende  Ausdruck 


%(?)- 


',.-«,„) 


„...«,) 


ir'W 


setzt,  m 

(-i)"^^Sz(«,)zC«s)-z(«J(AC«1,«3, 

und  dies  wiederum,  wenn . 

gesetzt  wird  (wo  die  Summe  Über  die  Wcrthc  a,,  «£,  . 
ist),  in  die  Determinante 


«„  von  a  zu  nehmen 


c-i) 


Eine  weitere  Transformation  dieser  Determinante  soll  jetzt  für  die  beiden 
Fälle  i  =  1,  i  =  2  ausgeführt  werden. 

Für  i'=  1  gehen  die  Formeln  (4)  und  (8)  in  die  folgenden  über: 


(ii) 


(IV) 


'Cs.w  -  S 


f(",)--f("j('-",)--("-<'J 


./((«„...«,„;«, 


O 


welches  die  bekannten  Syl  vesterschen  Formeln  sind. 
In  diesem  Fall  wird 

»'«     '      '  <r'(«) 


x(<0  =  - 
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symmetrischer  Functionen   und   über  deren   Anwendung. 


Dies,  in  (10)   eingesetzt,    verwandelt  diesen  Ausdruck  nach  einer  leicht 
auszufahrenden  Transformation  in 


(-1)" 


was    die  Joachimsthalschc   Form    dieser    Functionen    ist   (Crelle's   Journal, 
Bd.  48  p.  386). 

Für  i  =  2    gehen    die  Formeln  (4)  und  (8)    unter  Berücksichtigung  von 
(5)  über  in 

I  C,W/,-,.+1(!/)-/„(s)/,-.+,W 


(1-0 


(12") 


/(«,).../(«„).  («-«w)...»-«,).(y-«w.,).  ■■(»-».) 


?»+ 


-s 


««,)-AO-C«-«i)-(«-«.)-&-».)-(»-0 


Die    combinatorischen  Summen  S  beziehen    sich  hier,   sowie  im  Folgenden,  auf 
die  Werthe  es,,  «2,  ...  #„.  —  In  diesem  Fall  wird 

_<*(«-  «Xjr— g)/(c)  ■         . 

»  —  </(«)  -^-Wi«-"^» 

und  der  Ausdruck  (lü)  verwandelt  sich  nach  gehöriger  Transformation  in 


(12') 


-(-1) 


welches  eine  neue  Forin  für  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (12  )  ist. 
C.  W.  Borchardt's  Werke.  21 
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4. 
Die  so    eben  entwickelte  Umformung   des  Ausdrucks  (8)    für    den   Fall 
■i  =  2  führt  unmittelbar  zur  Lösung   der   oben  erwähnten  Tschebisehefschen 
Aufgabe.     Dieselbe  besteht  darin,  eine  Function 

SM  =  vt-«,*+-+<v" 

nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aus  den  Werthen  Alf  Äi}  ...  A„. 
denen  sie  für  x  =  «n  tt%)  ...  or„  gleich  werden  soll,  zu  bestimmen,  wenn 
m<Cn — 1  ist  und  das  Maass  der  Genauigkeit  für  den  einzelnen  Werth  Ar  durch 
9(cir)  angegeben  wird,  wo  8  eine  ganze  Function  bedeutet.  Die  Bestimmung 
nach  der  Methode   der  kleinsten   Quadrate  erfordert,   dass  die   Summe 

über  die  Werthe  1,  2,  . .  .  n  des  Index  r  ausgedehnt,    zu  einem  Minimum  ge- 
macht werde.     Dies  giebt  die  m-i-1  Bedingungen,  welche  aus 
0  =  2a$6(ary>{%(ßr)~Är) 

hervorgehen,  wenn  man  k  =  0,  1,  . . .  m  setzt.  Da  zufolge  dieser  Gleichungen 
die  Coefficienten  in  gf  lineare  Functionen  der  A  sind,  kann  man 

setzen,  wo  die  Z(x)  Functionen  mte"  Grades  bedeuten,  welche  von  den  Werthen 
A  unabhängig  sind.  Die  Einsetzung  dieses  Werthes  von  §(#)  "*  die  obige 
Bedingungsgleichung  giebt 

0  =  £2alrd(aryXs(ar)A9— 2a$6(aTJAr, 

welche  Gleichung  nur  erfüllt  sein  kann,  wenn  der  Coefücient  jeder  einzelnen 
Grösse  A'  auf  der  rechten  Seite  derselben  verschwindet.  Dies  giebt  für  ein 
bestimmtes  AQ  die  Bedingung 

Lässt  man  den  Index  r  in  dieser  Summation  fort  und  schreibt  dann  r  für  p, 
so  hat  man 

.£ß*0(Y)U.(ß)  =  a*d(aTy, 

wo  das  Zeichen  2£  die  über  die  Werthe  «,,  ce2i  ...  tcn  von  «  ausgedehnte  Sum- 
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symmetrischer  Luinctioncn   und  über  doron  Anwendung. 
mation  andeutet.     Setzt  man  nun 

so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Bezeichnung 

2a0(af  =  ap 
einführt,  für  k  =  0.   1.   ...  m  folgendes  System  linearer  Gleichungen: 
ffoco+  ffici  H H  o1««-    =  W 


und  hieraus  durch  Elimination  der  c  das  Resultat 


Die    Verglcichung    der   jetzt    eingeführten   Grössen   ff    mit    den   Grössen   s   des 
vorigen  §  zeigt  nach  den  DcünitioiisglcLohungen 


..  «VW 


=  5a"ew*. 


dass  sie  identisch  werden,  wenn  man 

setzt.    Indem  man  über  die  Function  f(z)  auf  diese  Weise  verfügt  und  überdies 
die  Bezeichnungen  einführt 


(13)    <(*,<,)  =  - 


s.    y 

m"        0 
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so  class  A^  der  Coel'ticient  höchster  Dimension  in  A.,.„(x,  y)  ist,    erhält  i 
dem  obigen  Resultat  für  Xr(x)  den  Werth 


K<t>)  =  K*J- 


-C*. 


und  hieraus  ergiebt  sieh 

(14)  SK«)  =dr-£^rö0*)Vi.fc  «O 

Da  aber  Am(x,y)  abgesehen  vom  Zeichen  nichts  anderes  ist,  als  der  am  Ende 
des  vorigen  §  erhaltene  Ausdruck  (12b)  für  die  rechte  Seite  von  (12a),  so 
erhält  man 

woraus  zugleich 

hervorgeht.     Setzt  man  für  f(z)  seinen  Werth  <p'(z)6(z"f  ein,  so  erhält  man 

-£+.,  =  SiÖCa1)...0(am+1)A(ß1,...ani+I)}s. 

Mit  Benutzung  hiervon  geht  der  Ausdruck  (14)  von  $(x)  in  den  folgenden 
über: 

(15)  9(«)  - 

worin,  man  eine  Anwendung  der  von  Jacobi  gegebenen  Formeln  zur  Auf- 
lösung der  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate-  gebildeten  linearen 
Gleichungen  (Cr eile's  Journal,  Bd.  22  p.  316  [Jacobi's  Gesammelte  Werke, 
Bd.  3  p.  390])  erkennt.  In  der  That,  wählt  man  aus  den  n  Bedingungs- 
gleichungen,  welchen  <y(;c)  möglichst-  nahe  genügen  soll,  m+1  aus,  z.B.  die 
für  die  Argumente  a1(  «3,  ...  am+1  gültigen,  so  genügt  demselben  die  Function 

Qb — ■«,)...(« — a      )  (x — a  )...(x — a  ) 

(16)  A.  -y- — — -r — t ^rL~-  h \-Am , ,  t ^ — -. 2— -r- ,. 
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zugleich  wird  die  Determinante  aus  den  Coefftcienten  dieser  Bedingungs- 
gleiehungen  (nachdem  jede  mit  dem  Maass  ß(a)  ihrer  Genauigkeit  multiplieirt 
worden) 

und  indem  man  mit  Jacohi  das  Quadrat  dieser  Determinante  das  Gewicht  der 
Combination  nennt,  hat  man,  unter  Anwendung  der  von  ihm  .gegebenen  Regel, 
die  Summe  der  mit  den  entsprechenden  Gewichten  multipUcirten  Functionen 
(16),  für  alle  Comhinationen  der  cc  zu  »i-t-1  gebildet,  durch  die  Summe  der 
Gewichte  zu  dividiren,  um  den  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gemäss 
■  bestimmten  "Werth  der  Function  zu  erhalten.  Hiermit  stimmt  die  Gleichung  (15) 
vollkommen  überein. 

Die  hier  gegebene  Form  für  die  der  Tschebischefschen  Aufgabe  ge- 
nügende Function  ist  auch  dessbalb  merkwürdig,  weil  bei  gehöriger  Speciali- 
sirung  die  Sylvesterschen  Ausdrücke  für  die  Nenner  der  Näherungswerte 
(s.  Gl.  (lla))  in  derselben  enthalten  sind.  Die  Anzahl  der  Argumente  u  gehe 
von  n  in  w-hl  über,  das  hinzukommende  sei  ct0,  der  entsprechende  Functions- 
werth  Aü.  Man  mache  die  besondere  Annahme,  dass  alle  übrigen  Functions- 
werthe  Alt  Ats  ...  Ax   verschwinden,    dass   ferner    «0    und  A^    ins  Unendliche 

wachsen,  und  zwar  so,  dass  sich  ■ — -•  einer  endlichen  Grenze  A  nähert.    Unter 

diesen  Umständen  nähert  sich  der  Ausdruck  (15)  der  Grenze 

S(Ö(«1)...ö(OA(a1,...a„,)P 

(die  Summen  S  über  die  Argumente  «n  «2,  ...  «„  auszudehnen),  was  abgesehen 
von  einem  constanten  Factor  der  Sylvestersche  Ausdruck  für  den  Nenner 
des  mte"  Nälieriin^-werthes   von  ,  ,M     ist.     Dieser  Nenner  q,„  ist  also  die 

nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  dergestalt  bestimmte  Function,  dass 
.  sie  den  Bedingungen.  !'ür  «,,  «s,  ...  aa  zu  verschwinden  und  für  «0  =  oo  pro- 
portional ö™  unendlich  zu  werden,  am  genausten  genügt,  vorausgesetzt  dass 
tt(a,)  das  Maass  der  Genauigkeit  für  die  dem  Argument  a{  entsprechende  Be- 
dingung ist.  Diese  Aussage  giebt  der  durch  l'c-cliriung  gefundenen  Form  des 
Sylvestersehen  Ausdrucks  eine   einfache  Deutung. 
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Der  bisher  erhaltene  Ausdruck  der  Function  $(x)  unterscheidet  sich 
der  Form  nach  von  dem  Tschebischefschen.  Es  ist  nämlich  für  die  Function 
A.in(x,  y)  ihr  Werth  (14a)  in  Form  einer  combinatorischen  Summe  gebraucht 
worden,  während  sich  derselbe  nach  Gleichung  (I2a)  auch  mit  Hülfe  einer 
Determinante  zweiter  Ordnung,  aus  zwei  auf  einander  folgenden  Nennern  q  ge- 
bildet, darstellen  lässt.  Dieser  neue  Werth  von  Am(x,  y)  nimmt  unter  Berück- 
sichtigung von  (14b)  die  Gestalt  an 


(17) 


«*  y)  =  c-ir-c 


und  durch  Einsetzung  hiervon  in  (14)  erhält  man 


d.  h.  die  eine  Tschebischefsche  Form  von  %(x)  (p.  303  der  erwähnten  Ab- 
handlung). Die  andere  beruht  auf  einer  einfachen  von  Herrn  Tschebischef 
angewandten  Transformation ,  deren  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (1 2) 
und  (12a)  fähig  sind,  einer  Transformation,  die  in  ihrer  Aligemeinheit  von 
Jacobi  auseinandergesetzt  worden  ist  (Journal  für  die  reine  und  angewandte 
Mathematik,  Bd.  53  p.  265  [Jacobi's  Gesammelte  Werke,  Bd.  3  p.  583]). 

Nach  den  in  §  2  angeführten  Beziehungen,  die  zwischen  drei  auf  einander 
folgenden  Resten  f  und  ebenso  zwischen  drei  auf  einander  folgenden  Nennern  q 
stattfinden, 

/.-„+,  =  »„/._„+/.-._, 

hat  man  nämlich 

f  oy    .,(jH   w _  i,w  f _  -i')f  (•/)—/■  -  _,c»y _  w 

__ ~t»«„Ms„ür> — 

und  hieraus  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 

.   _.  c.  _  «-. 

v»  -    Ä  -  fLm^ 


/Google 


symmetrischer  Functionen  und  über  deren   Anwendung, 
durch  fortgesetzte  Anwendung 

/■.-,W/.-„,(j)-/.-„C!/)/,-»+1« 


|^f„WL(i)-^-UWCM+- 
■K-Vr~"  -f-j«-f-.(.°=Vi'j)+(-V"f'!f,. 
i,(')i^i(»)-?.Wu.M 

</  —  « 
+  (-l)"""-i-9,W?,(!/)+(-1)'"!:- 


Durch    die    zweite    dieser    Gleichungen"  geht  der   Ausdruck   (17)  von   Am(x,  y) 
über  in 


K-i)"-4|i:!-?..Ws,„Cs)+(-i)'""-^-«„-,W«„-,(s)+- 


.-  !,(")!,(?)+!!: 


und  dies,  in  (14)  eingesetzt,  giebt 

gw  =  c-ir^ä-}.(»»^r«t«,),s»(«j+(-ir"-^-s»-1(«a^»wt^,w+- 

Aus  Gleichung  (c)  des  §  2 

folgt    aber    durcii   Mult.iplication    mit      "'    c-    und  Stimulation    über   die  Werthe 
«,,  «2,  ...   «„  von  ot 


<p'w 


.^Ä-g**.,.^«^.*. 


also  nach  Einsetzung  des  Werthes  f(ci)  =  0(äf<p\a) 
,.    St 


(-1)" 


'  *A)W. 
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und  hierdurch  geht  der  obige  Ausdruck  von  %(x)  in  den  folgenden  über: 
5Ard(aJqm(ar)  SÄ^a^q^a^ 


welches  die  zweite  Tschebischefsche  Form  von  %'(x)  ist  (p.  318  der  erwähnten 
.Abhandlung). 

Es  ist  noch  die  Gestalt  zu  erwähnen,  welche  die  Gleichungen  (18)  an- 
nehmen, wenn  man  in  dieselben  an  die  Stelle  der  Reste  f  und  Nenner  q  die 
ihnen  proportionalen  Sylvesterschen  combinatorischen  Ausdrücke  einführt. 
Man  setze 


q»  =  (-i)"" 


S 


.•■■»,) 


R(av  ...  «m;  «ra+1,  -■-  «„) 
so  dass  nach  den  Gleichungen  (11),  (lla)  und  (6) 

'</„-..«  -  c-ir^  f„w,  *;„„?,»  =  c-ir*~  q„0)> 

C-  =  C  =  C-i)"*H,„ 

so  gehen  die  Gleichungen  (18)  in  die  folgenden  über: 

l        f,„,Mf„,+1(</)-f„(</)f„+1M 


(K_„+1)'  »— 

U(«)Uj)      L_  Mf_„_,W 


(18«) 


«„)' '  y— ' 


!,Wi,(y)  ,   f. 


I         C-iC  CC-i  IM  ~       < 

An  die  Stelle  der  erstcren  ist  für  m  =  1  zu  setzen 

|  /-,(')i-(»)-L,M>W 

<18b)      ]  _  LiMLM      U-)U;>  f,Wf,äO     1 

|~         R-.  tUC-  SR         R  ■ 

Vergleicht    man    diese  Formel    mit    derjenigen,    welche    in    der  zuletzt 
erwähnten  Jacobischen  Abhandlung  (Journal    für    die    reine    und    angewandte 
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1«9 


Mathematik,  Bd.  53  p.  269  [Jacobi's  Gesammelte  Werke,  Bd.  3  p.  589])  vor- 
kommt, so  zeigt  es  sich,  dass  die  vorliegende  der  besondere  Fall  der  dortigen 
ist,  in  welchem  an  die  Stelle  der  allgemeinen  zweifach  linearen  Function  die 
auf  der  linken  Seite  von  (18b)  stehende  sogenannte  Bezoutsche  erzeugende 
Function  tritt,  und  dass  die  Functionen  f  der  entsprechende  Fall  der  dort  in 
Determinante nl'orin  gegebenen  Ausdrücke   U  sind. 

Es  erg'iebt  sich  hieraus  für  die  Sylvesterseheri  Restfunctionen  eine  von 
der  Kenntniss  der  Wurzeln  von  <p(x)  =  0  unabhängige  Darstellung,  nämlich: 

Ist  die  Function  <p(x)  =  (x—a^)(x — «s)...(a:— «„)  nicht  durch  ihre  linearen 
Factoren,  sondern  durch  ihre  Coefficienten  gegeben,  ist  f(x)  eine  zweite  Func- 
tion ntSD  oder  (n — l)ten  Grades,  so  lassen  sich  die  den  Resten  der  successiven 
Division  von  f(x)  durch  cp(x)  proportionalen  Sylv  est  ersehen  Restfunctionen 

„)■•■'(— o 


f_„M  =  (-1) 


■•«,) 


durch  die  Coefficienten  at ;  der  Bezoutsohen  Function 

y-z      .         —    i,     S,     '■' " 

=  X„+Xly+XlS'+-+X^lt 
ausdrücken  und  zwar  in  Form  der  folgenden  Determinante: 


(19) 


'  f.-» 


-1  "it-1, n-m+1  "n-Un-m+1  '    '    "       "«-],«-] 

Dies  Ergebniss  ist  eine  Ergänzung  der  von  Herrn  Cayley  gegebenen 
Aussage  des  Bezoutschen  Eliminationsverfalnvns,  welche  für  den  Fall  m  =  n 
hierin  enthalten  ist. 

6. 

Ausser  den  bisher  angewandten  Mitteln  giebt  es  noch  ein  anderes,  welches 
ebenfalls  aber  in  verschiedener  Weise  dahin  führt,  die  ursprünglich  erhaltenen 
combinatorischen  Summen,  welche  sich  auf  die  Argumente  a,  die.  Wurzeln  der 
Gleichung  <f(x)  =  0,  bezogen,  in  andere  zu  verwandeln,  welche  nur  die  symme- 
trischen Functionen  dieser  Wurzeln  enthalten.  Dieses  Mittel  besteht  in  einer 
neuen  Anwendung  der  Interpolationst'ormel  (1)  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass 
die  Wurzeln  a  durch  neue  nach  Belieben  gewählte  Argumente  ß  ersetzt  werden, 
so  wie  jene  in  (1)  die  Grössen  x  ersetzten. 

D.  W.  Borchardt's  Werk6.  22 
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Die  der  Gleichung  (1)    analog    zu    bildende    und  jetzt   zur  Anwendung 
kommende  Formel  ist  die  folgende: 


(20) 


s 


A(«1jS,...«b) 


wo  die  Functionen  4>  höchstens   vom   Grade  p — 1    sind    und  p   grösser    als  n 
oder  mindestens  gleich  n, 

Ist   in    dein   zur  Kette nbruch -Entwicklung    vorgelegten   rationalen  Bruch 

--V4  der  Zähler   vom  Grade  v.   so  mache  man  p  =  n-\-v,  so  dass  also  f(z)  vom 
<f(z)  r  i  **  J 

Grade  p — n  ist, 

Dies  vorausgesetzt,  so  theile  man  die  Functionen  0,,  'jf>3,  . .  .  <[\  in  zwei 
Klassen  von  je  m  und  n — m  Functionen.  Man  nehme  ferner  an,  dass  tj(z)  und 
£(z)  zwei  Functionen  sind,  welche  beziehungsweise  höchstens  den  Grad  f — m 
und  p — n-+-m  erreichen,  und  endlich  setze  man  für  die  erste  Klasse  der  Func- 
tionen <I>  die  folgenden: 

1)(Z),      Zfj(z),      .   .   .      z"'-^(z), 
für  die  zweite   Klasse  derselben   dn gegen   die  folgenden: 

t(z),     z£(z),     .  .  .     z*->- *£(*), 
alsdann  geht  die  linke  Seite  der  Gleichung  (20)  über  in 

ll  A(«,,...a  ).A(ß   ......  a  ) 


=(_lr,-,s 


n(a,)...n(aJttam+J...Z(an) 


ÄCKl,...«,„;«,„+1,-«J 


Auf  eine  corabinatorische  Summe   dieser  Form  ist  also  die  Interpolationsformel 
(20)  anwendbar  und  demnach 


-S{S 


*<A>-ft.; /*„+.•  ••■/O    i  R(Pi>~ß,;ß.w-ß,) 
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Der  Ausdruck  rechter  Hand  lässt  sich  als  einfache  Summe  von  Gliedern 
schreiben,  deren  jedes  einer  bestimmten  Eintheilung  der  p  Argumente  ßlt 
ßa,  ...  ßp  in  drei  Klassen  von  je  m,  n — m  und  p — n  entspricht.  Ueber- 
dies  ist 

«(«!,..-  \\  ßn+v  ■•■  ?J  =  (.-fp^kß^-rtßj, 

also  hat  man  die  allgemeine  Formel 


(^ 


ö      Ä(a1,...affl;am+],...ßB) 

ytHq    rtßJ~MßJZ(fi^)-t(ßm)9(ß^)-9(.ßp) 
■  <    1}         O  R(ß„...ßm;  ßn+1,...ßn).R(ßI,...ßn;  ßa+1)...ß  )> 


durch  welche  die  über  die  "Wurzeln  a  ausgedehnte  combinatorische  Summe 
linker  Hand  in  eine  andere  verwandelt  ist,  welche  die  Wurzeln  a  nur  ver- 
möge der  Functionswerthe  (p(ß),  also  in  symmetrischer  Verbindung,  enthält.' 
Die  Functionen  jj  und  £  sind  hierin,  wie  oben  bemerkt,  höchstens  von  den 
Graden  p— m  und  p—n+m. 

Um  nun  zu  den  in  §§  2,  3  imfgestellten  coinbinatorischen  Summen  für 
die  Kettenbruch-Entwicklung  von  -^~  überzugehen,  hat  man  nur  nöthig,  die 
Formel  (21)  auf  die  in  den  Gleichungen  (4)  und  (8)  enthaltenen  Summen  an- 
zuwenden, welche  alle  übrigen  als  besondere  Falle  einschliessen. 

Setzt  man  erstens 

v(*)  =  m,  coo  =  (-,-*)(«,-*)...(*,-«), 

wo  der  Grad  p — n  von  f(z)  =  q(z)  kleiner  oder  höchstens  gleich  p—m  und  der 
Grad  i  von  £(s)  kleiner  oder  höchstens  gleich  m  ist,  also  um  so  mehr  <Lp—n+m, 
so  ergiebt  sich 


■  c-uMS 


SRQbi,...x,:  a   ,,,.-■«.) 
_  «°.)-«o-B^';...^C.-ö 

/{W-W,Ä«,.--»,;]i.t„-ü»(|iw)-»(y 


fiCft,  -  i»,„;  fW  ■■■  (»„)■■»(&.  ■•■/<,;  C+„  ■■■<>„) 

Setzt  man  zweitens 

,(.)  =  (.j-»)^-.)...^-»)«.),    SM  =  1, 

wo  i'^n — m  ist,  also  der  Grad  von  i\(z)  höchstens  gleich  £> — n-\-n — m=p — m, 
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so  ergiebt  sich 

*(„„...., ;«,,...«„) 


S««,)-«o- 


£(«„...<,„;<,„,...«„) 


_  ,_1Y,<„-., 6  KßJ-Kß.W',, ■■■«,; ft, -ßJ<f(ß^)-Mßr) 

~{      '         9    «(ßv-ß.iß^-ßJ-Wi—ßjßw-ß,) 

und  hieraus  durch  Vergleichung  der  Grlieder  höchster  Dimension 

_  _  „^Ä  KßJ-KßJ-rtß^J-rtß,) 

^.  -  t    !;        ö  R(ß1,-ß„;ß^-ß.)-R(.ßo-ßJß^-ß. ,)  ' 
pi 

eine   Formel,    worin    für    m  =  n   die    Uosenhainsche   Darstellung    der  Elimi- 
nations-Resultante  enthalten  ist. 

Aus  diesen  Gleichungen    gehen    mit  Hülfe   von  (4)  und  (8)  die  sehhess- 
Hchen  Ergebnisse  hervor: 

_        ,<,-) et  W-KßJB(.*„-»,; ß„+„-ß,Mß,+J-<t(.ß,) 
<-      >         Ö      fl(ft,.  :.ß„;7„+„~  ■>„)■«(&.•  -ß.-.ß^-ß,)      ' 

'w*.+, ä(.„  «„...*,) 

y(^)Q/(C,)-/(^)Ji(»,.-^;ft.-^M^i)-8'tf,) 
(     J        ö    R<.ß„-ß,;ßM,.-ß,).R(.ß1,-ß,;ßM,-ß,)    ' 


=  (-«•"->  s 


ß       = -— , 

1      f(ßt)-f(ßJ-<F(.ß*+Q-9(ßr)  _ 


Die    hieraus    für    die  Ausdrücke  (H)j   (Hs))    (12)  und  (12a)    folgenden 
speciellen  Ergebnisse  übergehe  ich  der  Kürze  wegen. 
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kleinsten  Quadrate. 


chardt,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  58  p.  270-  2VL   1SU1 
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Ueber  Interpolation  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate. 


Indem  ich  in  einer  Abhandlung  [*],  welche  in  den  Schriften  der  Berliner 
Akademie  erscheint,  eine  Interpolati  oh  sformel  für  eine  Art  symmetrischer 
Functionen  aufstellte  und  dieselbe  auf  verschiedene  Probleme  der  Algebra  an- 
wandte, unter  anderen  auf  die  Tschebischefsehe  Aufgabe,  eine  ganze  Func- 
tion gegebener  Ordnung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  bestimmen, 
wenn  eine  grössere  Anzahl  von  Wertheii  derselben  gegeben  ist,  als  sie  nach 
ihrer  Ordnung  anzunehmen  fähig  ist,  —  gelangte  ich  ausser  den  von  Herrn 
Tscheb ischef  selbst  gegebenen  Formen  für  die  Lösung  dieser  Aufgabe  zu 
einigen  anderen,  von  welchen  die  eine,  die  das  Ergebniss  in  combinatoriseher 
Gestalt  liefert,  schon  um  desswillen  bemerkenswert!!  ist,  weil  sie,  ohne  irgend 
eine  .Rechnung  zu  erfordern,  sich  als  blosse  Folgerung  aus  der  allgemeinen 
Regel  erweist,  die  Jacobi  im  22Bten  Bande  des  Orelleschen  Journals  [Jacobi's 
Gesammelte  "Werke,  Bd.  3  p.  390]  für  die  Bestimmung  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  gegeben  hat.  Jacobi  stellt  sich  nämlich  die  Frage,  wie 
sich  der  Werth.  den  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zur  Lösung  eines 
überzähligen**)  Systems  linearer  Gleichungen  für  eine  einzelne  Unbekannte  liefert, 
aus  allen  den  Werthen  zusammensetzt,  die  man  für  dieselbe  Unbekannte  erhält, 
wenn  man  aus  dem  gegebenen  überzähligen  System  auf  alle  Arten  ein  voll- 
zähliges herausgreift.  Er  findet,  dass  wenn  man  für  jedes  vollzählige  System  die 
Determinante  bildet  und  ihr  Quadrat  als  das  Gewicht  des  aus  diesem  System 
hervorgehenden   Werthes   betrachtet,    das    unter  dieser   Hypothese    genommene 

[*]  Siehe  die  voili  ergeh  ende  Ahlumdlinig  p.  lyl   dieser  Ausgabe.  FI, 

**)  Es  ist  kaum  nöthig  besonders  zu  sagen,  dass  ein  System  linearer  Gleichungen  (die  hier 
immer  als  unabhängig  von  cinamlftr  vorausgesetzt  werden)  ein  ülH'iv.fddige^  genannt  wird,  wenn  die  An- 
zahl der  Gleichungen  grosser  ist.  als  diu  der  l'nbc kannten,  so  dass  man  ihnen  nicht  allen  gleichzeitig  ge- 
nügen kann,  dagegen  ein  -vollzähliges,  wenn  beide  Anzahlen  gleich  sind,  so  dass  man  ihnen  und  zwar  nur 
auf  eine  Weise  genügen  kann. 
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Mittel*)  aus  allen  Wertben  derjenige  ist.  welchen  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  liefert.  Diese  Oaeobische  Regel  ist  natürlich  nicht  bloss  auf  jede 
einzelne  Unbekannte  anwendbar,  sondern  ebensowohl  auf  jeden  aus  den  Unbe- 
kannten linear  zusammengesetzten  Ausdruck. 

Die  Tscheb is che f sehe  Aufgabe  ist  ein  besondere]' Fall  der  von  Jacobi 
betrachteten  allgemeinen,  nämlich  derjenige,  wo  das  System  linearer  Gleichungen 
das  folgende  ist: 

Hier  hat  man  dem  Index  r  die  Werthe  1,  2,  . . .  n  zu  geben,  %(x)  ist  die 
unbekannte  ganze  Function  m""  Grades,  woffl<n-l,  Ar  der  gegebene  Werth, 
den  sie  für  x  =  ar  annehmen  soll,  und  ö(«r)  das  Maass  der  Genauigkeit  der 
Gleichung  *$(«,.)  =  Ki  so  dass  nach  Multiplication  mit  6{ar)  diese  Gleichung 
für  r  =  1,  2,  ...  n  ein  System  von  Gleichungen  giebt,  die  alle  gleich  genau 
sind  (eine  Annahme,  die  Jacobi  bei  Aufstellung  seiner  Regel  gemacht  hat). 
Die  Unbekannten  dieses  überzähligen  Systems  sind  die  Coefficienten  von  $(x), 
und  %(x)  selbst  ist  eine  lineare  Function  derselben,  also  nach  der  Jacobischen 
Regel  bestimmbar.  Wählt  man  aus  dem  gegebenen  überzähligen  System  irgend 
ein  vollzähliges,  d.  h.  von  m  +  1  Gleichungen  ans.  z.  ß.  die  Gleichungen,  welche 
den  Werthen  1,  2,  ...  m  +  1  des  Index  r  entsprechen,  so  ist  die  Determinante 
aus  diesem  vollzähligen  linearen  System  bekanntlich 

d(ai)6(ai)...6(ani+l)A(a1,  «2,  ...  am+v), 

wo  A  das  alternirende  Diflej'cnzenjtroduct  der  Grössen  «,,  «s,  ...  «m+1  be- 
zeichnet. Das  Quadrat  dieses  Ausdrucks  ist  also  das  Gewicht  des  aus  dem 
ausgewählten  vollzähligen  System  hervorgehenden  Werthes  von  %(x),  d.  h. 
des  Werthes 

(;,_K  )...(„_«       )  C*-0i)...(.-aJ 


"'(«-«,)-(« -«„.+1)  "'+1fc-«,)-K+1~0' 

nach  der  Jacobischen  Regel  ergiebt  sich  also  für  $(x)  der  nach  der  Methode 


")  Sind  git  jj,  g3,  ■■-   die    iicwi.oiite    der    Werthe    «, ,  at,  Uj,  ...  von   u,    so    ist    das  nach  dieser 
Hypothese  genommene  Mittel  gleich 

ffi»i+gg"i+ga»3+"- 
?i+?a  +  3*  +  "- 
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üeber  Interpolation  luidi  der  Muthüde  der  kldnsU'i)   Quadrate, 
der  kleinsten  Quadrate  bestimmte  Werth  in  combinatorischer  Form 

BW  = 
,1    («-<0...(«-<v4.i)  («-•)...(<-■  1 


'(^...(«r'J  "'(«.^,-«J-(°^,-«.V 

S{e(«1)...9C»„)AC«„...o„+0)' 

wo  die  Summen  S  über  alle  Combhiationen  zu  m  +  1  der  Grössen  «„  «s,  ...  or„ 
auszudehnen  sind. 

Dies  Resultat    ist    natürlich   nur  formell    von   dem  Tschebischefschen 
verschieden. 

Berlin,  im  September  1860. 


C.  W.  Boroliardt' 
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Bestimmung  des  Tetraeders  von  grösstem 

Volumen  bei  gegebenem  Inhalt  seiner  vier 

Seitenflächen. 


lathematische  Abhandlungen  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  a.  d.  Jahre  1865  p.  1—20. 
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Bestimmung  des  Tetraeders  von  grösstem  Yolumen  bei 
gegebenem  Inhalt  seiner  vier  Seitenflächen. 


Gelesen  in  der  Akademie  der   Wissu'nsdiulU'-u  zu  Berlin  am   29.  Juni  1865. 


1.  In  Lagrange's  berühmter  Arbeit  über  die  Pyramiden*)  findet 
sich  eine  Behandlung  der  Aufgabe,  dasjenige.  Tetraeder  zu  bestimmen,  welches 
bei  gegebenem  Inhalt  seiner  vier  Seitenflächen  das  grösste  Volumen  besitzt. 
Diese  Aufgabe  wird  daselbst  darauf  zurückgeführt ,  die  positive  Wurzel  einer 
Gleichung  vierten  Grades  zu  bestimmen ,  deren  erstes  und  letztes  Glied  ent- 
gegengesetzte Zeichen  haben.  Herr  Painvin  hat  gezeigt"),  dass  in  der  Reihe 
der  fünf  Coefficienten  jener  Gleichung  vierten  Grades  nur  ein  Zeichenwechsel 
vorkommt,  dass  jene  Gleichung  also  nur  eine  positive  Wurzel  hat.  Durch 
mühsame  Rechnungen  weist  derselbe  nach,  dass  dieser  positiven  Wurzel  ein 
wirkliches  Tetraeder  entspricht. 

Die  gegebene  Lösung  scheint  nicht  als  eine  vollkommen  befriedigende 
angesehen  werden  zu  können,  theils  wegen  der  unsymmetrischen  Form  der 
Lagrangeschen  Gleichung  vierten  Grades,  theils  weil  die  Eigenschaften  dieser 
Gleichung  nicht  hinlänglich  ergründet  sind. 

Eine  von  der  Lagrange sehen  verschiedene  Behandhing  des  Problems 
hat  mich  dazu  geführt,  dasselbe  von  einer  Gleichung  vierten  Grades  abhängig 
zu  machen,  welche  die  gegebenen  Grössen  symmetrisch  enthält.  Diese  Gleichung 
vierten  Grades    hat    die  Eigenschaft    lauter    reelle   Wurzeln   zu    besitzen.     Der 


*)  Solutions  analytinues  de  quelques  pro'oleiiies  si.ir  los  pirnmid'.^  irifLii^uluires.  Nouveaux  Memoire- 
dt:  I'AeaiLemie  (las  scienees  et  belies-  lerne*  Je  Berlin.  A:mi;e  177-  'i  p.  1411  [Oeuvre-  de  Lagrange. 
T.3  p.  661], 

**)  Nouveiles  Annales  de  Hathematiquea ,  tM.  par  MM.  Ter  quem  et  Gerono,  2"  Serie, 
T.  1  p.  267,  1862. 
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YnhijROn 


grössten  ihrer  vier  Wurzeln  entspricht,  zugleich  ein  wirkliches  Tetraeder  und 
ein  wirkliches  Maximum  seines  Volumens,  ein  Resultat,  zu  dessen  Beweis 
die  bekannte  zwischen  den  Inhalten  der  vier  Seitenflächen  eines  Tetraeders 
stattfindende  Ungleichheit  gebraucht  wird.  Den  drei  kleineren  Wurzeln 
entspricht  weder  ein  wirklich  existirendes  Tetraeder,  noch  ein  wirkliches 
Maximum  des  Volumens.  Die  neue  Gleichung  vierten  Grades  bietet  durch 
ihre  Form,  ihre  Eigenschaften  und  durch  die  algebraischen  Ausdrücke,  die 
bei  der  Discusskm  ihrer  Wurzeln  auftreten,  ein  Interesse  dar,  welches 
über  ihre  specielle  Bedeutung  für  die  Lösung  des  vorliegenden  Problems 
hinausgeht. 

2.  Als  Unbekannte  des  Problems  sehe  ich  die  Quadrate  der  sechs 
Kanten  des  Tetraeders  an,  durch  deren  ausschliessliche  Betrachtung  alle  trigo- 
nometrischen Rechnungen  vermieden  werden.  Ich  bezeichne  mit  (1),  (2), 
(3),  (4)  die  vier  Eckpunkte  des  Tetraeders,  mit  (12)  =  (21),  (13)  =  (31), 
.  .  .  (34)  =  (43)  die  Quadrate  seiner  sechs  Kanten.  Indem  man  die  nach  dieser 
Bezeichnungsweise  verschwindenden  Grössen  (11),  (2  2),  (3  3),  (44)  vorläufig  in 
Evidenz  stehen  lässt.   erhält   man   in  der  Determinante 


CD 


(11)  (12)  (13)  (14)     1 

(21)  (22)  (23)  (24)     1 

(31)  (32)  (33)  (34)     1 

(41)  (42)  (43)  (44)     1 

1  1  1  10 


den  Ausdruck,    von  dessen   Betrachtung    und    Transformation    die  Lösung  der 
vorliegenden  Aufgabe  abhängt. 

Es  sei  V  das  Quadrat  des  sechsfachen  Volumens  des  Tetraeders  (1234), 
es  seien  «,,  «2,  ff3,  a,  die  Quadrate  der  doppelten  Flächeninhalte  der  vier 
Dreiecke  (234),  (134),  (124),  (123),  so  ist  bekanntlieh 


(2) 
(3) 


■■i& 


[3(11)> 


*3(22)  ' 


'  3(33)  ' 


8fl 
'"9(44)  ' 


Dies  vorausgesetzt,    besteben   bei  positiven  Werthen    der  sechs  Kanten- 
quadrate  die  Bedingungen  für  die  wirkliche  Existenz  des  Tetraeders  darin,  dass 
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'in  plT>  ^  D 

R  positiv  sei,  negativ  dagegen  eine*)  der  fünf  Grössen")    „ ,       ,  -q?^\>  W^Vi' 

-fry,-,^  ,  -^tte-ft-,  wo  unter  ■.,,...    die    durch  Fortlassung  der  letzten  Horizontal- 
5(44)  '    5(55)  '  ö(55) 

und  Verticalreihe  aus  E  abgeleitete  Unterdeterminante,  also  (da  (11)  =  (22)  = 

(33)  =  (44)  =  0  ist)  der  Ausdruck 

(4)     (ötS)  =a2)s(347+(137(24)=-t-(14)X23)^ 

|      '  -2(12)(34X13)C24)— 2(12X34)C14)(23)-2(13)(24)(14)C23) 

zu  verstehen  ist.  Dass  dieser  Ausdruck  negatives  Vorzeichen  hat,  ist  gleich- 
bedeutend mit  dem  bekannten  Satz,  wonach  sich  aus  den  drei  Producten  gegen- 
überstehender Kanten  V(12)(34),  V(13)(24),  V(14)(23)  ein  Dreieck  bilden  läset. 
3.  Die  gegebenen  Grössen  des  Problems  sind  die  Inhalte  der  vier 
Seitenflächen  des  Tetraeders  oder  deren  vierfache  Quadrate  alf  a%,  a3,  aA. 
Diese  vier  positiven  Grössen  sind  unabhängig  von  einander,  in  dem  Sinne,  dass 
keine  Gleichung  zwischen  ihnen  besteht.  Aber  sie  genügen  einer  Ungleichheits- 
bedingung.  Je  drei  der  positiv  genommenen  Quadratwurzeln  Väi,  Vä2i  Ya3,  Va, 
addirt  und  um  die  vierte  vermindert  geben  einen  positiven  Rest.  Diese  vier 
Ungleichheiten,  von  denen  drei  sich  von  selbst  verstehen,  sind  gleichbedeutend 
mit  ihrem  Product,  d.  h.  mit  der  einen  Ungleichheit 
(5)  M—  S]/allha3a4  -<  0, 


*)  Wenn  man  /..  B.  die  Bedingungen  R  >  0,      ,  <  0  als  nathwendig  und  ausreichend  für  die 

wirkliche  .Existenz  Uns  Tetra ciiers  beweisen  will,  so  denke  man  sieb  um  die  Punkte  (3),  (i),  welche  in  einer 
gegebenen  Ebene  und  in  der  Entfernung  ]/<jii).\t.m  einander  liegen  rnGjroa,  mit  den  Radien  |/(ä3j,  V'ß'i) 
Kreise  beschrieben  und  such«  die  Bedingung,  dass  sie!)  dieselben  in  einem  reellen  Punkt  (2)  schneiden, 
hierauf  denke  man  sich  um  die  Punkte  (2),  (3),  (4)  mit  den  Radien  |/(T2),  ^(TS),  |/(ll)  Kugeln  beschrieben 
und  suche  die  Bedingung,   dass  sich  dieselben  in  einem  reellen   Punkt  (1)  se'aneideu. 

**)  Sobald  von  den   genannten  fünf  Unterriclenninatdon   eine   neg;i!iv  ist,   so   sind  es  auch  die  vier 
anderen.     Berücksichtigt  man  nämlich  die  Formeln 

B''R  „,„,,  e 


'S(U)tü^)  K"  ''      8(11)^(55) 


=  L>ia;i)(34)(;M;L 


deren  i 

■erfite  Seiten  ?e 

sind,  , 

i  gellt  aus  der 

hervor. 

dass  bei  positi 

.    dass    die   saii'.nj*1.:!  iiii:    t  ■  1 1 1 ■  L ■. I : ■  r .: i ■ ) i ) i : i : 1 1 l* l: 1 1    xivr;:,/:1   (ir.lnun«    -„- = posil 

d(u)d{kk) 

3'fl        __    SR       SR f_J^_V 

8(ii)S(kk)    ~  5t«)     ö(ft*)       \  8(ih)  / 

li  die  fünf  Unterdetenoiuaiik-n   --,-,-.-,■  a!n:   von   gleichem  Vorzeitdien  sind. 
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in  welcher 

(6)  M=  t^+a^+al+a\—2a1aa—2alax—2a1ai—2aaai~2asai—2a3at. 

Die  Ungleichheit  (5)  ist  entweder  erfüllt,  wenn  M  negativ  ist,  oder,  wenn  M 
positiv  und  kleiner  als  %\a\a^äli  ist.  In  diesem  letzteren  Fall  ist  der  Aus- 
druck 

(7)  N  =  jtf2— 64«^«,«, 

negativ.  Es  muss  also  von  den  beiden  Ausdrücken  N  und  M  mindestens 
einer  negativ  sein.  N  ist  das  Product  aus  den  acht  Werthen  der  irrationalen 
Grösse 

worin  eine  der  Quadratwurzeln,  z.  B.  ]/«,,  überall  mit  demselben  Vorzeichen 
genommen  wird,  d.  h.  N  ist  die  Norm  jener  irrationalen  Grösse").  Führt  man 
für  Ol,  %,  «3,  a4  die  neuen  Grössen 

(Si  =  ffli_|_0j_|_fflj_|_a4 

(8)  k  =  *+«»—>—* 


ein,    so    erhalten    die  beiden   Ausdrücke  M  und  N,    welche   nach    dem  Obigen 
nicht  gleichzeitig  positiv  sein  dürfen,  die  einfache  Gestalt 

(9)  M=  ±\—b\+b\-+-b\+b\\, 

(10)  N  =  blbl+blbl+b\bl—2b1bababt. 

4.  Nach  diesen  Auseinandersetzungen  gehe  ich  zu  dem  Lagrangeschen 
Problem,  selbst  über.  Dasselbe  besteht,  darin,  die  sechs  Unbekannten  (12), 
(13),  ...  (34)  so  zu  bestimmen,  dass  erstens  at,  a.,,  ais  aA,  oder,  was  dasselbe 

ist,     »,,...  .     .„..,■     .„„  ■    -x-/TTT    gegebene    Werthe    erhalten,    wodurch    die 
'     ö(ll)'     ö(22)'     ö(33)5     3(44)    &  b- 

*)  Die  Gencralisirutig  der  Gleichung  (7)  besteht  darin,  dass  sieh  die  Norm  der  irrationalen  Grösse 
]fä^-\-^a.i -| VVä^  immer  auf  die  "Form  M*2 — a^.-.ti^.M^  bringen  Esst,  wo  M  und  Mt  ganze  sym- 
metrische Functionen  von  a,,  as ,  ...  «Sj[  sind,  ein  Satz,  der  bisher  noch  nicht,  bemerkt  worden  zu  sein 
scheint,  obgleich  sie]]  dcr.wllie  aus  den  Kroneckerschen  Formeln  (Journal  do  Jf.  Liouvillo,  2"  Serie, 
T.  I  p.  385,  1856)  herleiten  lässt. 
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6  Unbekannten  Functionen  zweier  Grössen  werden,  und  dass  zweitens  7=1.-/? 
seinen  grössten  Werth  annimmt,  wodurch  noch  zwei  Gleichungen  hinzukommen. 
Die  6  Unbekannten  müssen  also  den  Bedingungen  des  Problems  gemäss  6  Glei- 
chungen  genügen. 

Berücksichtigt   man,    dass   R   ein    homogener  Ausdruck    dritter  Ordnung 

und    ,,,.,,  .  ^ttshv,    a,o,,  ;   -57T7T  homogene  Ausdrücke  zweiter  Ordnung  der 
3(11)  '    3(22)  '    o(33j  '    3(44)  a 

sechs  Unbekannten  sind,  so: leuchtet  ein,  -dass,  wenn  ein  System  von  AVerthen 

der  Unbekannten    den   Gleichungen  (3)  genügt    und   R  zum   Maximum    macht, 

zugleich  das  entgegengesetzte  System  den  Gleichungen  (3)  ebenfalls  genügt  und 

R  zum  Minimum  macht.     Die  Gleichungen  des  Problems,  welche   Maximum  von 

Minimum  nicht   unterscheiden    lassen,    bleiben    daher  dieselben,    mag  man  das 

Maximum  von  R  oder  von  R*  suchen. 

5.     Die    wirkliche    Aufstellung    der    Gleichungen    des    Lagrangeschen 

Problems    wird    wesentlich    vereinfacht,    wenn    vorher    die    in  (1)    aufgestellte 

Determinante  fünfter  Ordnung  R,   die,    wie  bemerkt,   eine  homogene  Function 

dritter  Ordnung   der  Unbekannten  ist,    auf  eine  Determinante  dritter  Ordnung 

reducirt  worden  ist. 

Diese  Reduction  wusste  man  bisher  nur  dadurch  zu  bewirken,  dass  man 

die  Grössen    der  ersten  Horizontalreihe    von    den    entsprechenden  Grössen  der 

zweiten,    dritten,    vierten  Horizontalreihe  subtrahirte  und   dadurch  R  auf  eine 

Determinante    vierter  Ordnung  redneirte,    dass    man  in    dieser  die  Grössen  der 

ersten    Verticalreihe    von    den    entsprechenden    Grössen    der    zweiten,    dritten, 

vierten  Verticalreihe   subtrahirte    und    so   schliesslich   eine  Determinante  dritter 

Ordnung   erhielt.     Aber    die    hieraus    hervorgehende  Transformation  von  R  ist 

unsymmetrisch   in  Beziehung  auf    die  vier  Kekpunkte   des   Tetraeders,    Lind    in 

dieser  Unsymmetrie    liegt  hauptsächlich    die    Un  Vollkommenheit    der    bisherigen 

Lösung  des  vorliegenden  Problems. 

Die  neue  Transformation,    welche    ich    zu  Grunde  lege,    besteht  darin, 

dass  man  aus  der  Determinante 

|(11)  (12)  (13)'  (14)  II 

(21)  (22)  (23)  (24)  1 

(31)  (32)  (33)  (34)  -1 

(41)  (42)  (43)  (44)  ij 

1  1  1  1  0 
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und  der  numerischen   Determinante 


das  Product  bildet,   welches  sieh  auf  eine  Determinante  vierter  Ordnung  redu- 
cirt,  und  dass  mau  diese  wiederum  mit  der  numerischen   Determinante 


1 


-1 


11 


multiplicirt.      Dann    wird    das    Resultat    eine    Determinante    dritter    Ordnung 
welche  sich  in  der  symbolischen  Form 

F'      FG     FH 
(11)  -16S  =     GF      6«      GH 

HF     HG      II' 
darstellen  lässt,  wo 

F  =  (1  +  2—3—4) 
C  =  (1-2+3—4) 
H  =  (X  — 2— 3  +  4). 

Die  Bedeutung  der  symbolischen  Ausdrücke  F'\  FG,  etc.  wird  nach  Eir 
führung  der  Grössen 

ic  =  (ll)+(22)+(33)+(44) 

|  f  =  (ll)+(22)-(33)-(44) 

8  =  (ll)-(22)+(33)-(44) 

U  =  (H)-(22)-(33)+(44), 

I  2s,  =  -(12)-(34)+(13)+(24)+(14)+(23),  2t,  =  (12)— (34) 
{  2eB  =.  (12)+(34)-(!3)-(24)+(14)+(23),  2t,  =  (13)-(24) 
(2s,=      (12)+(34)+(13)+(24)-(14)-(23),     21,  =  (14)-(23) 

durch  die  Formeln 

(F!  =  e-4s.,,  GH=  HG=\  — 4i, 

(14)                            ](?'  =  e— 4s,,  FH=HF  =  0-4(s 

|#>  =  t— 4s4,  FG=  GF  =  f|  — 4t4 


(15) 


(13) 
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gegeben,  in  welchen  die  verschwind  enden  Grössen  e,  f,  g,  l)  noch  nicht  fortge- 
lassen sind.     Nach  Ammllirimg  dieser  Grössen  erhält  man  aus  (11)  und  (14) 


(15)  2V=±R  =    t4        s3         ü  =ää8Js4-H2is(s(,-3J^-s3^s4*J, 

t3         t2        s4  j 

eine  G-leichung,  in  welcher  die  neue  Darstellung  für  das  Quadrat  des  Te- 
traedervolumens enthalten  ist.  Dieser  Ausdruck  ist  in  Beziehung  auf  die 
Ecken  des  Tetraeders  symmetrisch.  Die  Vertauschung  der  Ecken  (3),  (4)  lässt 
die  Grössen 

V         V  s4-         *-v         h>  S4 
respective  in 

ss,        84,  s3,        t2,        ;4,  t3 

übergehen,  die  Vertauschung  der  Ecken  (1),  (2)  dagegen  in 

analog  ist  das  Verhalten  bei  den  übrigen  Vertauschungen;  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  (15),  welche  in  Beziehung  auf  die  drei  Indices  2,  3,  4  sym- 
metrisch ist  und  von  den  Grössen  t2,  t:i,  tt  nur  deren  Quadrate  und  das  Pro- 
duct  t2t3tq  enthält,  bleibt  daher  bei  allen  Vertauschungen  der  Ecken  unverändert. 
6.     Die    in    den    Gleichungen    (3)    vorkommenden    Unterdeterminanten 

-.,,,..  ■^7oa,-,     .-. „, » .  ,   -^7,-;,    lassen  sieh    ebenfalls    in    den    neuen    durch  (1.3) 
ö(ll) J    d(Z3)      ö(ö3)'    o(44)  ^     ' 

definirten  Unbekannten  s^,  s3,  s4,  ta,  t3;  U  darstellen.     Die  Rechnung  vereinfacht 
sich,   wenn  vorher  in  die  Gleichungen  (3)  an  die  Stelle  jener  vier  Unterdeter- 
minanten die   folgenden    -->. — ,   -r^~,   -vr~.     *,■■■    eingeführt  werden.     Dies    ge- 
öe  '     öf  '     da,  '     dt)  to 

schieht  zufolge  (12)  vermittelst  der  Relationen 

OB         3R_ 

"Sa  +  a% 

8R        dR 

SR         SR 


SR 

3(11)  - 

SR         SR 

3R 

3(22)   ~ 

SR         SR 

~Se  +  Sf 

SR 

3R         SR 

3(33)  — 

3e         Sf 

SB 

BR        dR 

3(44)   — 

et      af 
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Werden  zugleich  für  alt  a2,  ax,  a,  die  in  (8)  aufgestellten  neuen  Grössen 
!>!,  62,  Aa,  b,  eingeführt,    so  erhält  man  an  Stelle  von  (3)  die  Gleichungen 


BR_  _,        8K    _ 
dt    ~       "      8\    ~~ 


—  —  —b 

81)    ~       < 


und     diese     gehen     nach    Substituirung    der    aus    (11),     (14)    hervorgehenden 
Werthe*) 

SR  _    SR        _dlt_  dlt _,(_§£_      SS.        3R  \ 

St   ~  ä(F')  +  8(G")  +  d(H')  ~~      Tl9.a,     h  8«,  +  8s,  I 


SR_ 

8? 

dR 

H 

dR 


dR 
8((Jj3)  ' 

dR 

d(FB)' 

SB 


SR 
d(HQ) 

dR 

'  d(HF') 

dR 


ä(l'G)  T  d(GF)  '      ¥ 

ihrer  linken  Seiten  schliesslich  in  die  folgenden: 
OB 


dR 

'  dt, 
SR 

7  8'. 
9K 

:  *.. 


(16) 


Käs, 


8R 
'  8s, 


8«  ' 


=  V    i 


9*. 


9s, 


'  », 


über,  wo  it  durch  (15)  bestimmt  ist. 

Dies  Resultat  zeigt,  das*  die  Gleichungen  des  Problems  einer  weiteren 
Vereinfachung  fähig  sind,  wenn  an  die  Stelle  der  Unbekannten  s2,  s3,  *4,  ^,  *3,  S4 
die  sechs  Unterdeterminanten  der  Determinante  (15)  eingeführt  und  gleichzeitig 
die  Bedingungen  des  Maximums  von  B2  anstatt  von  R  aufgesucht  werden**). 
Führt  man  nämlich  die  neuen   Unbekannten 


(17) 


dR 
9s„ 
8fl 
9s, 
dR 
:  9». 


8E_ 

:'dt,    ' 

dR 
'   8t,    : 
J)R_ 
'   dt,    ' 


ein,   so  dass  die  aus  denselben  gebildete  Determinante  das  Quadrat  der  Deter- 


*)  Tin  Folgenden    wird    imler    i —r. — ,    ete.    der   naeh  a 
Detenouiaiue  (!ö)  aemaialeu.  also  dar  doppelte   Wevtti  der  (3 ,  e 
**)  Yergl.  Nr.  4. 


ata.   gonoiameae   Diluaeniialauotient    dar 
eolS|aaclietalon   üuitordelenniaaiite 
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minante  (15)  wird,  so  treten  an  die  Stelle  von  (15),  (16)  die  Gleidiangea 

(18)  W  =  4V'2  =  T\R" 

(19)  o^+iy+oi^i^    s  =  \bi,    t3  =  *V    *%  =  V>h 

und  das  vorliegende  Problem  ist  darauf  zurückgeführt,  die  Determinante  (18) 
zum  Maximum  zu  machen,  während  zwischen  ihren  Elementen  die  Bedingnngs- 
gleichungen  (19)  bestehen.  Da  tif  t3)  t4  gegebenen  Constanten  gleich  sind, 
so  ist  zur  Aufstellung  der  Gleichungen,  welche  dies  Maximum  definiren,  nur' 
der  Ausdruck 

zu  bilden,  in  welchem  — ^u  den  Multiplicator  bezeichnet,  und  dessen  nach 
ö2)  »"in  o*  genommenes  Differential  gleich  Null  zu  setzen.  Dies  gieht  die 
Gleichungen 

3ff^        T  '      da,        4  '      öff4 

oder 

Aus    der  zwischen   den  Determinanten  (15)  und  (18)  staUlindenden  Be- 
ziehung folgen  bekanntlich  die  Gleichungen 


(21) 


dW 
da,  " 


Sa,   ' 

aw 


.2F.„ 
=  2  Fi,, 
=  2F<  , 


3  W 
SW 

ds  " 

dW 


■  2  Vt, 
=  271, 
=  2Ft. 


Demnach  gehen,  wenn  anstatt  u  eine  neue  Grösse  s  durch  die  Relation 
(21*)  u  =  8V, 

eingeführt  wird,  die  Gleichungen  (20)  in  die  folgenden: 

(20*)  ■,  =  ■,  =  •,=  s 

über,  welche  vermöge  (13)  das  Resultat 

(22)  2«  =  (1 2)+(34)  =  (13)+(24)  =  (14)+(23) 
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liefern.  Dies  sind  die  von  Lagrange  gefundenen  Gleichungen,  welche  für  das 
Maximum,  von  welchem  die  Rede  ist,  erfüllt  sein  müssen.  Sie  drücken  aus*), 
dass  sich  die  vier  Höhen  des  Tetraeders  in  einem  Punkt  schneiden.  Die  Be- 
stimmung der  Grössen  as,  <ra,  a»,  rs,  r3,  t4  ist  in  den  Gleichungen  (19),  (20) 
enthalten.     Nach  Elimination  von  ts,  r%,  t4  bleiben  die:  Gleichungen 

(23)  ffl-|-ffB+tf4  =  bv     a3a^— ib\  =  ffs(rt— ib\  =  ff8ff8— $%  =  £w 

übrig,  und  nach  Elimination  von  o\,  o\,,  ö,  zwischen  diesen  gelangt  man 'zu 
einer  Endgleichung  in  u. 

7.  Neben  den  Gleichungen  (23)  müssen  Ungleichheitsbedingimgcn  erfüllt 
sein,  welche  erstens  ausdrücken,  dass,  während  das  erste  Differential  von  W 
verschwindet,  das  zweite  Differential  negativ  werden  soll,  und  welche  zweitens 
die  wirkliche  Existenz  des  Tetraeders  zur  Folge  haben.     Aus 

ergiebt   eine   nochmalige  Dilfcrcntiation 

%d2  W  =  aid(r..<lsll^-o:jiit..da^-haAda3da3, 
oder,    wenn    vermöge    der  Relation    du^-hdo^-hdo^  =  0    hieraus  dat    eliminirt 
.  wird, 

^d2W  =  —  ffsdff|—  tf/of-Ktf^— <t^~a3)dtt3daa. 

Damit,  d'1  W  negativ  sei,  müssen  daher  aif  er,  positiv  sein  und  überdies 

{a^a^aJ-Aa2a,  <  0, 
d.  h. 

(24)  ff|-|-tfä+o|— 2^^— 2tf2»r4— 2ff,tf4  <  0, 

eine  Ungleichheit,   deren   linke  Seite   sich   mit  Hülfe    der  aus  (13),  (17),  (20*), 
(22)  hervorgehenden  Relationen 

(24*)     ai  =  f~  **  =  (12)(34),     ffs  =  sa— %  =  (13)(24),     <r4  =  s;— 1\  =  (14)(23) 

als  identisch  mit  dem  Ausdruck  (4),  d.h.  mit  -57&.\  >  erweist. 

Die  Bedingungen,  unter  welchen  das  Tetraeder  ein  wirklich  existirendes 
ist,    sind**)    die    folgenden:    Die    sechs    Grössen    (12),    (13),  ...  (34)    müssen 

*)  "Vergl.  Lhuilier,  de  rcliitirmt  niul.ua  capacitatb  ('1  tenninorum  ti^uraruiii  geornntrice  coiisiderata 
p.  151,  und  Teuei'bach,  Grund riss  zu  analytischen  IJnturSHi-hungeii  der  dreiteiligen  Pyramide  p.  38. 
**)  Vergl.  Nr.  2. 
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positiv  sein*).  Ferner  müssen  R  =  SV  und  a  fortiori  7?s  =  16  W  positiv 
sein,  zwei  Bedingungen,  deren  erstere  sich  zufolge  (21*),  (22)  durch  die  For- 
derung ersetzen  lässt,  dass  u  positiv  sei.  Endlich  müssen  -57^ <  ,  y/wp  "ärryT' 
BR  J)R_ 
0(44)'    3(55) 

(24)  identisch,  die  ersten  vier  dagegen  verstehen  sich  von  selbst,  denn  die 
Gleichungen  (19)  sind  mit  (3)  gleichbedeutend  und  in  diesen  sind  alf  a2,  a3,  aA 
positive  Constanten. 

Die  neben  den  Gleichungen  (23)  zu  erfüllenden  Ungleichheiten  sind  daher 
ausser  (24)  die  folgenden: 

(25)  u  >  0, 

(26)  W  ■>  0, 

(27)  (12)>0,    (13)>0,    (14)>0,    (23)>0,    (24)>0,  .  (34)>0. 

Die  9  Ungleichheiten  (24),  (25),  (26),  (27)  sind  nothwendig  und  hin- 
reichend, damit  (PW  negativ  und  das  Tetraeder  ein  wirklich  existirendes  sei, 
sie  sind  zwar  nicht  unabhängig  von  einander,  aber  eine  weitere  Reduction  der- 
selben wird  für  die  folgende  Untersuchung  nicht  erfordert. 

8.  Es  kommt  jetzt  zunächst  darauf  an,  zwischen  den  vier  Gleichungen 
(23)  a2,  os,  g„  zu  eliminiren.  Löst  man  die  drei  letzten  dieser  Gleichungen 
nach  os,  u3,  o4  auf,  so  findet  man 

(28)  2o,=^-j-V^),     2.^-i-^ViW,     2o,  =  — TyfW, 

u+o^  m+63  «H-ot 

wo 

(29)  »(«)  =  (u+blXu-t-blXu+bl). 

Diese  Werthe,  in  die  erste  Gleichung  (28)  eingesetzt,  geben 
(29«)  2(.,+«,+0,)  =  T*i-  =  2t, 

und  daher 

(30)  /(«)  =  [</(»)]'-«;  <K»)  =  ° 

als  Endgleichung  der  Elimination.  Hat  man  aus  (30)  u  bestimmt,  so  ergeben 
sich  ö2,  ff3;  Gi  aus  (28)  auf  eindeutige  Weise,  da  nach  (29*)  V<p~(iC)  =  --kr—, 
also  mit  dem  Zeichen  von  <fl'(u\  zu  nehmen  ist. 


:i)  llicrLius  hlg\  nach  (iM*)  von  selbst,  ilass  tr, .  ti:i,  o,  positiv  sind. 
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9.  Die  Gleichung  vierten  Grades  (30),  welche  von  den  gegebenen  Con- 
stanten öt,  ö2,  a3,  a4  nur  ihre  dreiwerthigen  Verbindungen  b\,  fi|,  h\  in  sym- 
metrischer Weise  und  ihre  einwerthige  Verbindung  bx  enthält,  hat  die  merk- 
würdige Eigenschaft,  vier  reelle  Wurzeln  zu  besitzen.  Diese  Eigenschaft  hängt 
nur  davon  ab,  dass  a1}  a2,  as,  a4  positiv  sind,  und  nicht  von  der  in  Nr.  3 
erörterten   Ungieielilu'itsliedingung. 

Für  die  Discussion  der  Gleichung  (30)  nehme  ich  an,  dass  «,,  a.2,  <r,,  a^ 
ihrer  Grösse  nach  geordnet  seien,  dass  man  also 

fflj  >  «,  >  «3  >  «4 
habe,  dann  ist  nach  (8)  zugleich 

6j  >  6a  ~>  b3  >  64; 
&1;  ös,  63  sind  positiv,  &,  kann  positiv  oder  negativ  wein,  aber  die  Ungleichheit 
f>3  >  bt  gilt  auch  für  die   numerischen   Wcrlhe,   man   hat  daher  auch 
b\  •>■  b]  >  6j  >  J' . 
Eür    jede    reelle    Wurzel  tt    der  Gleichung   (30)    wird    nach    der   Form 
dieser  Gleichung  '/(")    einem   Quadrate    gleich,    also    positiv.      Aber    nach    (29) 
ist  $p(?0  negativ  von  u  gleich   — co  bis  —b\,  positiv  von  — h\  bis  — bl,  negativ 
von  -^-bl  bis  —b\,  positiv  von  ■ —  &|  bis  +oa.    Reelle  Wurzeln  von  (30)  können 
daher    im  ersten   und  dritten  dieser  Intervalle    nicht    liegen,    sondern    nur    im 
zweiten  und  vierten.     Ich   werde  zeigen,    dass    in   jedem   dieser  letzteren  zwei 
reelle  Wurzeln  liegen,  ein  Paar  zwischen  —bl  und  —  b\  und  ein. Paar  zwischen 

—  b\   und   +oa.     Da    an    den   Grenzen   dieser  Intervalle,    für  v,=  — bl,   —bl. 

—  64,  +co  die  Function  f(u)  positiv  ist,  so  kommt  es  nur  darauf  an  nach- 
zuweisen, dass  innerhalb  eines  jeden  dieser  beiden  Intervalle  /'(?/■)  irgendwo 
negativ  wird.  Zu  diesem  Nachweis  bilde  ich  aus  blt  ö2,  &3,  &4  die  drei  neuen 
Grössen 

(31)  J  ch  =  5SJ4— 6s(6s-h64) 

|  c4  =±  6sJg_64(5a_i_63) 

und  leite  aus  (31)  die  folgenden  Gleichungen  her: 
e^-t-ij  =      (&a— &s)(*a— 6„),     c3-r-Ä2  =      (63—65)^-1-64),     C4+6*  =  (6s-l-63)(62— 64) 
c2+6^  =  ~(ia— 6s)(63+64),    cs-H63  =  _(6a— Ja)(6B_64),    c4+^  =  (^+Äk)(Ji_6j 
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welche  zeigen,  dass  c2,  cs  zwischen  ~b\  und  —  b23  eingeschlossen  sind,  während 
c4  zwischen  —h\  und  +w>  liegt.    Ans  diesen  Gleichungen  folgt  ferner  nach  (29) 

9(p,)  =  {(».-W-Wh-M'.   5p'("a)  =  2<A-&,X*,-W,H-**X-*,-r-*.-t-6«) 

y(c4)  =  j(6aH_53)(Äa— 54)(63— &4)}2,    y'(c,)  =  2C62+ä3)(ft,~64)C68— **)C     ^+6,— ä4), 
und  hieraus  nach  (30) 

^Cs)  =  4j(ia_6g)(62_64)(68+6Jj8(51— J2+63+64)(— öj— 62+6g+6J 

f(^)  =  4|(ÄI—ft|X4I+»4X»|  —  64)|,C»i-t-ft|— *>+**)(— *l+>|— *|+*J 

/■(„J  =  4j(6s  +  6s)(ös_^)(6s_64)!s(61+i2+6,-64)(-&A+^+&:i-Zl4). 

In  jeder  dieser  drei  Gleichungen  stehen  auf  der  rechten  Seite  lauter 
positive  Factoren,  mit  Ausnahme  des  letzten,  welcher  nach  (8)  resp.  die 
Werthe  — :4ffä.  —  4(t3,  —  4ß4  annimmt.  Demnach  sind  f(c2),  f(ps),  /(c4) 
negativ . 

Für  die  der  Grösse  nach  geordneten  Argumente 

-3  <:«,<:-*£, 

wo    an    die  Steile    von    c2  auch    c:i  gesetzt    werden    kann,    hat    also   f(u)    ab- 
wechselnde Zeichen  und  ebenso  für  die  der  Grösse  nach  geordneten  Argumente 

—b\  <  ct  <  +co, 
d.  h.    die   Gleichung  '/'(?(■)  =  0    hat    ein  Paar    reeller    Wurzeln    «s,    w2    zivischen 
—  b\  und  ■ — bl  und  ein  anderes  Paar  reeller    Wurzeln  «,.   (f.,  zwischen  —b'i  und 
-\-oo.     Diese  vier  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  (30)   genügen  den  Ungleich- 
heiten 

(3-2)  —  b\  <  «„  <  c2  <  wa  <  —  63  <  —  6*  <  «j  <  c4  <  «0 , 

wo  an  die  Stelle  von  c2  auch  c3  gesetzt  werden  kann. 

Der  im  Obigen  geführte  Beweis  für  die  Realität  der  Wurzeln  u3)  u2, 
u,,  u0  hat  zugleich  in  (32)  Grenzen  ergeben,  welche  diese  Wurzeln  von  ein- 
ander trennen.  Andere  als  die  bisher  erhaltenen  Grenzen  gehen  aus  der  Be- 
trachtung der  Gleichimg  f'(u)  =  0  hervor,  deren  drei  reelle  Wurzeln  bekannt- 
lich in  den  zwischen  ws,  u2,  uu  uü  enthaltenen  Intervallen  liegen.  Nach  (30) 
hat  man 

f'(u)  =  2y'(«)[(p"(M)-2^j. 
C.  w.  Borohardt'a  Werke.  25 
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Bezeichnet    mau    mit    —  pls    — pa    die    beiden  Wurzeln    von   £>'(w)  =  0,    so    ist 
nach  (29) 

— &a<— ?!<— *3-tl— ea<— 6« 
und 

y'O)  =  3«,+2(B|+&|+&i)iH-6|aJ+a5«J-t-A|aJ  =  Jf(w+9l)CM+e2), 
y"(„)  =  6*H-2(^+^+&*), 

daher 

f(»)  =  12(»+f,)(»+e,)(3»H-2«): 

WO 

der  in  Nr.  3,  Gleichungen  (6)  und  (9),  definirte  Ansdrack  ist.     Es  folgen  hieraus 
die  neuen  Ungleichheiten*) 

(33)  «,  <  — e,  <:  t*s  <  —  es  <  «,  <  — f Jf<  m0. 

Nach  (33)  ist  $p'(«)  positiv  für  u  =  Wj,  un  «D,  negativ  für  w  =  uS) 
daher  ist**)  in  (28)  und  (29*)  V$p(u)  für  u  =  u?i,  uv,  u0  mit  positivem,  für 
u  =  -ua  mit  negativem  Vorzeichen  zu  nehmen. 

10.  Die  Ungleichheiten  (33)  reichen  hin  nachzuweisen,  dass  die  aus 
den  "Wurzeln  «,,  u2!  u-6  hervorgehenden  Lösungen  dem  vorgelegten  Maximums- 
problem nicht  genügen. 

Vermöge  der  Gleichungen  (23)  geht  (24)  in 

b\— (u+bl)— (m-aj)— («-i-ij)  <  o, 

oder 

3u+2M>  0, 


"1  Da/a)  von  k  =  u,  bis  w  =  a0  negativ  ist,  so  geht  aus  (33;  hervor,  dass  /(—  $AQ  e 
rosse  ist.     Dies  Fad  um  liissi  sich   in   l'o  linder  Form  aussprechen: 

Leitet  man  aus  vier  positiven   Urossen  «,,  aa,  o3,  o4  drei  neue  Grössen 
J,  =  M+12(a]o,  +  a1o4) 
Ja  =  M+12(ai03  +  aja4) 
J4   =    JC+ 12(0,04  +  0,03) 

M  =  oj+oj  +  oj+oj  — 2010,-20,0,  — 2a1a4—2osog  —  2ol!04  — 20.04, 

j  sind  jU,  A,.  A,    v.W. n falls   nosiliv   und  aus      ■ ,    ■  ,   ---_-   liisst   sich   tin   Iii-deüt  \>\\- 

]/A.t         VAS        VA, 
**)  Vergl.  Nr.  8. 
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d.h. 

u  >  -tll 

über,  eine  Ungleichheit,  der  nach  (33)  von  den  vier  Wurzeln  der  Gleichung 
(30)  u„  genügt,  dagegen  keine  der  Wurzeln  ulf  u%,  u-s. 

Da  (24)  eine  derjenigen  Ungleichheiten  ist,  weiche  das  negative  Vor- 
zeichen von  d*W  und  die  wirkliche  Existenz  des t Tetraeders  gleichzeitig  be- 
dingen, so  entsprechen  den  Wurzein  uu  u2,  Mg  Lösungen,  für  welche  weder 
Maximum  des  Tetraedervolumens,  noch  wirkliche  Existenz  des  Tetraeders 
stattfindet. 

Nach  Ausschluss  der  Wurzeln  u,,  ui;  u3  kommt  es  darauf  an  nach- 
zuweisen, dass  die  aus  u0  hervorgehende  Lösung  dem  vorgelegten  Problem 
wirklich  genügt,  d.h.  dass  für  u  =  ua  auch  die  Ungleichheiten  (25),  (26),  (27) 
erfüllt  sind. 

Die  erste  derselben  u0  >  0  folgt  aus  (33),  d.h.  aus  w0> — $M,  sobald 
M  negativ  ist.  Gesetzt  dagegen  M  sei  positiv,  so  ist  nach  Nr.  3  alsdann  die 
Norm  N  negativ,  d.  h.  nach  Gleichung  (10) 

blbl+blbl+blbl— 2bAbA  <  Oi 

daraus  folgt 

(blhl+blbl+blblf~iblblblbl  <  Oi 
oder  nach  (29),  (30) 

f(0)=[g»'CO)]9-46>(0)<0. 

Aber  f(u)  ist  nur  negativ,  wenn  u  in  den  Intervallen  u3  bis  us  oder  u{  bis  u0, 
also  jedenfalls  unterhalb  u0  liegt,  aus  f(G)  <C  0  folgt  daher  0<u„.  Die  zu  be- 
weisende Ungleichheit  (25) 

%  >  0 

ist  also  immer  erfüllt,  mag  M  negativ  oder  positiv  sein. 

11.     Um  den  jetzt  noch  rückständigen  Beweis  zu  führen,  dass  für  u  =  ua 
die  Ungleichheiten  (26),  (27)  erfüllt  sind,  stelle  ich  den  Hülfssatz  auf,   dass  ua 

zwischen-  den   heiden  irrationalen  Factor en  der  Norm  N 


\Nl  =  —M—ey^a^c 

eingeschlossen  ist,  dass  also 

(35)  *,<»,<:«,. 
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Der  erste  Theil  des  Htilfssatzes,  wonach  u0  >  iV,  ist,  erfordert  die  Betrachtung 
von  vier  neuen  durch  die  Gleichungen 

2^  =  vä;-v^+y^+y(7; 
2ya;  =  y^+y^— v%-hV% 
ays;  =     y^+y^+y^--^ 

definirten  Grössen.  Die  Quadratwurzeln  rechter  Hand  werden  positiv  ge- 
nommmen,  dann  sind")  Voi,  Vfläj  Vn^,  Vfl*  ebenfalls  positive  Grössen,  und 
zwar  Grössen  von  der  Art,  dass  zwischen  ihnen  die  nämliche  Ungleichheits- 
bedingung stattfindet,  wie  zwischen  Vo^,  Ya2,  V<h>  Ya,,  dass  also  die  beiden 
Ausdrücke 

3R  =  a*+a|+o»+aJ— 2^^—20,0,— 20^4—20^— 2flsa4—2a8at 
und 

SR  =  gjts_64a1aaa,a4, 

deren  letzterer  die  Norm  der  irrationalen  Grösse  yö^  +  ya3H-ya3-+-yfl4  ist, 
nicht  gleichzeitig  positiv  sein  dürfen. 

Nach  Analogie  der  Gleichungen    (8),  (9),    (10)   erhält    man    unter  Ein- 
führung der  Grössen 

b1  =  Hj-r-aa-r-as  +  a4  =  o1+os+a3-Ha4  =  &, 

&<>  =  ai+a^— aa— a4  =  —KY^a~V"^) 

b3  =  a1—  agH-a3—- a^  =  — 2(ya1a3— y»3a4) 

b4  =  a,— ag— ttj+a»  =  -2(]f^'i— y^3) 
und  mit  Berücksichtigung  von  (6)  für  5ft  und  2ß  die  Gleichungen 
23B  =  — fiJ+^+b;+6;  =  —  M—UMa^a^ 

Der  Ausdruck  9t   lässt   sich   durch  die  "Wertlie    darstellen,    welche  <p'(u) 
und    y<p(u)   für  u  =>  jV,   annehmen.      Denn  man  hat 

fy+%  =  (a1+a3—a3—aJ—M—$yalaaaaai  =  4^«^— Y^f  =  bj 

^+6'  =  K-«2+«3-«4)s-M-8y^^«4  =  4(1^1 —Vw?  =  K 

*)  Vorgl.  Sr.  3. 
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und  daher 

6a6s64  =  1/yfÄT) 

Mit  Hülfe  der  erhaltenen  Werthe  von  9JI  und  9t  wird  ohne  Schwierig- 
keit die  Ungleichheit  w0  ;>  A7,  bewiesen.  Sie  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  in 
(33)  enthaltenen  Ungleichheit  w0>  — %M,  vorausgesetzt  dass  —  $M  >  Nlt  d.h. 

—ftf  >  —jtf— 81/^ä^, 
oder 

—  ^iV/— 8yä,asa3a4  =  f2R<0, 

vorausgesetzt  also   dass  9JI  negativ   sei.     Gesetzt  dagegen  931  sei  positiv,  so  ist 
9i  negativ,  d.  h. 

■  ö3B6g+6^+6^— 261626a64<:0, 


hieraus  folgt 
oder 


(636^+636^+6*6^)'— 46*6^ 6*6*  <0, 

/■(a;)  =  [9'(ivj)f-46>(iVi)  <  0. 

Daraus,  dass  /'(.A-'',}  negativ  ist,  folgt  dann  nach  der  bereits  in  der 
vorigen  Nummer  angestellten  Betrachtung,  dass  Nt  unterhalb  ua  liegt.  Die  Un- 
gleichheit 

ist  also   unter  allen  Umständen   erfüllt. 

Es  bleibt  jetzt  der  zweite  Theil  des  Hülfssatzes  zu  beweisen,  wonach 
iV0  =  — i¥  +  8"l/«,asas«4  eine  obere  Grenze  der  Wurzel  u0  ist.  Zunächst 
leuchtet  es  ein,  dass  iVJ,  >  w,  ist;  denn  nach  (5)  ist  jV"0  positiv,  und  da  in  der 
Gleichung 

JV0+f  iV/  =  —  IM+S^a^a^ 

für  positive  Werthe  von  M  die  linke  Seite,  für  negative  Werthe  von  H.  die 
»•echte  Seite  aus  zwei  positiven  Summanden  besteht,  so  ist  unter  allen  Um- 
ständen Nn-+-&M  positiv,  d.  h.  Nü  >  — f-üf,  also  nach  (33)  o  fortiori  N0  >  «,. 
Es  sind  daher  nur  folgende  beiden  Fälle  möglich:  Entweder  liegt  iV0  in  dem 
Intervall  von  u,  bis  u„,  dann  ist  /(-A^)  negativ,  oder  NQ  liegt  in  dem  Intervall 
von  Uq  bis  +00,  dann  ist  /'(iVc)  positiv.  Der  Beweis,  dass  N0^>u0  sei,  fällt 
also  mit  dem  Beweise  davon  zusammen,  dass  f(N0)  positiv  sei.  Um  diesen 
letzteren    zu    führen,    betrachte    ich    vier    neue   Grössen    a,,  c.„,  «,,  «„,    deren 
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Quadratwurzeln  ich  durch  die  Gleichungen 

2V«;  =  l/^+y^-i^-y«; 
21^;  =  y^-v^+y^-v^ 

definire.  Die  Norm  der  irrationalen  Grösse  Vcc^Va^ya^ya^  bezeichne 
ich  mit  N,  die  acht  irrationalen  Factoren  derselben  werden  resp.  gleich  2Ya1, 
2Ya„  2fa„  21/ni,  2]>0l,,  21/a,,  2Va,,  2V(Ü,  also  sämmtlich  positiv.  Der  positive 
Werth  von  N  bestimmt  sich  also  einerseits  gleich  28Va1aä«3ß4  ]/a,u2a3a4.  An- 
drerseits erhält  man  nach  Analogie  der  Gleichungen  (8),  (10)  unter  Einführung 
der  Grössen 

ßj  =ß1+ßä-Hc3-r-ct4=ß1-t-«2H-«3+«4  =  e1 

ß2  =  Kj-t-^  —  ß.j~ß4  =  2(Vafy+Y<£taJ 

ß,  =  „,-«,+«,-«,  =  2(1/^+1/^,) 

ß,  =  0,— «,— as+a,  =  2(1/^+1/;,«;; 
für  N  den  Ausdruck 

Da    sowohl    N  als   die  Grössen  ßt,  /?2,  ß3,   &    sämmtlich    positiv    sind, 
so  ist 

(,ßlßl+ßlßl+ß",ßlf-*Kßlßlßl  >  0- 
Aber  man  hat  die  Gleichungen 

iV0-r-6*  =  («,+«,— 0,— o4)!— «+81/0,«,«.,»,  =  4,(]/^,+]/w,f  =  ßl 
*.+6i  =  («,— S+S— ".)'— Jf+8V«Ä»Ä  =  4(V»A+1/»A)S  =  S 
tf.+Sj  =  (»,-«,-«,+»,)*- J'+8Va1»,a1a4  =  4(V^"4+V^)!  =  ßl 

ßlßl+ßlßl+ßlßl  =  iW 

ß,ßA  =  vsto 

und  hierdurch  geht  die  obige   Ungleichheit  in  die  folgende: 

«"„)  =  [&>TO]"-«19>W>o 

über,  woraus,  wie  gezeigt  worden, 
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folgt.     Hiermit  ist  der  Hülfssatz  (35)  vollständig  bewiesen.     Es  folgt  aus  dem- 
selben, dass  das  Product 

(uo~Na)(u0— NJ  =  ul+2Mua+N 
negativ  ist. 

12.  A.us  der  vorigen  Nummer  lässt  sich  zunächst  beweisen ,  dass  für 
u  =  u„  die  Ungleichheit  (26)  erfüllt,  d.  h.  W  positiv  ist.  Substituirt  man  in 
(18)  für  ts,  t3,  z4  und  os,  a3,  at  ihre  Werthe  (19)  und  (28),  wo  ]/(f(u)  für 
u  =  u„  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen  ist*),  so  ergiebt  sich 


~»,  +  ^ 


V¥W) 


jsYJW) 


irV*K) 


oder  mit  Hülfe  von  (29*) 


iW -- 


Damit    W  positiv  sei,  sind  daher  die  Ungleichheiten 
&,*,*,+*,»„  >  0, 
(MA+äA)*-<K«.)  >  0 
nothwendig.     Die  erstere  derselben  ergiebt  sieh  aus  (32),  d.  h.  aus 

«b>(,-iii1-i(ft+«l)1 

denn  es  ist  demzufolge 

wovon  die  linke  Seite  für  ein  positives  b^,  die  rechte  für  ein  negatives  i4 
sofort  als  positiv  zu  erkennen  ist.  Die  letztere  der  beiden  Ungleichheiten 
reducirt  sich,  da  uü  >  0,  auf 

wJ-+-2Jf«0H-JV  <  0, 

wovon  die  vorige  Nummer  den  Beweis  enthält.     Demnach  ist    TT  positiv. 
Aus    TT  ergiebt  sich    V  nach  (18)  vermöge  der  Gleichung 

F=  lyw 

und  zwar  ist  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen,  denn  sonst  würde  F,  also 
das  Quadrat  des  Volumens  des  Tetraeders,  und  daher  nach  (21*)  auch  2s,  die 
Summe  der  Kantenquadrate  (12)+(34),  (13)+(24),  (14)-f-(23),  negativ  sein. 

*)  Vergl.  Nr.  9. 
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Der  aus    V  hergeleitete  Werth  von  s 

ist  positiv,  die  Werthe  (28)  der  Grössen  <7a,  «3,  o^  sind  für  u  =  uü  ebenfalls 
positiv.  Nach  den  Gleichungen  (22),  (24*)  Ifisst  sich  dies  so  aussprechen,  dass 
jedes  der  Grössenpaare  (12)  und  (34),  (13)  und  (24),  (14)  und  (23)  eine  posi- 
tive Summe  und  ein  positives  Product  besitzt.  Hieraus  folgt,  dass  die  Grössen 
selbst  positiv  sind,  sobald  sie  reell,  sind.  d.  h.  sobald  die  Differenzen 

(12)— (34)  =  2ta,    (13)— (24)  =  2iaJ    (14)— (23)  =  2tt 
reelle  Werthe  bekommen.     Dass  aber  t%,  t3,  4   reell  sind,  ergiebt  sich  aus  den 
drei  letzten  Gleichungen  (21),  oder,  was  dasselbe  ist,  aus  den  Gleichungen 


SVt, 

=  *A—  - 

^"^ 

8  Fi, 

=  6A — 

£%*& 

BF(, 

=  6A — 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  6  Grössen  (12),  (34),  (13),  (24), 
(14).  (23)  positiv  sind.  Für  u  =  uü  sind  also  alle  Ungleichheiten  (24),  (25). 
(26),  (27)  erfüllt,  und  es  findet  daher  für  die  der  (jrössten  Wurzel  u  =  u0  der 
Gleichung  (30)  entsprechende  Losung  (und  nur  für  diese)  soioohl  Maximum  des 
Tetraeder -Volumens  als  wirkliche  Existenz  des  Tetraeders  statt. 

Die  Lagrangesche  Aufgabe  des  Maximums,  die  den  Gegenstand  der 
vorliegenden  Abhandlung  bildet,  kann  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Dimensionen 
ausgedehnt  werden.  Aber  für  diese  Ausdehnung  versagt  die  hier  eingeschlagene 
Methode  der  Lösung,  welche  durch  das  Vorbandensein  dreiwerthiger  Functionen 
von  vier  Grössen  bedingt  ist.  Auf  welchem  Wege  die  Lösung  des  verallge- 
meinerten Problems  zu  erreichen  ist,  werde  ich  in  einer  anderen  Abhandlung 
auseinandersetzen. 
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Ueber  die  Aufgabe  des  Maximum,  welche  der 
Bestimmung  des  Tetraeders  von  grösstem  Vo- 
lumen bei  gegebenem  Flächeninhalt  der  Seiten- 
flächen für  mehr  als  drei  Dimensionen 
entspricht. 
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Ueber  die  Aufgabe  des  Maximum,  welche  der  Bestimmung 
des  Tetraeders   von   grösstem  Volumen   bei   gegebenem 
Flächeninhalt  der  Seitenflächen  für  mehr  als  drei 
Dimensionen  entspricht. 

tie-iesen  in  der  Akademie  der  WN^eiisduitteiL  ,;u  IScrlin   am   IS).  Februar   ISöß. 


Die  Lagrangesche  Aufgabe,  das  Tetraeder  von  grösstem  Volumen  bei 
gegebenem  Flächeninhalt  der  vier  Seitenflächen  zu  bestimmen,  kann  auf  eine 
beliebige  Anzahl  von  Dimensionen  ausgedehnt  werden.  Diese  Verallgemeinerung 
lässt  nicht  mehr  eine  Lösung  durch  die  Mittel  zu,  welche  ich  in  einer  früheren 
Abhandlung")  angewandt  habe,  sondern  erfordert  eine  andere  Methode,  deren 
Darstellung  den  Gegenstand  des  Folgenden  bildet. 


§1. 

Analytischer  Ausdruck  des  Problems. 
Man  denke  sich  einen  Raum  von  n — f  Dimensionen  und  bestimme  einen 
in  demselben  variablen  Punkt  durch  die  n—\  Coordinaten  x'-l\  af®,  ...  &1"-1'. 
Es  seien  in  demselben  n  Punkte  pu  p2,  ...  p„  gegeben,  von  welchen  ein 
beliebig  gewählter  p(  die  Coordinaten  %'p,  o:f\  ...  aif-0  habe.  Dem  sechs- 
fachen    Tetraedervolumen     entspricht     für     n—\     Dimensionen     die     Deter- 


'•)  S.  Aliluifitilmii/w  der  Ahuth;iii<;  </«:■■  \l~-L\si;i<st<hii/in<i  :-i  Berlin  a.  d.  Jahre  ISliö.  i>.  \  der  mathema- 
tischen Klasse  \p.  179  dieser  Au:yat><?:,.  Ausser  der  in  meiner  j'niiieren  . \  1  > I : j.! i i 1 1 1  Li j i. y  heieils  genannten  Arbeit 
des  Herrn  Pa.invin  über  denselben  Gegenstand  sind  y.wei  Arbeiten  der  Herren  Paul  Serrot  und  Lcbcsgue 
(Nouielles  Annale»  de  Mathimalique*,  rtd.  par  MM.  Gerono  et  Prouket,  2"  Serie,  T.  II,  1863)  zu  erwähnen. 
Beide  behandeln  die  La  jirangesi.'be  Aufgabe  mir  Hülfe  einer  goometrisehen  i.'oiYcIaf.iou.  Herr  Lebesguc 
giebt  eine  vollständige  Lösung;  welche  auch  in  analytischer  Jiem'inmg?  interessant  Ist, 

26* 
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dem    Quadrate    des   doppelten  Flächen! 
entspricht  die  Quadratsumme 


nhalts   einer  Seitenfläche    des  Tetraeders 


i  \  daf ) 

welche  von  a  =  1  bis  u  =  n  —  1  auszudehnen  ist.     Das  zu  behandelnde  Problem 
verlangt,   dass   V  zu  einem  Maximum  gemacht  werden  soll,   während  jede  der 

n  Quadratsummen    ■£( — t-t-)     für   V=  1,  2,  ...n    einer    gegebenen    positiven 
<*  V  dart '  } 

von  Null  verschiedenen  Constante  gleich  wird. 

Dieser  analytische  Ausdruck  des  Problems  ist  noch  von  der  Willkür 
der  Lage  des  Coordinatensystems  afficirt.  Man  kann  diese  Willkür  besei- 
tigen,   indem   man   an    die  Stelle  der  n(n  —  Y)  Coordinatenwerthe  die  -- -~~  --<■■ 

Grössen 

wy 


(ik)  =  (a»_^>y+(J!m_-!myH_...+(a^_ 

he  im  Fall   dreier  Dimensionen   die  Qu; 
darstellen. 
Um  gleichzeitig  das  Quadrat  von   V  und  die  Quadratsummen  21  f 


einführt,    welche  im  Fall   dreier  Dimensionen   die   Quadrate    der  sechs  Kanten 
des  Tetraeders  darstellen. 

-  SV  y 
\dxf) 

in  Functionen  der  (ilc)   zu    transformiren ,    betrachte   ich   unter  Einführung    der 
Bezeichnung 

«<«  J$  _i_  »W  ~<2>  _i u  ^"-J>  «■'"-1' 


?;  : 


die  beiden  Schemata 


W 


1 

0 

0 

.  .     0           0 

?1 

a>(1) 

a/s) 

. .  »;-»  i 

5> 

a2 

4S> 

.  .  4"""  ! 

?. 

*£> 

«t3J 

.  .  »<*->  i 
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von  grösstem  Volumen  auf  mehr 


als  drei    Dimensionen. 


(*) 


0 

-24"^' 


wo  m  eine  der  Zahlen  1,  2,  ...  n  bedeutet.  In  jedem  dieser  Schemata  be- 
zeichne ich  die  auf  einander  folgenden  Horizontalreihen  mit  (0),  (1),  (2),  . . .  (rn), 
wähle  aus  (il)  die  Horizontalreihe  (i)  und  aus  (£)  die  Horizontalreihe  (&)  aus. 
multiplicire  je  zwei  correspondirende  Elemente  dieser  beiden  Reihen  mit  ein- 
ander, addire  die  Producte  und  nenne  pik  diese  Productsumme ,  dann  hat  man, 
wenn  sowohl  i  als  k  von  0  verschieden  ist, 

Pa  =  (**)> 

dagegen 

Pm  ma  Pn  —  i 
und 


Die  Determinante  aus  den  sämmtlichen  (m 
0        11 


-l)2  Productsummen  p  ist  daher 


(11) 
(21) 


(12) 

(22) 


1      (ml)     (m-2) 


.      (««)! 


wo  (11)  =  (22)  =  ••■  =  (mm)  =  0.  Nach  einem  bekannten  Determinantensatz 
ist  aber  R„t  auf  eine  zweite  Art  darstellbar.  Bildet  man  nämlich  aus  je  m-hl 
Verticalreihen  des  Schema  (.4)  und  aus  den  m  +  1  entsprechenden  V  erticalreihen 
des  Schema  (B)  die  beiden  Parttal -Determinanten  und  multiplicirt  dieselben  in 
einander,  so  ist  R,,,  die  Summe  der  Producte.  Von  jenen  beiden  Partial- 
Determinanten  verschwindet  mindestens  eine,  wenn  sich  nicht  gleichzeitig  die 
erste  und  letzte  Verticalreihe  unter  den  ?>i  +  l  ausgewählten  befinden.  Für  die 
übrig  bleibenden  Producte  unterscheidet  sieh  die  aus  dem  Schema  (ß)  her- 
rührende Determinante  von  der  entsprechenden  aus  dem  Schema  (A)  her- 
rührenden  nur  durch   den  hinzutretenden  Factor  ( — l)m2m"" .     Bezeichnet   man 


/Google 


206  Ausdehnung  der  Lagvang^suhoii   Aufgabe  übor  das  Tetraeder 

mit  *i,  «s,  ...  «„,_!    irgend    eine  Corabination    von    in  —  1    verschiedenen  Zahlen 
aus  der  Reihe  1,  2,  ...  n — 1   und  setzt 


so  erhält  man  daher 

Rm  =  (— l)'"2#'"'^^,f2,. ..,„,_„ 
eine  Gleichung,    welche  für  m  =  1  durch  _ß,  =  — 1  ersetzt  wird.     Für  m  = 
und  m  =  n — 1  ergeben  sich  hieraus  die  beiden  speeiellen  Resultate 
Än  =  C— l)"2n_IFe, 


ß.  1  = 


K-ir'a""^ 


9*1    ■ 


Analog  der  letzteren  Gleichung  erhält  man,,  wenn  n  durch  irgend  einen  anderen 
Index  v  ersetzt  wird, 

jr^_  _  ,    ._,  _,    /  av  y 
ac«)  ~c    J         .  U»j 

Die    auf  n. — 1    Dimensionen    ausgedehnte  Lagrangesche   Aufgabe    lässt 
sieh  also,   wenn  man  die    — ^  „  ■--  Grössen 

c«)  =  (»f'-«»)!+(«f-.»)'+-+(«!-'»-*r")! 

als  die  unabhängigen  Variablen  einführt,  analytisch  so  : 
Die  mit  (—1)™  multiplicirte  Determinante 
0       11 


(1) 


U, 


1     (11)     (12) 
1     (21)     (22) 


1     (»1)     (»2) 


(1») 
(2n)i 


(««) 


in  welcher  (11)  =  (22)  =  •■■  =  (nn)  =  0,  soll  zu  einem  Maximum  gemacht 
werden,  während  gleichzeitig  jede  der  mit  (-— l)™-  multiplicirten  Unter-Deter- 
minanten 

■   am 
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für  i  =  1,  2,  ...  n  einer  gegebenen  positiven  von  Null  verschiedenen  Constante 
üt  gleich  zu  setzen  ist. 

Das  Differential  der  Determinante  (1)  muss  also  verschwinden,  während 
gleichzeitig  die  n  Beuiugungsgleiehungen 

___  6R* 

für  %=  1,  2,  .  .  ■.  n  erfüllt  sind. 

Hierzu  kommen  noch  Ungleichheiten.  Es  muss  nämlich  (—  Yfd3Itn 
negativ  sein,  damit  (■ — \'f  R„  ein  wirkliches  Maximum  werde,  und  ferner  muss, 
nach  der  oben  erhaltenen  Darstellung  der  Determinante  Rm  durch  Quadrat- 
Summen  von  Partiiil-Dek'i'uui lauten,  jeder  der  Ausdrücke  ( — l)"'^,,,  für  m  =  1,  2, 
3,  .  .  .  n  positiv  sein,  damit  die  Lösung  eine  reelle  sei,  d.  h.  damit  die  — ~ — — 
Grössen  (ik)  aus  lauter  reellen  Coordinaten  a^a)  hervorgegangen  seien.  Man 
kann  die  Ungleichheiten  ( — l)mRm>-0  in  eine  einzige  Ungleichheit  zusammen- 
fassen und  zwar  foigendermassen:  Es  seien  yl}  y$,  ...  yn  Variable,  welehe 
durch  die  Relation  *) 

r  =  2yf  =  ^/1-H^/s^ \-yn  =  ü 

mit  einander  verknüpft  sind,  und  man  betrachte  die  quadratische  Form  von 
n  —  1  Variablen,  welche  durch  die  Gleichung 

(3)  f  =  |(%^, 

dargestellt  "wird,  vorausgesetzt  dass  aus  derselben  eine  der  n  Variablen  y{ 
vermöge  der  Relation  r  ='0  eliminirt  sei.  Dann  sind,  die  Ungleichheiten 
(—  Vf'RmZ>0  gleichbedeutend  damit,  dass  f  eine  definite  negative  Form  sei. 
In  der  That,  welche  Variable  yt  man  auch  aus  Gleichung  (3)  eliminiren  möge, 
so  hat  die  resultirende  Form  f  von  n — 1  Variablen  immer  dieselbe  Deter- 
minante — Rn,  oder,  was  dasselbe  ist,   — /'hat  die  Determinante  ( — l)"-ß„;  ebenso 


*)  Hier  und  im  Folgenden  werde  ieh  immer  mit  i,  k,  l,  m  Zahlen  be/eiehnen.  welche  die  Werthe 
,  n  haben  können,  mit  2,  2,  ...  Summen,  in  welchen  jeder  der  Zahlen  i,  k,  ...  die  Weithe 
.  n  beizulegen  sind.  Dagegen  sollen  a,  ß,  y,  d  Zahlen  beMidinen,  welehe  nur  die  Werthe 
.  n  —  1  haben  können,  und  2,  2,  ...  Summen,  in  weichen  jeder  der  Zahlen  a,  ß,  ...  die  "Werthe 
.  n  —  1  beizulegen  sind. 
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hat  die.  Form 

—  £  i;  (ps)ypyq, 

wenn  man  eine  der  Variablen  y,,  y2,  ...  ym  vermöge  der  Relation 

j/i+M — \-y„,  —  ° 

ans  ihr  eliminirt,  die  Determinante  (— l)mi?,„,  und  hieraus  geht  bekanntlich  die 
obige  Behauptung  hervor,  wonach  die  sänvmtlichen  Ungleichheiten 

C— \TK  >  o 

in  die  eine 

f<0 

zusammengefasst  werden  können,  ein  Resultat,  welches  sich  leicht  direct  verifi- 
ciren  lässt.     Setzt  man  nämlich  in  (3)  für  (ik)  seinen  Werth 
(ik)  =  2(J?~^>f 

ein,  wo  nach  a  von  «=  1  bis  a  =  n — 1   zu  summiren  ist,  so  ergiebt  sich 

Aber  die  beiden  Summen 

verschwinden  wegen  der  Relation  r  =  0,  und  es  bleibt  daher  für  f  der 
Ausdruck 

f  =  -2.J£(4aV,-MaaVaH ^fvj 

übrig,  woraus  einleuchtet,  dass  für  reelle  Coordinatenwerthe  a$a)  die  Form  f 
negativ  sein  muss.  Der  Kürze  wegen  Übergehe  ich  den  mit  keiner  Schwierigkeit 
verknüpften  Nachweis,  dass  die  für  die  Realität  der  Lösung  nothwendige  Be- 
dingung f<^  0  auch  dafür  ausreichend  ist. 

Die  in  den  Gleichungen  (2)  vorkommenden  n  Constanten  c{  sind  zwar 
durch  keine  Gleichung  mit  einander  verbunden,  aber  sie  müssen,  wenn  c„  die 
grösste  derselben  bezeichnet,  der  Ungleichheit 

V°.  <  V^-f-V^H — t-Vv! 

genügen.  Besteht  diese  Ungleichheit  nicht,  so  hat  das  Problem  keine  reelle 
Lösung. 
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i    SA, 

a(t!> 

von  grösatem  Volumen  auf  mehr  als  drei  Dimensionen.  209 

Zum  Beweise  denke  ich    mir    das  Coordinatensystem    in    solcher  Lage, 

dass  die  Coordinate  a^"_1)  für  die  Punkte  plt  pit  ...  p„_,  verschwindet  und  nur 

für  pn  von  Null    verschieden    ist,    dann    verschwinden    von    den  n—l  Unter- 

dV 
Determinanten    — '--—   die   «—2  für  ß=  1.   2,   .  .  .   n— 2    und    nur  für  a  —  n—  1 

ergiebt  sich  ein  von  Null  verschiedener  Werth.     Daher  wird 


während  für  i=\,  2, 


Für  alle  n—l  Werthe  von  a  bestehen  die  Gleichungen 

s4"  +  3.«  +      +  d«:';> 
Bezeichnet  man  zur  Abkürzung  den  numerischen  Werth  von 

mit   Vf ,  so  hat  man  daher  für  «  =  n —  1 

yjt-V  =  ±^J<""I)±F2('""1)±■■■±^^7',, 

wo    die   Zeichen    rechter   Hand    entweder    alle    oder    zum    Tlieil    positiv    sind. 
Demnach  ist 

Fj—11  =  yf-V-i-yf-V-i [_f  \ 

oder 

Es  ist  aber ' 

Cn  =  (V<«-Vf} 

und  für  alle  von  n  verschiedenen  Werthe  i=  1.  2,  .  .  .  «—1 

Cf  =  (r/-IJ)s+(F;(1))a+CF;ta))B+--i-CF/B-S3)9. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass    V  von  Null   verschieden  sei,    ist   es  un- 
möglich, dass  in  jeder  der  letzten  n—l  Gleichungen  alle  Glieder  rechter  Hand 
mit  Ausnahme  des   ersten    verschwinden,    denn  sonst  hätte  man,   wenn  X  eine 
C.  W.  ßorcbardt's  Werke.  27 
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der  Zahlen   1,  2,  ,  .  .  n  —  2  bedeutet, 

r«  =  o 

für  i  =  1,  2,  ...  « —  1,  und  da   V^X)  ohnehin  verschwindet,  so  hätte  man 

V™  =  0 

für  i  =  1,  2,  ...  n,   woraus    V=  0  folgen   würde.      Man   hat   also   für  i=  1, 
2,  ...  n  —  1  die  Ungleichheiten 

von  welchen  mindestens  eine  die  Gleichheit  aussehliesst,  und  da  überdies 

so  folgt,  aus  der  Ungleichheit 

welche    die    Gleichheit   einschliessen    kann,    für  die  Grössen   Vc;    die  Ungleich- 
heit 

welche  die  Gleichheit  ausschlieft,   sobald    F  von   Null  verschieden   ist. 


System  algebraischer  Gleichungen,  auf  welche  das  Problem  führt. 

Nach  dem  vorigen  §  besteht  das  vorgelegte  Problem  darin,  das  Differential 
der  durch  Gleichung  (1)  definirten  Determinante  Rn  gleich  Null  zu  machen, 
während   gleichzeitig  die   in   (2)  gegebenen   TSedingiingsgleichungen 

bestehen.  Die  Behandlung  des  Problems  wird  vereinfacht,  wenn  anstatt  der 
n  r~  Grössen  (t'&)  =  (&t)  die  in  dieselben  multiplicirten  Unter-Deter- 
minanten 

von    ß„    als    unabhängige    Variable    angesehen    -werden.       Fügt    man    za    den 
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wi-w7~  -1    Grössen  p;t  =  pK,  für  welche  i  von  /•  verschieden  ist,  die  n  Grössen 
SR, 

•«  =  "W 

hinzu,  so  lassen  sieh  die  letzteren  durch  die  ersteren  vermöge  der  n  Rela- 
tionen 

»\  =  <2eft=o 

linear  ausdrücken,  und  die  Gleichungen  (2)  gehen  über  in 

0  =  ti  =  —  Qa+(— VT~lßt  =  ef,iH i-e,-,f-i+ef,mH — r-e,-,*-K— i)"-1<v 

Endlich  betrachte  man  auch  die  2n  +  l  Unter- Determinanten  pM,  p^,  p,-D  von 
i?B,  welche  in  Beziehung  auf  die  Elemente  der  ersten  Horizontal-  und  Vertical- 
reihe  genommen  sind,  und  setze 

Pop      9m      U      ■  ■  ■     ^o. 
Pia      •  *  ■      Cii 

(4)  /.'■  =   eM    esi 


dann  ist,  wie  bekannt, 


(>>) 


r"7f 


dQWl6QjkdQ[iu 


a'-ff     =  B-. 

0  1 

1  ((».) 

10       1         1 

£       1     (-i&)     (ra) 

=  —  K 

ll      (li)      (im) 

-«ri(«)-(«»)-pt)+(i»))- 


Multiplicirt  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  mit  dpffi  und  summirt  von 
i=l  bis  i  =  n  und  /;  =  1  bis  &  =  )i,  so  ergiebt  sich  linker  Hand  das 
Differential  von  —  -fi"-2.  Rechter  Hand  verschwinden  wegen  der  Relationen 
r,.  =  0  die  aus  den  Gliedern  (im),  (Ik)  und  (Im)  herrührenden  Summen  und 
es  bleibt 

0— 2)dRH  =  2(ik)dQ.k 

übrig,  wo  die  in  dps  multiplicirtcn  Glieder  wegen  der  verschwindenden  Grössen 
(jY)    von    selbst   fortfallen. 

27" 
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Nach  den  bekannten  liegein  für  die  Lösung  der  Aufgaben  des  Grössten 
und  Kleinsten  bilde  man  jetzt  unter  Einführung  der  Multiplicatoren  vu  v3,  ...  v„ 
die  Gleichung 

(n—2)dRn—v1dt1—vsdti vjtn  =  0, 

stelle  ihre  linke  Seite  als  lineare«  Aggregat  der  — ^ — —  Differentiale  d(>m  (wo 
i  von  k  verschieden)  dar  und  setze  den  Factor  jedes  einzelnen  Differentials  für 
sich  gleich  Null,  dann  ergeben  sich  die  I~  ■-  Gleichungen 

(tf)-^-^  =  0, 

welche  für  alle  Combinationen  zweier  verschiedenen  Zahlen  i,  k  gelten  und 
mit  deren  Hülfe  die  vorli eilende  Aufgabe  des  Maximum  auf  ein  algebraisches 
Problem  zurückgeführt  wird.  Für  je  vier  von  einander  verschiedene  Zahlen  i, 
k,  1,  m  kann  man  die  Summe  ^ (w( -+- vk -+- u, -{-v^  in  der  dreifachen  Weise 


darstellen,  was  genau  dem  L 
spricht.     Die  Gleichungen 


jesehen  Resultat  für  drei  Dimensionen  ent- 


(it)  =  H+i«, 


zurück,    stellen 


führen  die  — ^ — -  Grössen  (ik~)   auf  n  Grössen  v, ,    v„, 

also    zwischen    den    ersteren      ^    — '- — n  =   H"—  J   Relationen  fest,    welche 

für  das  Maximum  von  (—  l)*-ß„  erfüllt  sein  müssen.  Die  Bestimmung  der 
letzteren  n  Grössen  vu  v%,  ...  vn  geschieht  alsdann  vermöge  der  n  Glei- 
chungen tt  =  0. 

Indem  man  die  Werthe  (ik)  =  ^-t-i-i'*  in  (1)  substituirt,  ergiebt  sich 


(11) 


(22) 


Ü  f. 


*".++•. 


(»») 
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oder  nach  einer  einlachen  Reduction 


0  1 

1  (11)-", 


(22)-r: 


(■iL  n)  - 


und    da    (1 1)  =  (22)  =  ■  ■  ■  =  (nri)  =  0,    so    erhält    man    für    (—  YfR„    den 
Werth 

ebenso  allgemeiner  für  m  =  1,  2,  .  .  .  n 

(6-)  c-i)X,  =  ".».-».}^-+v+""t""r}' 

Das  für  m  =  ra— 1    hierin    enthaltene  specielle  Resultat  lässt  sich  unter' 
Einführung  der  Bezeichnungen 


CO 


l«. 


p  =  l),r. 

,  JL+J, 


(-i)"-'^,_,=(-ir 


9(««) 


=(-«""'«., =f-(«- 


bringen.     Ebenso  ist  allgemeiner  für  i  =  1,  2,  .  .  .  n 

und  die  Gleichungen  ^  =  0  gehen  demnach  über  in 

Dies  ist  das  System  von  n  Gleichungen  zwischen  n  Unbekannten  v1}  «s,  .  .  .  u„. 
auf  dessen  Auflösung  das  vorgelegte  Problem  führt. 

Die  in  Gleichung  (3)  dcliuirte  quadratische  Form  /  geht  nach  Einsetzung 
der  Werthe  der  Grössen  (ik)  über  in 

f  =  2Kvi-+-»t)ytyt-£vift, 
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die  erste  Summe  rechter  Hand  verschwindet   wegen    der  Relation  r  =  0  und  f 
bekommt  die  einfache  Gestalt 

wo  zwischen  den  y  die  Relation 

besteht. 

Hieraus  ist  einleuchtend,  dass  f  eine  deiinite  negative  Form  nicht  sein 
kann,  sobald  mehr  als  eine  der  Grössen  ?;,.  negativ  ist.  Denn  gesetzt  es  seien 
gleichzeitig  v{  und  vk  negativ,  so  bekommt  f,  wenn  alle  y  mit  Ausnahme  von 
yt  und'  yk  verschwinden,  so  dass  1/,-  +  ;^  =  0,  den  positiven  Werth 

Demnach  sind  nur  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  sind  alle  n  Grössen 
vlt  va,  ...  'vn  positiv,  dann  ist  die  Bedingung  /<0  ohne  Weiteres  erfüllt. 
Oder  es  ist  von  den  Grössen  i\,  w2,  .  .  .  vn  eine  negativ,  die  übrigen  positiv, 
in  diesem  Fall   ist   es   hinreichend,    dass    die  Determinante  von  — f,    d.h.  dass 

(1,1  1  1 


C-i)X  =  x 


positiv  sei,  also 


Die  übrigen  für  eine  deiinite  negative  Form  f.  im  Allgemeinem  stattfindenden 
Ungleichheiten,  wonach  die  Determinanten  derjenigen  Formen  positiv  sein  müssen, 
welche  aus  —  /  hervorgehen,  wenn  man  darin  zuerst  eine,  dann  eine  zweite 
Variable,  u.  s.  w.  gleich  Null  setzt,  alle  diese  Ungleichheiten  verstehen  sich  im 
vorliegenden  Fall  von  selbst,  da  f  eine  evident  negative  Form  ergiebt,  sobald 
man  dasjenige  y  gleich  Null  setzt,  dessen  Quadrat  in  der  Summe  Sv-^l  in  ein 
negatives   v   nuütiplicirt  ist. 

Die  ßealitäts-  Bedingung    f<C  0    ist    also    immer    und    nur    dann    erfüllt, 
wenn 

C-i)X  =  v.-'.ff+f+-+fl 


positiv  und  von  den  Grössen  vl: 


vn  höchstens  eine  negativ  ist. 
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§3. 
Zurückführung  auf  eine  einzige  algebraische  Gleichung. 

Das  in   dem  vorigen  §   Gl.  (8)    aufgestellte   System    algebraischer   Glei- 
chungen 

in  welchen  _ 

wird  durch  Einführung  der  neuen  Unbekannten 

., = y? 

w  =  i,+u,-t M>,  =  VF.  Q, 

wo  VP  überall  mit  demselben  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  in  das  System 

«,(«-«,)  =  », 

transformirt.     Indem    man  die  letzte  Gleichung  nach  wt  auflöst   und  für  w  die 
neue  Unbekannte 

3  =   TW 

einführt,  erhält  man 


t«  =  ±yi. 

Die  n  +  1  in  diesem  System  vorkommenden  zt— Zeichen  sind  unabhängig 
von  einander.  Bezeichnet  man  das  in  der  letzteren  vorkommende  mit.  e,  das 
in  der  ersteren  vorkommende  mit  —  ee;,  so  werden  dien-s-l  Grössen  w  durch 
folgende  Gleichungen  in  z  ausgedrückt: 

und    indem    man    diese  Werthe    in    die    zwischen    den  iv   stattfindende  lineare 
Relation 
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einsetzt,  ergiebt  sich  die  Endgleicbung  in  z  in  irrationaler  Form 

(9)  (•— 2)1/5  —  ejfi^x  —  ejfe^% "„V*—^  =  0- 

Hat  man  hieraus  z  bestimmt,  so  setze  man 

(30)  W  =  (]Tz-eiyi^X]/~z-e2]/^^'2)...(]/z~f,nyz-^cJ 

dann  ergiebt .  sich 

eyp  =  W^ 
und  hieraus 

endlich 

(12)  (— i)"R„  =  «.yp  =  2y5 .  W =Zi. 

Die  Einführung  der  Grössen  «;,  wjn  w2,  ...  w>„  und  2  ist  in  dem  Fall  zweck- 
mässig, wo  die  Gleichung  (9)  eine  positive  "Wurzel  z  hat.  Für  den  Fall  einer 
negativen  Wurzel  z  ~  —  £  dieser  Gleichung  ist  es  dagegen  angemessen,  das 
System  (8)  unter  Einführung  der  Grössen 

n=—p=~v1vs...vn 

«,   =    M. 

1  vi 

m  =  oij+o.H r-«»B  =  "j/ff  .Q 

in  das  System 

»,(»_»,)   =   -0, 

zu  transformiren  und 

zu  setzen,  dann  gelangt  man  durch  Auflösung  zu  den  Ausdrücken 

co.  =  eyg — ««jVch^;, 

worin  fi,  8„  sa,  ...  e„  wiederum  n-h-l  von  einander  unabhängige  ±:-Zcichen 
bedeuten,  und  schliesslich  zu  der  Kndgleichung  in  £  in  irrationaler  Form 

(9*>         {n-^n-^yw^.-^Yi^ «„V^K  =  0. 
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von  gross tem  Volumen  auf  mehr  als  drei  Dimensionen. 
Hat  man  hieraus  £  bestimmt,  so  setze  man 

(io*) '      n  =  (y^c-_£iycxvrH^"a-e3y"o---(Vc+^-^yö 

=  Ese2...eu.(—  8)".coi(oa...eoB  =  —  e^.. .«..(—  eVÄ)""a, 
dann  ergiebt  sich 

und  hieraus 

(11*) 
endlich 

Die  EndgleLehnng  (9*)  in  £  lässt  sieli  zwar  aus  der  Gleichung  (9)  in  z  da- 
durch herleiten,  dass  man  z—  — £  substituirt  und  dann  den  gemeinschaftlichen 
Factor  V— 1  fortlässt,  indessen  stehen  die  Vorzeichen  in  der  einen  mit  denjenigen 
in  der  anderen  in  keiner  Verbindung.  Wegen  des  jeder  einzelnen  Wurzelgrösse 
gegebenen  doppelten  Vorzeichens  kann  die  Bedeutung  derselben  willkürlich  fixirt 
werden.  Für  positive  Werthe  von  2,  welche  grösser  als  c„  (die  grösste  der 
Constanten  cn  c,,  ...  c„)  sind,  werde  ich  unter  Yz,  V« — cu  yz — ca,  ...  ~^z — c„ 
die  positiven  Werthe  dieser  Quadratwurzeln  verstehen,  und  ebenso  für  negative 
Werthe  von  z,  also  positive  von  £,  unter  Yt,  V^-l— cls  V £H-  cä ,  . .  .  Vf+c„  deren 
positive  Werthe. 

§*■ 

Grad    der    Endgleichung,     ihre    Eigenschaft    nur    reelle    Wurzeln    zu 
besitzen,    Discussion    der    Wurzeln. 

Von  der  in  irrationaler  Form  gefundenen  Endgleiehung  (9)  in  z  gelangt 
man  zu  ihrer  rationalen  Form,  indem  man  von  der  linken  Seite  der  Gleichung 
(9)  die  Norm  (p(z),  d.  h.  das  Product  der  2™  den  verschiedenen  Combinationen 
der  doppelten  Vorzeichen  e,,  e.2,  ...  e„  entsprechenden  irrationalen  Factoren, 
bildet  und  gleich  Null  setzt*). 


*)  Alsdann   ist   gleichzeitig   die   aus   der  linken  Seite   von  (})''■)  ^tliihlele  Norm    gleich  (p(—Q   und 
daher  <p{ — 0  =  0  die  i'atiynale  Komi  dei:  Gleichung  (9f). 

0    W.  Borchardt's  Werke".  28 
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Diese  rationale  Endgleichung 

9(z)  =  0 
steigt  im  Allgemeinen  auf  den  Grad 

nur  in  einem  Fall,  wenn  nämlich 

Cn    =    "l+^H |-C9I_1, 

erniedrigt  sich  der  Grad  ■und  zwar  twn  eine  Einheit. 

Um  diese  Bestimmung  des  Grades  auszuführen,  entwickle  man  unter  der 
Voraussetzung,  dass  z  (oder  dessen  Modul)  grösser  als  cB,  die  grösste  der  Con- 
stanten cu  c2,  ...  c„,  sei,  den  irrationalen  Factor 

nach  fallenden  Potenzen  von  z,  indem  man 

setzt,  dann  ergiebt  sich  als  Entwicklung  jenes  irrationalen  Factors 

Der  Coefficient  des  ersten  in  z?  multiplicirten  Gliedes  ist  von  Null  ver- 
schieden ,  mit  Ausnahme  derjenigen  n  Factoren ,  für  welche  n  —  1  Vorzeichen 
et  positiv  sind  und  eines  negativ.  In  diesen  n  Factoren  ist  das  Glied  höchster 
Dimension  nicht  in  s^  sondern  in  z~~^  multiplicirt,  die  Ooefficienten  von 
z~~^  sind 

£{Ci_j h^r^+^H hcj, 

also  nothwendig  positiv  und  von  Null  verschieden ,  ausser  wenn  i  =  n.  Für 
i  =  n  kann 

sowohl  positiv  als  negativ  als  Null  sein.     In  dem  besonderen  Fall,  wenn 

^-r-CjH r-c^.,— cn  =  0 

ist,  wird  in  demjenigen  irrationalen  Factor,  für  welchen 
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das  Glied  höchster  Dimension  nicht,  wie  sonst,    proportinal  2  *,    sondern   pro- 
portional s~%  und   der  Coefficient   von  z~%  gleich 


also  negativ  und  von  Null  verschieden. 

Hieraus  erhellt,   dass   in    dem  Product  <p(z)   das  Glied  höchster  Dimen- 
sion im  Allgemeinen  den  Exponenten 

v  =  J.2'-„ 

und  nur,  wenn  c„  =  c^-^-c.^ hcn_1,  den  Exponenten  y— l  hat,  w.  z.  b.  w. 

ZH'e  Eiuli.jl.c.ic.h\m(i  <p(s)  =  0  /iw(  lauter  reelle   Wurzeln,  welche  alle  Ins  auf 
eine  immer  negotii-  sind. 

Um  dies  zu  beweisen,  wühle  ich  unter  den  2"  irrationalen  Factoren 

welche  durch  die  linke  Seite  von  (9*)  dargestellt  werden,  diejenigen  aus,  für 
welche  mindestens  zwei  und  höchstens  n  —  2  Vorzeichen  et  positiv  sind.  Die 
Anzahl  der  ausgewählten  Factoren  beträgt 

n(n-l)        <n-l)(n-2)  n(n-l)...S     _    „; 

1.2      +         1.8.8 +      +  1.2...(»-2T  ~      -2C«+1). 

also,  da  v  =  2"-1 — n  ist,  2y  — 2;  dieselben  können  als  v—\  Factoren-Paare 
der  Form 

(JJ-2)yc+VcT^H — hVc+^-Ve+T« V^h^ 

c»— s&yc— yc+r; y^Hv+yf+rw-i — r-yf+7^ 

angeordnet  werden,  vorausgesetzt  dass  die  n  Oonstanten  clt  c2,  ...  c„  auf 
irgend  eine  Art  in  zwei  Gruppen  von  g  Grössen  /,,  y2,  ...  yg  und  von 
h  Grössen  y®,  yc%  . . .  y'-h)  getheilt  seien,  dass  g^-h  =  n  und  keine  der  Zahlen 
g,  h  kleiner  als  2  sei.  Für  £  =»  0  haben  je  zwei  zu  einem  Paare  vereinigte 
Factoren  entgegengesetzte  Werthe,  also  ist  einer  negativ,  für  t  =  -i-oo  werden 
sie  resp.  proportional 

(n-2+s-K)Y£      und       (n-2-$-hK)Yi 

unendlich,  also  beide  positiv,  und  da  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  zwischen 

28* 
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den  Grenzen  £=  0  und  £  =  +00  für  dieselben  nicht  stattfindet,  so  verschwindet 
einer  der  beiden  Faetoren  zwischen  diesen  Grenzen.  Es  giebt  also  v — 1  posi- 
tive Werthe  £,,  fe2,  .  -  -  £„-u  für  welche  die  Norm  <f(— £)  der  linken  Seite  von  (9*) 
verschwindet,  oder,  was  dasselbe  ist,  v  —  1  negative  Wurzeln  —  £x,  — £%,  ...  — £v_l 
der  Gleichung  <p(z)  —  0,  woraus  folgt,  dass  die  übrig  bleibende  ple  Warze]  eben- 
falls reell  sein  muss,  w.  z.  b.  w. 

Die  nachgewiesenen  f  — 1  Wurzeln  — £,,   —  £B,  .  .  .   — £y_^  erschöpfen  die 
sämmthehen  Wurzeln  der  Gleichung  <p(z)  —  0  unter  der  besonderen  Hypothese, 


denn    alsdann    erniedrigt  sich  der  Grad  der  Gleichung  yj(s)  =  0,    wie    gezeigt 
worden,   von  v  auf  v  —  1,    was  man  auch  so  ausdrucken  kann,    dass  unter  der 
in  Rede  stehenden   Hypothese  die  vte  Wurzel   unendlich   gross  ist. 
Die  Relation 


bezeichnet  die  Grenze  der  beiden  Fälle,  in  welchen  die  v":  Wurzel  negativ  oder 
positiv  ist. 

Die  v™   Wurzel  der   Gleichung  <p(z)  =  0   ist  negativ   (und  von  Null  ver- 

tclmtku)  f/!eich  —£0,  wenn 

c„  >  ci+"ä-l r-<V-,, 

und  zwar  genügt  £  =  f0  der  irrationalen  Gleichung 

0-2)i/£-y£4-~^ yg+5— +yf+^  =  0. 

Es  wird  nämlich  für  £=0  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  gleich 

-v^-'K— :-Vvi+y^, 

also  negativ  und  von  Null   verschieden    nach    dem    Schluss  von  §  1,    dagegen 
wird  für  £  =  -+-  00  die  Entwicklung  der  linken  Seite,  welche  gleich 

*(-«, Vi+«1!ri+i(«!+-+'t,-<Sir*+'" 

ist,  positiv,  wenn,  wie  angenommen, 

c„  >  ^4-CgH \-cn_1. 

Zwischen  0  und  -4-00,  und  zwar  mit  Ausschluss  der  Null,  liegt  daher  ein  Werth  £g, 
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für  den  die  linke  Seite  der  in  Rede  stehenden  irrationalen  Gleichung  und  mit- 
hin auch  $p(— t)  verschwindet*). 

Die  v^  Wurzel   der   Gleichung  <p(z)  —  0   ist  positiv    (und  grösser  als  c„) 
gleich  z0,  wenn 

c*  <  ci+caH H«_n 

wie?  zwar  genügt  z  =  z„  der  irrationalen   Gleichung 

wo  ij  =  +1  oder  =  —1,  ;'e  nachdem 

*c«j  =  (»-2)y'r,-y«Fs — v^=v^ 

positiv  oder  negativ  ist. 

Betrachtet  man  nämlich  die  beiden  irrationalen  Factoren 

v,w  =  («-sov»-vj=^ — y2-«,_;+yi="^,, 

so  erhalten  dieselben  für  2  —  cn  beide  denselben  Werth 

v.CO  =  V/O  =  C»-8)V^- V5F^ V^Fv^- 

Dagegen  wird   für  5  =  +oo,    zufolge    der    beiden    Entwicklungen   nach 
fallenden  Potenzen 

Vi(«)  negativ,  ys(&)  dagegen  nach  der  vorausgesetzten  zwischen  den  Con- 
stanten c  stattfindenden  Ungleichheit  positiv.  Demnach  verschwindet  fi(z) 
oder  ip2(z)  zwischen  z  =  cn  und  z  =  +00,  je  nachdem  i/'iCO  =  Va(c»>)  positiv 
oder  negativ  ist,  ein  Ergebniss,  welches  sich  in  der  oben  Eingegebenen  Weise 
zusammenfassen  lässt. 


,:';  l)ii?  (.iMg''  ilüv.Tiil'iiliriiiig  i.ierulit  auf  der  Annahme,  dass 

negativ  sei,   iras    für  das   vorlie^nde   Problem   rn.tUi  v.  cjnii.^;   stritt  finden    muss.      Wäre    diese   Grösse   dagegen 
positiv,  so  würde  die  irrotiumde  Gleichung 

iiine  zivisehen  f=0  und  f=+oo  liegende  Wurzel  £  =  f0  haben. 
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§5. 
Es  giebt  nur  eine  reelle  Lösung  des  vorgelegten  Problems. 

Aus  jeder  der  im  vorigen  §  discutirtcn  v  "Wurzeln  der  Gleichung  (p(z)  =  0 
kann  man  vermöge  der  Gleichungen  (11),  (1.2)  oder  (11*),  (12*)  ein  zugehöriges 
System  der  Grössen  v(  und  (— 1)*ÜB  herleiten,  welches  eine  Lösung  des  vor- 
gelegten Problems  bildet. 

Die  v — 1  negativen  Wurzeln  z=—£i,  — £s,  ...  —  £„_,  der  Gleichung 
(p(z)  =  0  führen  sämmtlich  auf  Lösungen,  welche  der  T{<mlita!tbedingimg  f<Z0 
nicht  genügen,  die  vtv  Wurzel  dagegen,  welche  bald  negativ  gleich  —  £„,  bald 
positiv  gleich  z§  und,  im  Grenz  fall  unendlich  gross  -ist,  führt  immer  auf  eine 
Losung,  welche  der  llmlitö'tsbediiujwig  /"<  0  genügt. 

Betrachte  ich,  um  zunächst  den  ersten  Theil  der  Behauptung  zu  be- 
weisen, irgend  eine  negative  "Wurzel  z  =  — £  der  Gleichung  <p(z)  =  0,  so  gehen 
aus  derselben  nach  Gleichung  (11*)  die  zugehörigen  Werthe  der  Grössen  vlt 
v%,  ...  v„  vermöge  der  Formel 

hervor.  Hier  bedeutet  &  die  durch  (10*)  definirte  nothwendig  positive  Grösse, 
und  die  (n — 2)te  Wrurzel  muss  für  alle  n  Werthe  von  i  in  derselben  Bedeutung 
verstanden  werden. 

Indem  jetzt  £  mit  einer  der  Grössen  £,,  £.2,  ...  £„_i  zusammenfällt, 
werden  g  der  Vorzeichen  st,  e2,  ...  e„  positiv  und  h  negativ,  wo  weder  g  noch 
h  kleiner  als  2  sein  darf.     Es  können  dabei  zwei  Fälle  eintreten: 

Erstens.     Ist  gleichzeitig  n  gerade  und 
ele2...en  =  -Hl, 
so  giebt  es  für  die  Wurzelgrösse 

(—  s1ei...ertüy*=i 

keinen  reellen  Werth,  die  Grössen  vt,  v3,  ...  vn  sind  also  sämmtlich  imaginär. 
Zweitens.  In  jedem  anderen  Fall  giebt  es  für  die  betrachtete  Wurzel- 
grösse immer  einen  reellen  Werth  und,  wenn  n  gerade  ist,  sogar  deren  zwei 
von  entgegengesetztem  Zeichen.  Demnach  sind  die  Grössen  vt  mit  den  ent- 
sprechenden Grössen  e,  entweder  sämmtlich    von   gleichem  oder  sämmtlich  von 
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entgegengesetztem  Zeichen,  in  jedem  Fall  sind  mindestens  zwei  der  Grössen 
vlt  v3,  ...  v„  von  entgegengesetztem  Zeichen  gegen  die  übrigen,  also  mindestens 
zwei  derselben  negativ,  was  nach  dem  Ende  von  §  2  mit  der  Realitätsbedingung 
f<C0  unverträglich  ist.  Eine  reelle  Lösung  liefert  demnach  keine  der  Wurzeln 
S  =  —  ?i,    —Si,    -•-    —tr-\i    w.  z.  b.  w. 

Um  auch  den  affirmativen  Theii  der  Behauptung  zu  beweisen,  nehme  ich 
erstens  an,  es  sei 


dann  ist  nach   dem   vorigen  §  die  vis  "Wurzel   der  Gleichung  <p(z)  =  0  negativ 
und  von  Null  verschieden  gleich  —  £,,  und  es  genügt  £,  der  Gleichung 


welche  aus  (9*)  hervorgeht,  wenn 


gesetzt  wird.     Für  diese  Feststellung  der  Vorzeichen  st  geben  die  Gleichungen 
(11*),  (12*) 

(13) 


l(— 1)"R„  =  21/C.ß^, 
wo  überall   £  =  £0    zu    setzen  ist.     Nimmt  man ,    da  Q  einen  positiven  Werth 

bezeichnet,  für  H""2  dessen  reelle  positive  Bedeutung,  so  sind  vu  v2,  ...  v„_i 
positiv,  v„  negativ.  Ueberdies  ist  ( — lfß„  positiv,  also  sind  nach  dem  Ende 
von  §  2  die  Bedingungen  erfüllt,  unter  welchen  die  Ungleichheit  /<  0 
besteht*). 


*)  Hierbei  ist  arigruiiimiiM,  es  sei 

-y^-V7, v^1  +  ]/7n 

negativ,  was  für  d;is  vtirlios^nilo  f-Voltlcm  stattfinde! ;   ist  dagegen    diesu  (Jvü^se  [msitiv,  so  gehört  f0, 
der  Anmerkung  iura  vorigen  §  gezeigt  ivonicji.  zu  dcijfiiiLjcn  irniiimwlrn  (üididiung-,  für  welche 
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Zweitens  nehme  ich.  an,  es  sei 

dann    ist   nach    dem    vorigen   §  die  /e  Wurzel   der  Gleichung  <f(z)  =  0   positiv 

gleich   ~j   und   es  genügt.  za  der  Gleichung 

in  -welcher  t}  ===  -+-1  oder  =  — 1,  je  nachdem  */;(c»)  positiv  oder  negativ  ist-,  und 
welche  aus  (9)  hervorgeht,  wenn 

gesetzt  wird.     Für  diese  Feststellung  der  Vorzeichen  et  geben  die  Gleichungen 
(11),  (12) 


(U; 


W— ' 


(— l)"fi„  =  Ifz.W—', 
wo  überall  z  =  20  zu  setzen  ist.    Nimmt  man  auch  hier,  da  TT  einen  positiven 


alsdann  ergeben  sieh  nach  (11*3,  (12*)  die  Werthe 


f-1"",, 


n+^+vv 

nn-2 

n+°„-vc 

-  -Sj/f.fi-3 

es  ist  also-  entweder.  (— 1)™J'..  ne^.ilii,  oder  es  Kind,  wenn  dies  positiv  ist,  diu  h      1  Grossen  ■»,,  );s,  ...  wH_, 
negativ;  in  beiden  Kilon  ist.  die  rjedingnng  /<  0  nicbl   erfülif.  und  es  gieM   t.h i. h c r  unter  diesen  Umstünden 
keine  reelle  Lösung  des  Problems, 
t>t.  insbesondere 

-v^-i^ n,-,  +  ^, 

gleich  Null,  so  verschwindet  in  und  gleichzeitig  der  Maximumswürth  von  (— 1)"RB.  Aber  in  diesem 
Fall  verschwindet  jeder  Werth  von  f~-\f  Rn  und  es  kann  daher  von  einem  Maximum  tiberbaupt  nicht  die 
Rede  sein. 
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Werth  bezeichnet,   für    W""'2  dessen  reelle  positive  Bedeutung,  so  sind  sämmt- 
liche   Grössen   u,,  vs,  ...  w„   positiv,    woraus  von   selbst  folgt,    dass  ( —  1)*ÄK 
positiv  ist.    Es  sind  also  auch  in  diesem  Fall  die  am  Ende  von  §  2  angegebenen 
Bedingungen  erfüllt,  unter  welchen  die  Ungleichheit  f<C0  besteht. 
In  dem  Grenzfall,  wo 

oder,  was  dasselbe  ist, 

und  daher 

o-2)V^  <  y^^+y^-^H — \-Vc.—cZv 

d.  h.  tj  =  —  1,  und  für  welchen  nach  §  4  die  *■"  Wurzel  der  Gleichung  (p(z)  =  0 
unendlich  gross  ist,  erhält  man  aus  den  beiden  Formelsystemen  (13)  und  (14), 
indem  man  in  denselben  resp.  £  und  z  unendlich  gross  setzt,  das  überein- 
stimmende Resultat 

1v.  =  l-^V-«,.,)*^,     ffirf  =  l)2,...«~l 

Die  Formeln  (13),  (14),  (15)  enthalten  die  einzige  der  Kcaliüitsbedingimg 
f<C  0  genügende  Lösung  des  vorliegenden  Problems. 

§C. 
Für  die  reelle  Lösung  findet  wirkliches  Maximum  statt. 
Es  bleibt  noch  übrig  nachzuweisen,    dass  für  die  Lösung,   welche  allein 
der  Realitatsbedingung  /'<  0    genügt,    das    Maximum    von    (— l)ni?„  ein    wirk- 
liches, also  die  Ungleichheit  (—  \)ndlta  <:  0  erfüllt  ist. 

Hierzu   ist  es  nöthig,    das   zweite  Differential   von  Rn   durch   die    Diffe- 
rentiale dffa,  darzustellen  und  zu  diesem  Zweck  auf  die  in  §  2  betrachtete  durch 
Gleichung  (4)    deiinirte  Determinante  B'   zurückzukommen.      Für    die   nach  f>w 
und  drei  anderen  beliebigen  Elementen  Qik,  ^^,,  pim  gebildete  Unterdeterminante 
C.  W.  Borchardt's  Werke.  29 
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lang  von  R'  hat  man  bekanntlich 


(•■*) 

(.*) 

f.'. 

») 

(i't) 

(«') 

C«'. 

») 

(Ik) 

(«') 

(f. 

») 

Der  Determinante  vierter  Ordnung  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
kann  man  eine  einfache  Form  geben.  Setzt  man  nämlich,  indem  man  für  alle 
Werthe  der  Zahlen  i,  k  diejenigen  der  Zahlen  l,  m  festhält, 

(ik)'  =  (ik)— (im)— (lk)+(lm), 
so  wird  die  in  Rede  stehende  Determinante  gleich 

-(iky(i'yy~h(ik'y(i'ky. 

Multiplicirt  man  obige  Unter  deternünante  vierter  Ordnung  von  R'  mit 
dgif.  <%.*•  an^  summirt  dann  nach  jeder  der  vier  Zahlen  i,  k,  i',  k!  von  1  bis  n, 
so  erhält  man,  da  zwischen  den  (tik  nur  lineare  Relationen  bestehen,  und  so  lange 
die  überdies  hinzugefügten  Bedingungsgleitdiungen  ebenfalls  linear  in  den  Grössen 

p„.  auszudrücken  sind,  das  vollständige  Differential  zweiter  Ordnung  von    „  ■  -~— . 

welches  nach  der  dritten  Gleichung  des  Systems  (5)  gleich  — i?*~~  ist.  Es 
ergiebt  sich  also  die  Gleichung 

d\Rn-2)  =  BT'  £\(ik)'(fky— (ilO'(?ky\dQadQn,. 

In  der  vierfachen  Summe  rechter  Hand  ist  der  Coefficient  von  '/<<>;. 'ty,... 
gleich 

\(ik)~(im)-(lk)+Qm)\\(i'k')-(Vm)-(W)+-Q™)) 
~\(ik')-(im)-(W)^(lm)\{(i%-(j!7n)-(lk)+(lm)\. 

Entwickelt  man  denselben  vollständig,  so  linden  sich  in  der  Entwicklung  nur  die 
beiden  Glieder 

(ik)(i'k')-(ik'X#h), 

deren  jedes  gleichzeitig  von  allen  vier  reihenden  Elementen  i,  k,  i',  k!  abhängt. 
In  allen  übrigen  Gliedern  ist  mindestens  eines  dieser  reihenden  Elemente 
durch  eine  der  constanten  Zahlen  I,  m  ersetzt.  Aber  wegen  der  in  §  2 
erwähnten  Relationen 

-£e«  =  o 

verschwindet  jede  Summe 

2  Mdq.kdQ.,k,, 
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m  welcher  M  von   einem    der   reihenden  Elemente  i,  k,  i\  k!   unabhängig  ist, 
man  erhält  daher 

und  unter  Benutzung  des  in  §  2    für  das    erste  Differential  von  Rn  gefundenen 

Ausdrucks 

(n-2)dRn  =  Z(ik)d9.k 

ergiebt  sich  schließlich 

(16)  (»— 2){RndsRB—  (dRj\  =  -J^X«)^«,. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung*)  ist  eine  quadratische  Form  der 
Differentiale  d$lk,  und  zwar  eine  definite  negative  Form,  sobald  die  oben 
betrachtete  Form  f  eine  definite  Form  ist.  Man  hat  nämlich  nachstellen- 
den Satz: 

Neben  den  n  Variablen  y,,  welche  durch  die  Relation 

auf  n  —  1  reducirt  werden,  betrachte  man  ein  System  von  —- ^-~ — --  Variablen 
yik  =  yki,  welche  durch  die  n  Relationen 

•fS«  =  ° 
auf  —  ■     — —  reducirt.  werden.     Ebenso  betrachte  man  neben  der  quadratischen 
Fundamentalform 

t  =  z(<%,»„ 

welche  nach  Elimination  von  ys  noch  n  —  1  unabhängige  Variable  enthält,  die 
aus  derselben  abgeleitete  quadratische  Form 

welche  nach  Elimination  der  n  Variablen  y-m  =  yni  noch  — - ^ — —  unabhängige 
Variable  enthält,  alsdann  steht  die  abgeleitete  Form  F  7a\  der  Fundamentalform 
/  in  folgenden  Beziehungen: 

*)  Für  das  vorliegende  Problem  nimmt  O'd'/liuug;  (i*i)  dii!  cinfachr:  Gestalt 


i  die  im  Folsv.mlon    In-wiesem-   Kiiimsi/'nnft    iW\-   vt'i.-liton  Seite   von  Gleichung  (IG)   nicht,   auf 
diesen  speciellen  Fall  beschränkt. 
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Erstens.      Ans    der    Determinante   d  =  —  R„  der  Fundamentalform*)  /' 
ergiebt  sich  die  Determinante  D  der  abgeleiteten  Form  F  vermöge  der  Formel 

(— 1)(b-8) 

D  =  2      3       d". 
Zweitens.     Lässt  sich  /  durch  lineare  Substitution  auf  die  Form 
f  =  ZfiX 
bringen,  so  geht  gleichzeitig  F  durch  lineare  Substitution  in 

F'  =  Sl'J'X, 
Über,  wo  sowohl  a  als  ß  die  Werthe   1,  2,  .  .  .  n  —  1  erhalten. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  specialisire  ich  die  frühere  Bezeichnung  (ik)', 
indem  ich  sowohl  l  als  m  gleich  m  setae,  so  dass 

(ikf  =  (ü-)-(in)-(nk)-h(nn), 
alsdann  erhalten,  nach  Elimination  von  yn  aus  f  sowie  von  ?/,„,  yu,  .  ,  .  ylin  aus 
F,  diese  beiden  Formen  die  Darstellungen 

/  =  steßjy.nf 

Für  die  Ableitungen   beider  Formen   nach   ihren   nunmehr  von  einander 
unabhängigen  Variablen  führe  ich  die  Bezeichnungen  ein 


fr=i-sh 

'         <i>J-. 

=  Sterin. 

=  Ster)Xßryy,., 

,              8F 

=  Ster)\ßSJy.f, 

wo  ä  von  y  verschieden  ist.    Werden  nun  den  Variablen  yoS  =  yffa  die  beson- 
deren Werthe 

gegeben,  so  erhalten  gleichzeitig  Frr,  Fr3  die  Werthe 
Frr  =  frfY,  Fri  =  %frfi-i 

d.  h.  die  —   „     '    Variablen  Frr,    \FYs  hängen    von   den   Variablen   yaß   genau 
durch  dieselben  linearen  Gleichungen  ab,  welche  die  Bildung  der  Quadrate  und 


*)  Dass  diese  Dctonniviimre  gk-kh  ---Ji,,   ist.  finiicl   sich   bereits  im  §  1  erwähnt. 
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Proclncte  der  linearen  Functionen 

fr  =  2(?Y)'ya 

für  die  Abhängigkeit  der  Grössen  frfr,  fYfs  von  den  Quadraten  und  Producten 
yayß  ergeben  würde.  Aber  nach  einem  bekannten  Satze  ist  die  Determinante 
dieses  letzteren  Systems  von  -— $ — —  linearen  Gleichungen  gleich  <T,  wenn  d 
die  Determinante  des  Systems  f.f  =  £(ay^'ya  bedeutet.  Nimmt  man  anstatt 
der  Grössen  frfs  deren  doppelte  Werthe  F^  =  "2frfg,  so  bekommt  dadurch  die 

ganze  Determinante ~ Factoren  gleich  2    und  die  Determinante  der 

Form  F  ist  demnach 

["-!)(— S) 

D  =  2      '*       d\ 
w.  z.  b.  w. 

Um  auch  den  zweiten  Tlieil  des  Satzes  zu  beweisen,    nehme  ich  an,    es 
sei  identisch 


woraus  die  Identitäten 

ibliieri.     Substitinrt  man  nun  i 


F  =  Sß7f^ '"„ 
wo  die  Summation  die  Glieder,  für  welche  d  =  y  ist,   mit  einschliesst,  für   YY% 
die  linearen  Functionen 

YrS  =  £g<?gfy„,  =  2gfg?y„t, 

so  erhält  man  mit  Hülfe  der  obigen  Identitäten 

F'  =  jLCa^'Wy"^'' 
d.h. 

F'  =  F, 
w.  z.  b.  w. 

Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  wenn  f  eine  definite  Form  mit  nicht  ver- 
schwindender Determinante  ist,  F  eine  ebenfalls  delinite  und  zwar  positive  Form 
mit  nicht  verschwindender  Determinante  ist. 

Die  rechte  Seite  von  Gleichung  (16)  ist  aber  nichts  anderes  als  der 
"Werth,  den  — F  für  ya  =  d$lk  bekommt,    sie   ist   daher  für    die  reelle  Lösung 
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des  vorliegenden  Problems,  für  welche  f  eine  deficite  negative  Form  mit  nicht 
verschwindender  Determinante  ist,  selbst  ebenfalls  eine  definite  negative  Form 
mit  nicht  verschwindender  Determinante.  Die  rechte  Seite  von  Gleichung  (16) 
wird  daher  für  die  reelle  Lösung  des  Problems  nie  positiv,  welche  "Werthe  man 
auch  den  Differentialen  dQik  geben  mag,  und  verschwindet  nur,  wenn  sämmt- 
liche  Differentiale  gleichzeitig  verschwinden.  Da  zugleich  dlin  =  0  ist,  die  linke 
Seite  von  (16)  sich  also'  auf  das  eine  Glied 

(»-2)ßrfX 
reducirt,  so  folgt  demnach  aus  Gleichung  (16)  die  Ungleichheit 

(— i)Vfl„  <  o 

und  zwar  als  Corollar  der  erfüllten  Realitiitobcduigung  /<  0. 


§7- 

Zusammenfassung  des  Resultates. 

Nachdem  es  sich  erwiesen  hat,  dass  das  vorgelegte  Problem  immer  eine 
und  nur'  eine  reelle  Lösung  hat,  wird  es  nicht  überflüssig  sein,  unter  Fort- 
lassung der  Untersuchungen,  welche  dahin  geführt  haben,  das  gewonnene 
Resultat  in  seiner  ganzen  Einfachheit  auszusprechen. 

Aufgabe. 
Es  sei  die  Determinante 


vorgelegt,  deren  Quadrat  man  unter  Einführung  der  für  k  =  %  verschwindenden 
Grössen 

(«)  =  (i»»_4'>)'-K»<'l_»<'>)'+-H-^"-,-4-,,)! 
auf  die  Form 

0        1  1 


(-l)-2* 


1     (11)     (12) 
1      (21)     (22) 


1     (»1)     (»2) 


(1») 

(2»; 


(»») 


« 
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bringen  kann.  Der  numerische  Werth  von  F,  oder,  was  dasselbe  ist,  das 
Quadrat  von  V  soll  zu  einem  Maximum  gemacht  und  gleichzeitig  sollen  die 
n  Gleichungen 

,,,  av  y /  av  y  /  av  yt  „_,  ajj,  __ 

für  i=l,  2,  ...  n  erfüllt  werden,  wo  cls  cs,  . . .  cn  gegebene  positive  Con- 
stanten bedeuten,  deren  grösste  c„  ist  und  welche  der  Ungleichheit 

genügen. 

Lösung. 

Die  Aufgabe  hat  immer  eine  und  nur  eine  Lösung,  welche  reell,  d.  h. 
von  der  Beschaffenheit  ist,  dass  die  ^  „ — —  Grössen  (iE)  aus  lauter  reellen 
Werthen   der  ii(n  —  l)   Grössen  x{"->  hervorgegangen  sind. 

Die  Gleichungen 

(•■*)  =  «»,+•>,), 

welche  gelten,  wenn  k  von  %  verschieden  ist,  während 

(«)  =  0, 
führen  zunächst  die  — ^ — —  Grössen  (ik)  auf  n  Grössen  vn  v3,  ...  vn  zurück, 
für  deren  Bestimmung  zwei  Fälle  zu  unterscheiden  sind: 
Erstens.     Es  sei 

«.  >  <\+<'.^ rVi, 

alsdann  hat  die  Gleichung 

(n-2)Yi-Vl+^, VM"«-,  -hYC+i.  =  o 

immer  eine  und  nur  eine  positive  (und  von  Null  verschiedene)  Wurzel  J.  Aus 
derselben  ergiebt  sich  die  Lösung  vermöge  der  Gleichungen 

:  =  l,2,...n— 1 


=  (— !)■£„  =  2Vtffl*: 
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Zweitens.     Es  sei 

alsdann  hat  die  Gleichung 

vt»  =  (»— 2)yä  — y*— «i y^r^— ^y^-1^  =  °> 

in  welcher  jj  =  4-1  oder  = — 1,  je  nachdem  y(c„)  positiv  oder  negativ  ist, 
immer  eine  und  nur  eine  positive  (zwischen  c„  und  -+-co  liegende)  Wurzel  z. 
Aus  derselben  ergiebt  sich  die  Losung  vermöge  der  Gleichungen 


r-1  va  =  (— i)aB„  =  ays .  w^. 

Endlich  in  dem  Grenzfall 

ergiebt  sich  die  Lösung  ohne  vorgängige  Bestimmung  der  Wurzel  einer  Gleichung 
aus  den  Formeln 

v,  =  —■(?&.,. c^y^z,      föp«  =  l,2,...«—  1 

»«  =  ° 

2-1  v*  =  c-i)"fiB  =  («,  V-V*)^- 

Durch  Aufstellung  der  aufzulösenden  Gleichung  in  irrationaler  Form  und 
gehörige  Auswahl  des  irrationalen  Factors  ist  die  Lösung  des  vorgelegten 
Problems  zu  einer  vollkommen  eindeutigen  gemacht  worden.  Diese  Lösung 
ist  in  dem  oben  angegebenem  Sinne  reell  und  giebt  für  den  numerischen  Werth 
der  vorgelegten  Grösse  V  ein  wirkliches  Maximum. 
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gegebenem  Flächeninhalt  einer  Anzahl  von 

Oentralschnitten, 


Monatsbericht  der  Akademie  der  Wi^scn-diaflen  zu  lkvlin,  .hnii    11^7:J  p.  50f>— Ö15. 


.  Viorchardt's  Woi-li«. 
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lieber  das  Ellipsoid  von  kleinstem  Volumen  bei  gegebenem 
Flächeninhalt  einer  Anzahl  von  Centralschnitten. 


;:  dor  WiHsonsfhaVten  m  Berlin  o 


Nachdem  ich  das  Lagrangesche  Problem  der  Bestimmung  des  Tetraeders 
von  grösstem  Volumen  bei  gegebenem  Inhalt  seiner  vier  Seitenflächen  und 
dessen  Ausdehnung  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Dimensionen  durch  eine 
eigentümliche  algebraische  Methode  gelöst  und  diese  Lösung  in  den  Schriften 
der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1866  S.  121  [p.  201.  dieser  Ausgabe]  veröffent- 
licht hatte,  fand  ich  im  Jahre  1867,  dass  die  algebraische  Aufgabe,  auf  welche 
das  Lagrangesehe  Problem  führt,  eine  andere  das  Ellipsoid  betreffende  geome- 
trische Einkleidung  gestattet,  nämlich  die  Bestimmung  des  Ellipsoids  von'  kleinstem 
Volumen  bei  gegebenem  Flächeninhalt  von  vier  der  Lage  ihrer  Ebenen  nach 
bekannten  Centralschnitten.  Ich  machte  von  diesem  Ergebniss  und  der  Lösung 
zweier  damit  in  Zusammenhang  stehenden  das  Ellipsoid  betreffenden  Aufgaben 
der  Akademie  am  5.  December  18(17  MiLtheihmg  (s.  Monatsberichte  vom  Jahre 
1867  S.  779),  ohne  jedoch  die  gefundenen  Ergebnisse  zu  veröffentlichen.  Da 
dieselben  auf  diese  Weise  nicht  über  die  Grenzen  der  Akademie  hinaus  bekannt 
geworden  sind,  so  halte  ich  es  für  angemessen,  an  die  soeben  gehörte  Mit- 
theilung meines  Freundes  Herrn  Kronecker,  in  welcher  ebenfalls  die  Lösung 
einer  und  derselben  algebraischen  Aufgabe  einerseits  auf  das  Lagrangesche 
Tetraeder-Problem,  andrerseits  auf  eine  das  Ellipsoid  betreffende  Aufgabe  des 
Grössten  und  Kleinsten  angewendet  wird,  eine  kurze  Darstellung 'meiner  Unter- 
suchungen aus  dem  Jahre   1867  anzuknüpfen. 

Es  wird  sich  hieraus  ergeben,  dass  die  beiden  das  Ellipsoid  betreffenden 
Probleme  des  Grössten  und  Kleinsten,  welche  gegenwärtig  Herr  Kronecker 
und  vor  fünf  Jahren  ich  untersucht  haben,  ungeachtet  ihres  verschiedenen 
geometrischen  Gewandes  doch   algebraisch   nicht    wesentlich  von    einander  ver- 
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schieden  sind,  da  in  beiden  Problemen  der  Determinante  einer  ternären  qua- 
dratischen Form  ihr  grösster  Werth  gegeben  wird,  während  in  dem  einen  die 
Form  selbst,  in  dem  anderen  ihre  adjungirte  Form  für  eine  Anzahl  bekannter 
Werthsysteme  der  Variablen  gegebene  Werthe  erbalt  und  überdies  bekanntlich 
die  Determinante  der  adjungirten  Form  das  Quadrat  der  Determinante  der 
(H'Hpcün glichen  Form  ist. 

„Es  seien  p  Ebenen  gegeben,  welche  sämmtlich  durch  den  bekannten 
Mittelpunkt  eines  übrigens  variablen  Ellipsoids  gehen.  Für  jeden  dieser  p 
Centralsehnitte  sei  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  gegeben,  in  welcher  das 
Ellipsoid  geschnitten  wird.  Dann  soll  unter  allen  Ellipsoiden,  welche  diese 
p  Centralsehnitte  von  gegebener  Grösse  besitzen ,  dasjenige  von  kleinstem 
Volumen  bestimmt  werden." 

Die  noch  unbestimmt  gelassene  Zahl  p  mnss,  wie  sich  von  selbst  ver- 
steht, kleiner  als  6  sein,  da  ein  Ellipsoid  von  bekanntem  Mittelpunkt  nur  von 
6  Bestimmungsstücken  abhängt. 

In  rechtwinkligen  Coordinaten  xu  %,  x3,  deren  Anfangspunkt  im  Mittel- 
punkt des  Ellipsoids  liegt,  sei  f=  1   die  Gleichung  demselben,  wo 

f  =  -^VW  Cff,A  =  l,2,3) 

ferner  seien  die  Ebenen  der  p  Centralsehnitte  durch  die  Gleichungen 
ui  =  o^-f-a^-Haj^  =  0         (i=l,2,...p) 

bestimmt,    so   dass   die  Zp  Grössen  a  gegeben    und   die  Q  Cocfficienten  agh  der 
ternären  Form  /  die  Variablen  des  Problems  sind.    Dann  heisst  das  vorliegende 
Problem  in  algebraischer  Fassung: 
„Die  Determinante 


soll  ein  Maximum  werden,  während  die  p  Determinanten 


a\     o<     af,     0 
gegebene  negative  Werthe  ■ — Kt  erhalten." 
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Es  seien  Auh  die  adjungirten  Grössen  zu  agh,  also 

so  giebt  die  Entwicklung  von  /tt 

— d.  =  £A:ilü[a'h, 

so  dass,  wenn  man  mit  F(x,,  xa,  xs)  die  adjungirte  Form  von  /"bezeichnet, 
K;  den  Werth  von  F  für  die  Werthe  a\,  a{,  a\  der  Variablen  darstellt.  Dann 
hat  man  durch  Differentiation 

2dA  =  2agkdAgh 

Csr,Ä  =  l,2,3) 
—dd.  =  £aft^dA^. 

Da  nun  die  Differentiale  der  p  Ausdrücke  J{  verschwinden,  weil  jedes  J(  einer 
gegebenen  Constante  — ff;  gleich  werden  soll.,  und  das  Differential  von  A  ver- 
schwindet, weil  A  ein  Maximum  werden  soll,  so  ergeben  sich  nach  den  Regeln 
der  Differentialrechnung  die  Gleichungen  des  Problems,   wenn  man  die  Summe 

2dA-\-\ddt-\ \-lpddp 

gleich  Null  setzt,  wo  2,u  ...  Xp  vorläufig  unbekannte  Multiplicatoren  sind. 
Unter  Anwendung  obiger  Grleichungen   ergiebt  sich 

0  =  2(%h  —  Ka),al Ka"y^dA<,h        (y,s  =  i,2,3) 

und  hieraus   folgende   Bestimmung  der   Ooel'fieientcn  agh: 

a  h  ==  ^ial ah~^~ '^sbIba-' '~^panaÄ- 

Diese  Werthe,  in  die  Gleichung  des  Ellipsoids  eingesetzt,  geben  der  linken 
Seite  f  die  Form 

/  =  ^.(a^+a^+ffi^j)8  =  Sl.ui.         (1=1,2,  ...p) 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  /=  1  des  Ellipsoids  lässt  sich  also  aus 
den  Quadraten  der  linken  Seiten,  der  Gkt.cliwi.gen  der  p  ebenen  Schnitte  linear 
zusammensetzen. 

Während  p  einerseits  nicht  grösser  als  5  sein  durfte,  weil  schon  für 
p  =  6  das  Ellipsoid  völlig  bestimmt  wäre,  zeigt  sich  aus  dem  gewonnenen 
Resultat,  dass  es  nicht  kleiner  als  3  sein  darf,  da  für  p  =  1  und  p  =  2  die 
Gleichung  f~\  keine  geschlossene  Fläche  darstellen  kann  und  die  vorgelegte 
Aufgabe  des  Grössten  und  Kleinsten  daher  ihren  Sinn  verliert;  p  kann  also  nur 
die  "Werthe  3,  4,  5  haben. 
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Man  bezeichne  die  aus  den  Coefficienten  der  drei  linearen  Functionen 
?(;,  uk,  u,  gebildete  Determinante  mit  (iki)  und  deren  nach  a\,  cta>  c^  ge- 
nommene Lnterdeterminanten  mit  (kl~)l}  (kl)2)  (&£)3,  dann  gehen  aus  den 
Werthen 

(1)  «m^^W        <<=>>3,.-.p) 
für  die  adjungirten   Grössen   Agh  die  Gleichungen 

(2)  A+  =  2(SK)9(ik\Xlk 

hervor,    wo    die    Summe    auf    die  „  Combinationen    i,    k    der    Indices 

1,  2,  .  .  .  p  auszudehnen  ist. 

Für  die  Determinante  A  der  Elemente  agh  ergiebt  sich  nach  einem  be- 
kannten Det.ernihinntensatz   der  eoinbituuorisehe  Ausdruck 

(3)  A  =  ^(iklfX.X^, 

wo    die    Summe    auf    a!le   ~^     T  l  f  Combinationen  i,   k,    l    der  Indices 

1,  2,  .  .  .  p  auszudehnen  ist.     Ferner  transformiren  sich  die  p  Ausdrücke 

(4)  K.  =  —J.  =  SA^ct^         (?,  h=l,2, 3) 
mit  Benutzung  der  Gleichung  (1)  in 

K  —  2  -^-  — fli  —  dA 

*       g,A  da  h   BX.  tU. 

und  gehen  hieraus  die  p  Gleichungen 

(4*)  .  K.  =  ^(iklfX^ 

hervor,   wo  die  Summe  auf  die   — — ~4> Combinationen    k,  l  der  Indices 

1,  2,  .  .  .  p  mit  Ausschluss  von  i  auszudehnen  ist. 

Hiermit  ist  das  Problem  des  Grössten  und  Kleinsten  auf  die  algebraische 
Aufgabe  zurückgeführt,  die  p  Multiplicatoren  A1;  .  .  .  Xp  aus  den  p  Gleichungen 
(4*)  zu  bestimmen,    d.  h.  dieselben  in  die  p  gegebenen  Constanten  _ÄT;  und  die 

1  9  3 Detenninanten  (ikl)  aiaszudrücken,  welche  letztere  reine  Winkel- 

grössen  werden,  wenn  man  die  Grössen  cc[,  a\,  a\  für  jedes  i  der  Bedingung 
unterwirft,  dass  die  Summe  ihrer  Quadrate  =  1  sei,  wodurch  dieselben  erst 
von  dem  sonst  in  ihnen  enthaltenen  willkürlichen  Fact.ur  befreit  werden.     Durch 
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Substituirung  der  gefundenen    Multiplicatoren   X1}   ...   Xp  in  die  Function 

(5)  f  =  2Xiu*  =  ZWi-m**-*-**!?        <;  =  LS.-« 

wird  endlich  die  Gleichung  f=  1  des  gesuchten  Ellipsoids  bestimmt 

Es  sind  nun  die  drei  Fälle  p  =  3,  4,  5  besonders  zu  betrachten. 

Fall  von  3  Centralschnitten.  In  diesem  Fall  bilden  zufolge  Glei- 
chung (5)  die  3  Ebenen  ut  =  0,  wa  =  0,  it3  =  0  der  gegebenen  Centralschnitte 
ein  System  conjngirter  Ebenen  des  Ellipsoids.  Von  den  .Multiplicatoren  Xlt  Zi}  P.s 
sind  durch  die  Gleichungen  (4*)  ihre  Producte  H-2Z3,  X^,  XlX2  zu  zweien  gegeben 
und  die  Auflösung  der  Gleichungen  (4*)  ergiebt  sich  von  selbst. 

Fall  von  4  Centralschnitten.  In  diesem  Fall  führt,  die  Bestimmung 
der  4  Multiplicatoren  XXi  ...  ^,  und  des  Maximum wertbes  A  nach  (3),  (4*)  auf 
die  Gleichungen 


«»,  =  (234),     ma  =  —  (134),     m3  =  (124),     m4=—  (123). 

Setzt  man  hierin 


so  ergeben  sich  genau  die  Gleichungen  (6),  (8)  des  §  2  meiner  Abhandlung  aus 
den  Schriften  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  vom  Jahre  1866 
S.  132,  133  [p.  213  dieser  Ausgabe],  wenn  man  daselbst  n  =  4  setzt,  d.  h. 
genau  das  dort  aufgestellte  System  von  Gleichungen,  vou  welchem  das  Lagrange- 
sche Problem  für  das  Tetraeder  abhängt  und  welches  schliesslich  auf  eine  Glei- 
chung vierten  Grades  führt. 

„Die  beiden  Aufgaben,  ein  Ellipsoid  von  kleinstem  Volumen  bei  gegebenem 
Flächeninhalt  von  4  Centralschnitten  zu  bestimmen  und .  ein  Tetraeder  von 
grosstem  Volumen  bei  gegebenem  Flächeninhalt  seiner  4  Seitenflächen  zu  be- 
stimmen, sind  also  algebraisch  identisch  und  die  Lösung  der  einen  ist  durch  die 
der  anderen  mit  gegeben." 
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-Da  die  Lösung  des  Tetraeder-Problems  in  der  erwähnten  Abhandlung 
vom  Jahre  1866  vollständig  ausgeführt  ist,  so  brauche  ich  mich  für  die  gegen- 
wärtig vorliegende  Aufgabe  nur  auf  jene  Lösung  zu  bezieben, 

Fall  von  5  Centralschnitten.     Das  System  aufzulösender  Gleichungen 

(3).  (4*)  hat  in  diesem  Fall  folgende  Gestalt: 

(3)  A  =  JSiiklfl^X,        KM-lA-5) 

(4*)  |  ^~  SÄ,  _ W(145)2^ls+(135)s;.3Ar(+(134)sA3A4) 


Ungeachtet  ihrer  scheinbaren  Complication  erfordert  ihre  Auflösung,  wie 
die  weitere  Untersuchung  zeigt,  nichts  als  zwei  hinter  einander  auszuführende 
Quadratwurzelausziehungen. 

Die  linke  Seite  f  der  Gleichung  des  Eilipsoida  ist,  nach  den  Coordinaten 

x\>  xz->  xa   geordnet, 

f=  2aghiBgah,         (3,h  =  1,2,3) 

wo  die  Coeffieieriten  nach  Gleichung  (1)  die  Werthe 

(1)  agh  =  2l.tfgah  (,-=i,2,  ...5) 

haben.  Zwischen  diesen  6  Gleichungen  (für  g,  h  =  1,  2,  3)  kann  man  die 
5  Multiphcatoren  X1;  ...  Ab  ehminiren.     Das  Resultat  der  Elimination  heisse 

(6)  ZBtait  =  0,         („,,,=  1,5,3, 

so  muss  Gleichung  (0)  eine  identische  werden,  wenn  man  Cur  die  ash  ihre  Aus- 
drücke (1)  einsetzt.     Die  Bgh  müssen  also  den  5  Gleichungen 

CO  ^BgiP'A  =  °        to,ft=l,a,«) 

für  {=1,  2,  ...  5  genügen.  Diese  Gleichungen  defmiren  aber  die  adjungirten 
Grössen  der  Coefficienten   bgh   derjenigen  ternären  Form 

(8)  9  =  £btkm^v         (?,A  =  1,2,3) 

welche  gleich  Null  gesetzt  den  die  5  Ebenen  u,  =  0  berührenden  Kegel  zweiten 
Grades  bestimmt.  Denn  damit  der  Kegel  (p  =  0  die  fünf  Ebenen  ut  =  0 
berühre,  müssen  die  fünf  Gleichungen 

bu   ba   bn   a\ 

K  K  K  «i   _  n 
K  K  K,  < 
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für  e  =  1,  2,  ...  5  erfüllt  sein,  welche  nach  den  adjungirten  Grössen  Bgll  der  bg!, 
entwickelt  die  Gleichungen  (7)  geben.  Die  Coeffi'cienten  Bgh  in  der  Gleichung 
(6)  sind  also  nichts  anderes,  als  die  udjtrngir/en  Grossen  der  Cocfficienten  bgll  der 
ternären  Form,  <p(xi,xiix^),  deren  Verschwinden  den  Berükrungskegel  der  fünf 
Gentralschnitte  u{  =  0  bestimmt. 

Multiplicirt  man  Gleichung  (6)    mit  A   und    setzt  für  die  Producte  Aagh 
ihre  Ausdrücke  durch  die  adjungirten  Grössen  Agh,  so  erhält  man 
(6*)  Bn(ASiAm-Al3)+:~r-2B23(A13Aia-AnAw)+:.  =  0. 

Zwischen  den  6  Grössen  Aljh  bestehen  bereits  die  5  Gleichungen 

welche  die  5  Grössen  Kf  als  lineare  Functionen  der  Agh  definiren.  Fügt  man 
eine  sechste  lineare  homogene  Function 

P>)  u  =  2%„A„, 

willkürlich  hinzu,  stellt  durch  Auflösung  die  Agh  als  lineare  homogene  Func- 
tionen von.üTls  ...  Kh,  U  dar  und  setzt  diese  Werthe  in  (6*)  ein,  so  ver- 
wandelt- sieh  diese  Gleichung  in  eine  G  leichung  zweiten  Grades  in  U.  Die 
Auflösung  derselben  liefert  für  U  eine  lineare  homogene  Function  der  Grössen 
Ki  vermehrt  um  eine  Quadratwurzel  VR  aus  einer  quadratischen  homogenen 
Function  der  K;,  Demnach  sind  die  Grössen  Agi,  deren  Determinante  -4S,  sowie 
die  Producte  Aagh,  A^  als  ganze  Functionen  von  K13  ...  IL,  und  VR  darstellbar, 
worauf  es,  um  A  zu  erhalten,  einer  zweiten  Quadratwurzelausziebung  bedarf. 
Dies  lässt  sich  dahin  zusammenfassen: 

„Die  ternäre  Form  f(x1}  xa,  xh),  welche  die  linke  Seite  der  Gleichung 
des  Ellipsoids  bildet,  mit  ihrer  Determinante  A  multiplicirt,  lässt  sich  mit  Hülfe 
einer  einzigen  Quadratwurzel  Yß  darstellen.  Dasselbe  gilt  von  dem  Quadrat 
der  Determinante  A.  Die  Darstellung  von  f  selbst  erfordert  zwei  hinter  ein- 
ander vorzunehmende  Quadratwurzelansziehungen." 

Die  Ausführung  der  Rechnung,  welche  die  Auflösung  der  fünf  Gleichungen 
(4*)  liefert  und  von  deren  Gang  eine  Uebersicht  zu  gewinnen  keine  Schwierig- 
keit darbot,  führt  zu  interessanten  Ergebnissen. 

Die  bei  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  erhaltene  Quadratwurzel 
\R  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  unabhängig  von  der  "Wahl  der  Coef- 
ficienten  qgh  in   Gleichung  (9).     Diese- Cocfficienten    treten    nur    in   die  lineare 

0.  Vf.  Borchardt's  Werke.  31 
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Function  der  E^  ein,  welche  man  zu  Vi?  hinzufügen  inuss,  um  U  zu  erhalten. 
Aber  da  diese  lineare  Function  der  Kt>  die  ich  mit  Utl  bezeichne,  selbst  wiederum 
als  lineare  Function  der  A,lh  darstellbar"  ist,  so  giebt  es  eine  neue  von  der  Wahl 
der  Coefficienten   qBh   unabhängige   lineare   homogene   Function 

T  =  U—U,, 
der  Asb,   deren  Quadrat  gleich  R  ist.     Oder  mit  anderen  Worten:   die  Coefficienten 
qgh  lassen  sieh  so  sperialisiren,  dass  die  durch  dieselben  nach  Gleichung  (9)  defi- 
nirte  Function  U,   die  ich  T  nennen  will,   von   einer   reinen  quadratischen  Glei- 
chung abhängt. 

Diese  Special isirung  lässt    sich,    abgesehen   von    einem   willkürlichen    die 
ganze  Function  T  behaftenden  Factor,    nur  auf  eine  Weise  leisten,    und    zwar, 
wie  sich  leicht  beweisen  lässt,  indem  man  qgh  =  b,lh  setzt,  also 
00)  T=ZbijhAgV 

wo  b/Jh  wiederum  die  durch  (8)  defiriirten  Coefficienten  der  Gleichung  des  Be- 
rührt in  gskegels  9  =  0  sind. 

Der  Gleichung  <p  =  0  des  Berührungskegels  kann  man  bekanntlich  ver- 
schiedene Gestalten  geben  und  besonders  einlache,  wenn  man  sie  auf  irgend  drei 
der  fünf  Ebenen  u, ■  =  0  bezieht.   In  wu-  u,,,  u3  ausgedrückt.,  erhält  z.B.  <p  die  Gestalt 

g>  =  (i^v?i-\-!i:.ui^)/\v'^,^2f.i.>j.i.^v,.!'u,.i — 2jU-1/iaw,w,j —  2(.i1(.t..2ulus, 
WO 

^  =  (234X235X145),     ^  =  (134)(135)(245),    fi3  =  (124)(125)(345). 

Denkt  man  sich  den  willkürlichen  in  den  Coefficienten  b,lh  der  Gleichung 
(8)  enthaltenen  Factor  auf  diese.  Weise  bestimmt,  so  wird  ihre  Determinante 
ß  =  —4a)2,  wo  tö  das  Product  sämmtlicher  10  Determinanten  (ikV)  bezeichnet. 
Setzt  man  ferner  die  Werthe  der  Coefficienten  bgh  in  (10)  ein  und  drückt  die  A,lU 
nach  Gleichung  (2)  durch  die  X  aus,  so  ergiebt  sich  für  T  der  symmetrische 
Ausdruck 

(10*)  T=  [(123)(124)(l,25)(345)]aA1^4—  -, 

wo  die  Summe  auf  alle  zehn  ähnlich  gebildeten  Glieder  auszudehnen  ist. 

Die  in  (1.0)  gegebene  Definition  der  Function-  T  lässt  .sich  auf  die  Bildung 
der  Determinante  der  tertiären  quadratischen  Form-  f — paj  zurückführen,  oder, 
was  dasselbe  ist,  auf  die  Bildung  der  Gleichung  dritten.  Grades  in  p,  von  welcher 
die  Bestimmung  des  zugleich  für  das  EUipsoid  f=  1  und  den  Berührungskegel 
(p  =  0    conjugirten   Axensys/mn*   abhängt.     In    der  That,    entwickelt  man  diese 
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Determinante  nach  Potenzen  von  p,  so  wird  A  das  von  p  unabhängige  Glied, 
—  T  nach  Gleichung  (10)  der  Coeffieient  von  p,  Null  nach  Gleichung  (6)  der 
Coefticient  von  pa,  endlich  —  B  =  4ö>2  der  Coefficient  von  p\  Die  erwähnte 
Gleichung  dritten  Grades  wird   also 

Ol)  0  =  Ä—  7>+4raY. 

Die  aus  den    6  Gleichungen  (4),    (10)  hergeleiteten  Werthe  der  Agh,  in 
(6*)  und  in  die  .Determinante  A'~  der  A,.h  substituirt,  liefern  die  Gleichungen 

(12)  T*  =  R  =  RnK*-\ hß1,,Ä"1-Ki+--- 

(13)  'Z.tf.^A2  =  —  £S+R*, 
wo 

(14)  S  =  8niK*-\ \-SmK?K3-\ \-BmKlKtKa+— 

Die  hierin  vorkommenden  Coefficienten  Eu,  ...  und  Sms  ...  lassen  sich  nach 
meinen    1867   angestellten  Rechnungen   folgen  dermassen   darstellen: 
Man  bilde  aus  den  Determinanten  (ikl)  die  Produete 

wo  g  h  %  k  l  eine  Permutation  der  5  Indices  12  3  4  5  bedeuten,  und  setze 
aus  diesen  die  Ausdrücke 

■a  —  V«+Vr>" 
zusammen.  Die  rgh  sind  alternirende  Functionen  ihrer  Indices.  so  dass  rhg  =  ~rgh, 
die  &&  sind  Functionen,  welche  unverändert  bleiben,  erstens  wenn  man  die 
oberen  Indices  vertauscht,  zweitens  wenn  man  die  unteren  Indices  vertauscht, 
drittens  wenn  man  gleichzeitig  beide  obere  Indices  mit  beiden  unteren  Indices 
vertauscht.  Dies  vorausgesetzt,  werden  die  Coefficienten  in  den  Gleichungen 
(12),  (14)  gegeben  durch 

|ßu  =  K«+i,*t+«) 


(14*) 


I  ^113   ==   *4B  s  ",  "m      "  "  i    y   ■  '■■    ~^~  "to  '^"".  ,sm' 

I  sm  =  ^(sMsä*+8Ms«)+s«Cs?5^+^^)-i-s«(^si*-i-s»s") 


In  diese  Formeln  treten  also  nur  zwei  homogene  Functionen  R  und  *S  der  fünf 
Grössen  Kt,  ...  IC,  ein,  welche  auf  symmetrische  Weise  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzt sind  und  von  denen  die  eine  zweiter,  die  andere  dritter  Ordnung  ist. 

31* 
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244  Ueber  das  Ellipsoid  von  kleinstem  Volumen  etc. 

Nach  Berechnung  der  Irrationalitäten  }^R  und  V—^S+Ri  ergeben  sich, 
wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  einzelnen  Multiplicatoren  X  als  Brüche,  deren 
gemeinschaftlichen  Nenner  die  zweite  dieser  Irrationalitäten  bildet,  während  die 
Zähler  homogene  Functionen  zweiter  Ordnung  der  6  Grössen  Ku  ...  Ki}  YR  sind. 
Indem  ich  mir  die  Discussion  der  gefundenen  Ausdrücke  für  eine  andere 
Gelegenheit  vorbehalte,  fasse  ich  das  für  den  Fall  von  5  Centralschnitten 
erhaltene  algebraische  Ergebnis*  folgen  der  rmissen  zusammen: 
„Zur  Auflösung  des  Gleichungssystems 

SÄ  BA 

^  =  -^-'    ■  ■■    *•=  SÄT' 

wo 

A  =  2(iilfltlk),,        (i,t,i-l,ä,...5! 

■c«0  =  K|,     e=fj;i) 

von  welchem  die  Bestimmung  des  Ellipsoids  von  kleinstem  Volumen  bei  ge- 
gebenem Flächeninhalt  von  .">  Centralschnitten  abhängt,  füge  man  zu  den  fünf 
in  %i,   ...  A5  homogenen  quadratischen  Functionen  Ku  ...  K-,  eine  sechste 

T  =  [(123)(124)(125)C345)f^^4— ■ 
hinzu,   dann  lässt  sich   das   Quadrat  von   T  als  homogene  quadratische  Function 
R  von  Ku  ...  K5  vermöge  der  Gleichungen  (12),  (12*)  darstellen.     Mit  Hülfe 
dieser  Quadratwurzel  T  =  YR  lässt    sich  ferner  das  Quadrat  von  A,  abgesehen 
von  einem  von  den  K  unabhängigen  Factor,  unter  der  Form 

— ^S-i-Ä1 
darstellen,  wo  —  ^S  eine  homogene  durch  die  Gleichungen  (14),  (14*)  gegebene 
Function   dritter    Ordnung   der   Kit  .  .  .  K;>   ist.     Endlich   ist  jede   der   Grössen 
Xlt  ...  /l5  darstellbar  als  ein  Bruch,  dessen  Nenner 

und  dessen  Zähler  eine  homogene  quadratische  Function  der  sechs  Grössen 
Eu  ...  K„  V~R  ist." 

Eine  französische  UeborseUuisj;  fliejor  A.bhn.ndliL]i;;-  I i i ] rl ■  ■  r   sicii   i.n  Btdkdn  des  üciaives  mathematiques 
et  astronomiqtes,  rgdigg  pur  MM.  Darboux  et  Hoüd,  T.  V  p.  301  — 312,   1873,  unter  dem  Titel:    Sur  fellipsoide 

de.  Votum*;    minimum    parmi   cev-x    dam    IraqHt-.Ls    an    «ei-tai»    iwmhre    de.    suetinns  e.e.nlrn k:!,    mit    d«s    Hirns    il.-.iiiride.s. 
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Untersuchungen  über  die  Elasticität 

fester  isotroper  Körper  unter  Berücksichtigung 

der  Wärme. 


Monatsbericht  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin.  Januar  1873  p.  9  —  56. 
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Untersuchungen  über  die  Blasticität  fester  isotroper  Körper 
unter  Berücksichtigung  der  Wärme. 


Geissen  in  der  Akademie  des'  Wissenschaften  zu  Berlin  a 


"Wird  ein  elastischer  isotroper")  Körper,  der  sieh  ursprünglich  bei  überall 
gleicher  Temperatur  im  Gleichgewicht  befand,  einer  ungleichen  Erwärmung 
seiner  Thcüe  ausgesetzt,  so  werden  dadurch  Deformationen  des  Körpers  bewirkt 
und  es  entsteht  das  allgemeine  Problem,  wenn  die  Erwärmung  (die  ursprüng- 
liche Temperatur  als  Nullpunkt  betrachtet)  für  jeden  Punkt  des  Körpers  als 
Function  des  Ortes  gegeben  ist,  die  Verrückung  zu  bestimmen,  die  in  Folge 
dieser  Erwärmung  jeder  Punkt  des  Körpers  erleidet. 

Die  Differentialgleichungen  für  diese  Deformationen  sind  von  Duhamel") 
und  Herrn  Franz  Ncumann'***)  unabhängig  von  einander  und  nahe  gleich- 
zeitig gefunden  worden.  Der  Letztere,  welcher  dieselben  in  Verbindung  mit 
optischen  Untersuchungen  als  Mittel  brauchte,  um  die  von  Brewster  entdeckten 
und  von  Deformationen  dieser  Art  herrührenden  Farbenerscheinungen  im  pola- 
risirten  Licht  mathematisch  zu  erklären,  wurde  durch  diese  Anwendung  darauf 
geführt,  die  zunächst  i'üv  Körper  von  3  Dimensionen  aufgestellten  Differential- 
gleichungen so  zu  speclalisiren ,  dass  sie  für  ebene  Platten  von  geringer  Dicke, 
oder,  wie  man  kürzer  sagen  kann,  für  2  Dimensionen  gelten. 

Aus  den  aufgestellten  Differentialgleichungen  ist,  die  exaete  Bestimmung 
der  Deformationen  bisher  nur  in  zwei  sehr  speciellen  Fällen  hergeleitet  worden, 
nämlich  erstens  im  Fall  einer  Kugel  oder  Kugelschale  f)  und  zweitens  im  Fall 
eines  Kreises  oder  Kreisringesff),    in  beiden  Fällen  jedoch    nur  unter  der  be- 

*)  d.h.  dessen  Ela-ikitiit  unabhängig  von  der  Richtung  ist. 
**)  Memoires  presen'.es  ii  l'Acadi'imio  dtis  .Sciences  de  Paris,  T.  V  p.  440,  1838. 
*SH')  Abhandlung™  der  Berliner  Akademie,  a.  d.  Jahre  1841,  II. 

t)  Duharuelsehe   Abhandlung  p.  4G9  und  X  cn  inaniisclii.'  Abhandlung  |)p,  103,  108. 
ft)  Neuraannsche  Abhandlung  pp.  119,  126. 
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248  ■  Untersuchungen  über  die  Elastioität  fester  isotroper 

sonderen  Annahme,  dass  die  Erwärmung  allein  Function  des  Radius  sei.  Als- 
dann finden  nämlieb  auch  die  Verrückungen  nur  im  Sinne  des  Radius  statt  und 
das  Problem  reducirt  sich  auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung mit  einer  unabhängigen  und  einer  abhängigen  Variable. 

Ist  die  Temperatur  willkürlich  vertheilt,  also  nicht  mehr  lediglich  vom 
Radius  abhängig,  so  hat  man  für  den  Kreis  zwei,  für  die  Kugel  drei  unabhängige 
Variable  und  eine  gleiche  Anzahl  abhängiger  Variablen,  welche  durch  simultane 
partielle  Differentialgleichungen  und  durch  die  hinzutretenden  Grenzbedingungen 
bestimmt  werden  müssen. 

Dies  bisher  ungelöste  Problem  bildet  den  Gegenstand  der  folgenden 
Abhandlung.  Für  den  Fall  einer  vollen  Kreisplatte  und  einer  vollen  Kugel 
wird  in  derselben  die  Lösung  in  endlicher  Form  gegeben. 

Um  zu  diesen  Ergebnissen  zu  gelangen,  zeige  ich  zunächst,  dass  die 
vorliegenden  partiellen  Differentialgleichungen  sieh  in  endlicher  Form  integriren 
lassen  und  dass  die  in  der  Integration  vorkommenden  willkürlichen  Functionen 
eindeutige  Potentialfünetionen  sind.  Diese  Integration  ist  selbst  für  die  partiellen 
Differentialgleichungen  der  Elasticität  ohne  Berücksichtigung  der  Wärme  bisher 
unbekannt  gewesen.  In  endlicher  Form  sind  dieselben  meines  "Wissens  nur 
für  einen  unendlich  grossen  elastischen  Körper  durch  bestimmte  Integrale  inte- 
grirt  worden*).  Für  den  Fall  kreis-  oder  kugelförmiger  Begrenzung  dagegen 
ist  die  Integration  immer  durch  Entwicklung  in  unendliche  Reihen  nach  trigo- 
nometrischen oder  Kugel  Functionen  geleistet  worden,  und  zwar  hat  man  die 
Entwicklungen  der  letzteren  Art  in  der  Form  doppelt  unendlicher**)  oder  ein- 
fach unendlicher  Reihen***)  angewandt. 

Nennt  man  ein  Potential  ein  äusseres  oder  eine  h'otenlialfxmction ,  wenn 
es  der  Laplaceschen  Differentialgleichung  genügt,  dagegen  ein  'inneres  Potential, 
wenn  es  der  Poissonschen  Differentialgleichung  genügt,  so  geschieht  die  Inte- 
gration der  Elasticitätsgle  ich  m  igen  ohne  Berücksichtigung  der  Wärme  (voraus- 
gesetzt dass  auch  keine  anderen  sollicitirenden  Kräfte  auf  die  inneren  Punkte 
des  elastischen  Körpers  wirken)    lediglich  durch  Potentiaifiinctionen,   welche  die 


*)  W.  Thomson,  Cambridge  «ml  Dublin  U'iithematical  Juurms!,  Vul,  111  p.  87.  1848:  Thoflison 
and  Tait,  Natural  Philosophy,  Vol.  I  p.  570. 

**)  Lame,  Journal  de  M.  Liouvüle,  T.  XIX  p.  G9,  1854,  und  Le?ons  sur  !es  cpordomiees 
iruwiliwrie-ä  p.  320. 

***)  W.  Thomson,  Philosophie*]  Transactiona,  Vol.  153  p.  588,  1863. 
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willkürlichen  Functionen    der  Lösung   bilden.     Berücksichtigt   man    die  Wärme, 
so  kommt  ein  bestimmtes  inneres  Potential  hinzu. 

Der  zweite  Theil  der  Untersuchung  besteht  in  der  Best.iinnu.ing  der  will- 
kürlichen Potentialtünctiorjen  durch  die  Grenzbedingungen.  Dieselbe  geschieht 
durch  Anwendung  des  Princips,  wonach  eine  innerhalb  eines  einfach  zusammen- 
hangenden Raumes  continuirliche ,  eindeutige  und  endliche  Poteutialfunction, 
welche  an  den  Grenzen  des  Raumes  verschwindet,  identisch  gleich  Null  sein 
muss.  Aber  während  dieses  Princip  in  den  Problemen  der  Elasticität,  in 
welchen  die  Wärme  unberücksichtigt  bleibt,  allein  ausreicht,  ist  dies  im  vor- 
liegenden Problem  nicht  der  Fall,  weil  hier  in  die  unbestimmte  Integration 
ausser  den  äusseren  auch  ein  inneres  Potential  eintritt.  Um  das  erwähnte 
Princip  anwenden  zu  können ,  muss  daher  eine  Transformation  vorhergehen, 
durch  welche  jenes  innere  Potential  fortgeschafft  wird. 

Eine  solche  Transformation  wird  aber  nur  durch  einen  besonderen  für 
das  vorliegende  Problem  wichtigen  Umstand  möglieh. 

Bei  den  gewöhnlichen  Problemen  der  Elasticität  bestehen  nämlich  die 
Data  des  Problems  in  den  sollicitirenden  auf  die  inneren  Punkte  des  elastischen 
Körpers  wirkenden  Kräften,  welche  allein  in  die  partiellen  Differentialgleichungen 
treten,  und  in  den  an  der  Oberfläche  wirkenden  Kräften,  welche  lediglich  in 
die  Grenzbedingungen  treten.  Zwischen  diesen  beiden  Klassen  von  Kräften, 
von  denen  die  einen  in  die  partiellen  Diilerenüalgleiehungen,  die  anderen  in 
die  Grenzbedingungen  eintreten,  besteht  kerne  Art  von  Verbindung,  sie  sind 
völlig  unabhängig  von  einander. 

Anders  verhält  es  sich  bei  Berücksichtigung  der  Wärme,  vorausgesetzt 
dass  die  Wärine  die  einzige  Kraft  sei,  welche  elastische  Deformationen  hervor- 
bringt. Alsdann  tritt  ein  und  dieselbe  Function ,  die  man  als  die  Wärme- 
function  bezeichnen  kann,  durch  ihre  DiOerentiulquotienten  in  die  partiellen 
Differentialgleichungen,  durch  die  Function  selbst  in  die  Grenzbedingungen  ein. 
Eine  Folge  dieses  Zusammenhanges  ist  es,  dass  unter  Berücksichtigung 
der  Discontinuitäten,  denen  die  Differentialquotienten  eines  Potentials  an  der 
Grenze  des  anziehenden  Körpers  unterworfen  sind,  diejenigen  in  den  Grenz- 
bedingungen vorkommenden  Glieder,  welche  von  dem  inneren  Potential  der 
unbestimmten  Integration  herrühren,  mit  dem  von  der  Wärmei'unction  her- 
rührenden GJiede  vereinigt,  eine  Ersetzung  durch  Glieder  zulassen,  die  von  einem 
äusseren  Potential  abhangen  und  an  der  Grenze  von  gleichem  Werthe  sind. 
C.  W.  Borehardt's  Werke.  32 
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Nach  dieser  Ersetzung  korninen  die  Grenzbedingungen  auf  die  Form 
zurück,  welche  sie  in  den  gewöhnlichen  elastischen  Problemen  haben,  und  geT 
statten   daher   nun   dieselbe   Bestimmung   der   willkürlichen  Functionen. 

Durch  die  auseinander  gesetzte  Methode  gelingt  es,  die  sehliesslichen 
Ausdrücke  der  Verrückungen  zu  finden.  Betrachtet  man  den  elastischen  Körper 
als  anziehende  Masse,  seine  Temperatur  als  Dichtigkeit  und  bildet  in  diesem 
Sinne  Potentiale  desselben,  so  erscheinen  die  Verrückungen  als  Ausdrücke, 
welche  aus  den  DnTere.ntialqnot.i eilten  solcher  Potentiale  oder  von  Functionen, 
die   aus   diesen   Potentialen   abgeleitet  werden,   zusammengesetzt  sind. 


1.  Differentialgleichungen  des  Problems  für  zwei  und  drei 
Dimensionen.  Es  seien  x,  i/,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
eines  elastischen  isotropen  Körpers  in  seinem  ursprünglichen  Gleichgewichts- 
zustand. Wird  der  Körper  einer  für  seine  einzelnen  Theile  verschiedenen  Er- 
wärmung 

«Oi  t/,  -Oi 
welche  eine  gegebene  Function  des  Ortes  ist,  ausgesetzt,  so  seien  u,  v,  w  die 
dadurch  entstehenden  Verrückungen,  welche  der  Punkt  (x,y,z)  im  Sinne  der 
wachsenden  Coordinaten  erleidet.  Dann  werden  u,  v,  w  als  Functionen  von 
x,  y,  z  durch  die  für  alle  inneren  Punkte  des  Körpers  geltenden  partiellen 
Differentialgleichungen 


-(1+2* 


,  8p  ds 

'157  =  8  IS 


und  die  für  die  Oberfläche  desselben  geltenden  Grenzbedingungen 

f    ,       ,  du  1       ,      ,      [du        dv~\      ,      .      f  du        dw~\       ,      .         _ 
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bestimmt.      Hierin   bedeutet  z/2  die   Operation 

,,       e*      aa      3ä 

A     ~   äT+TF  +  TTi 
ÖiT  Cty"  03" 

u  die  cubische  oder  Volumen-Dilatation 

du        de        dm 

du;         dy        dz   ' 

0   das   Verhältniss    der    beiden    Constanten    der    Elasticität    in    der    von  Herrn 
Kirchhoff  gebrauchten  Bedeutung  dieses  Buchstabens"),  g  eine  mit  Hülfe  des 
thermischen  Ausderiniingscoei'ficienten  e  durch  die  Gleichung 
(1**)  g  =  2(H-3Ö)e 

bestimmte  Constante**),  (v,  x),  (y,y),  (*,z)  endlich  bedeuten  die  Winkel,  welche 
die  Normale  der  Oberfläche  des  Körpers 'mit  den  Coordmatenaxen  bildet. 

Die  Gleichungen  (1),  (1")  gehen  in  die  von  Duhamel  und  Herrn  Franz 
Neumann  gegebenen  über,  wenn  man  die  in  ihnen  enthaltene  Constante  6  =  \ 
setzt,  was  nach  der  damals  allgemein  angenommenen,  aber  seitdem  ale  der 
Natur  nicht  entsprechend  erkannten,  Navierschcn  und  Poissonschen  Hypothese 
der  Werth  von  8  ist. 

An  die  Stelle  der  Gleichungen  (1),  (1*)  kann  man  auch  die  eine  Be- 
dingung setzen,  dass  die  Variation  des  über  den  ganzen  elastischen  Körper  aus- 
zudehnenden Integrals 

\dxdydz\ta-\-6f— gsp}, 


in  welchem 
(du\ 


\dy  ) 


\  :..■:) 


\dz 


(du 

{dg  ' 


du         da  dir, 

verschwinden  muss. 

Für  den  Fall  dünner   ebener  Platten,   deren  Mittelebenc    mit   der  Coov- 
dinatenebene    der    (x,  y)    zusammenfalle,     hat    Herr    Neumann     gezeigt,     dass 


")  S.  Journal  für  die 
ASiforititUuiigcri.  p.  385]. 

••)  Man  vergleiche  p.  100  der  N 

/.Hclmcl   ist. 


d  angewandte  Mathematik,   Bd.  56  p.  385  [Kirch hoff,    Ges 

n  n  .sehen  Abhandlung,    ivo  die  Constante  g  mit /  = 

82* 
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die    transversale   Verruckung   w    von    den    beiden    longitudinalen    vermöge    der 
Gleichung*) 

a+fl._{tt.-.(*  +  *)}. 

abhängt,    und   dass   u,  v   als   von  z    unabhängig   anzuwehen  und  durch   die  par- 
tiellen Differentialgleichungen 

welche  für  alle  der  Platte  ungehörigen  Werlhe  von  .t,  t/    gelten,   sowie  die  für 

den   Hand    geltenden   Grenzhedingnngen 

[/+2(l+»)^-]«oSC»,.)H,(1+«)[-|-  +  -|-]MSC,!,)  =  0 

y'  =  äSy-o, 
bestimmt  werden.     Hier  bedeutet  z/a  die  Operation 

.1       3"      as 

p  die  Flächendilatation 

und  s  ist  Function  von  x,  y  ohne  z. 

An  die  Stelle  der  Gleichungen  (2),  (2*)  kann  man  die  eine  Bedingung 
setzen,  dass  die  Variation  des  über  die  ganze  Mittelebene  der  elastischen  Platte 
auszudehnenden    Integral* 


(  dv  Y        ( du         '<- 


I  du  V     I  dv  V      Jan         Sv  V 


versehwinden  miiss. 

113    der    erwähnten    AMiaudliiiii;.    nachdem    in    ubiger   Formel    #  = 
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Die  Systeme  (1),  (2)  simultaner  partieller  Differentialgleichungen  lassen 
sich  in  endlicher  Form  integriren  mit  Hülfe  willkürlicher  Functionen,  welche 
der  partiellen  Differentialgleichung 

A*f  =  0 


2.  Unbestimmte  Integration  in  endlicher  Form  für  zwei  Dimen- 
sionen*). Führt  man  in  die  für  die  ebene  Platte  geltenden  partiellen  Differential- 
gleichungen (2)  ausser  <.\cv  Flächend ilatation  p  die  Elomentar-Kotatioti  ^t  durch 
die  G-leichung 

du        du 

,    dy         dx 
ein,  so  hat  man  die  Identitäten 

a     _   dp         dt  2    dp         dt 

dx         dy  '  dy         dx  ' 

vermöge  welcher  die  partiellen   Dillemiludgleichimgen   (2)  sich  in 


oder,  wenn 

.setzt,  in 


g=2CH-2Ö>-rj8,    9l  =  (l-r-0)( 


da         da,  dtt        da, 

v  '  dx         dy  dy         dx 

transformiren.     Sind    diese    Gleichungen    integrirt,    so    ergehen    sich    die   Ver- 
lockungen u,  v  aus  der  Integration  des  Systems 

du        dv_  3«+g  8u_  _dv_  _      gi 

W  dx"1'  dy   ~   2(1+20)  '       dy         dx  ~   1+ü  ' 

Die  Integration  der  Gleichungen  (3)  lässt  sich   auf  die   Bestimmung  einer 
einzigen   Potent.ialfunetion  zurückführen. 

Eine  eindeutige  Function  f(x.  y),  welche  der  G-Ieichung 


")  Mau    "vergleiche    die    auf    fliese    Abhaut!  km;;    he'/.iiglk'hsn    1  Seiner  klingen    des    Heraus^ehei^ 
Schlüsse  ilea  Bandes.  II. 
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gentigt,  lässt  bekanntlich  eine  Entwicklung  der  Form 

zu,  wo 

iE  =  »■cos-91  =  e!'cos^,     y  =  i'sin^  =  e^iiait 

und  die  Grössen  a,  b  Constanten  sind.  Eine  solche  Function  f  will  ich,  um 
mich  kurz  ausdrücken  zu  können,  eine  uneigentlich  öder  eigentlich  eindeutige 
Potentialfunction  nennen,  je  nachdem  sie  das  lg?1  proportionale  Glied  60lgr  ent- 
hält oder  nicht  enthält. 

Nach  dieser  Definition  sind  q,  q,  eigentlich  eindeutige  Potentialfunctionen 
und  zwar  mit  der  besonderen  Eigenschaft,  die  beiden  in  r_1  muHipficirfen 
Glieder 

r    txstiiy,     r    sin-W', 

oder,  kürzer  ausgedrückt,  die  Glieder  ( — 1)'"'  Ordnung  'nicht  zu  enthalten. 

Eindeutig  sind  q,  q^  ihrer  physikalischen  Bedeutung  nach,  das  Igr  pro- 
portionale Glied  können  sie  wegen  der  zwischen  ihnen  bestehenden  Verbindung 
nicht  enthalten,  und  die  in  r~'  multiplicirten  Glieder  müssen  desshalb  fehlen, 
weil,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  aus  ihnen  vieldeutige  Glieder  in  den  Ver- 
rückungen u,  v,  d.  h.  solche,  die  &  ausserhalb  des  Sinus  und  Cosinus  enthalten, 
hervorgehen  würden. 

Indem  man  zufolge  der  Gleichung 

p,  &  statt  x,  y  in  die  Gleichungen  (3)  einführt,    verwandeln    sich    dieselben  in 

dq  _u  J^L  —  n      h  —  -9l    — 
"ötf's*"-"    '     es     ~dt>"~    ' 

daher  ist 

qdg+q1d& 

ein  vollständiges  Differential.  Demnach  muss  es  eine  eigentlich  eindeutige 
Potentialfunction  M  ohne  Glieder  (—1)'"  Ordnung  geben,  vermöge  welcher 
q,  qx  durch  die  Gleichungen 

dM  .       6M 

bestimmt  werden. 
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Die  Constanten  a,  b  stellen  die  mittleren  Werthe  der  Grössen  q,  qt  dar, 
Aber  da  q1  derjenigen  Verbindung  -%— — ^—  =  t  der  Differentialquotienten  der 
Verrüekungen  proportional  ist,  weiche  in  den  R;.mil^kjii:luingen  nicht  vorkommt, 
so  bleibt  b  eine  willkürliche  Constante.  Sie  stellt,  durch  2(1+0)  dividirt,  eine 
der  ganzen  Platte  mitgetheilte  Drehung  ohne  elastische  Deformation  dar,  von 
welcher  wir  absehen   und   daher 

6  =  0 
setzen  können. 

Die  der  Function  M  zukommende  Eigenschaft,  die  Glieder  (— t)wr  Ord- 
nung nicht  zu  enthalten,  kann  analytisch  durch  die  Gleichung 
.-       ,       3L        T         6L         dL 

ausgedrückt  werden,  wo  L  keiner  anderen  Eigenschaft   unterworfen   zu  werden 
braucht,  als  eine  eigentlich  eindeutige  Potentialfunction  zu  sein. 

Die;  soweit  es  sich  um  elastische  Deformationen  handelt,  vollständige 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  (3)  für  q,  fl,  ist  also  durch  die 
Gleichungen 

BM  3M  SM 

...  SU  f)M  SM 

,,  '  dL         .         dL  dL 

M=L+-aT=L+'-äT+y-sf 

gegeben,  wo  L  eine  eigentlich  eindeutige  Potentialfunction  bedeutet. 
Bezeichnet  man  mit  a,  b  die  beiden  Constanten 

"  —    2(1+20)  '  —  "2(1+»)  ' 

so  gehen  die  jetzt  noch  zu  integrirenden  Gleichungen  (4)    nach  Einsetzung  der 
Werthe  (5)  in 

9a        Sv  (     dU           dil\ 

du        flu    _  I     dil  3M\ 

äy  ~  Bm    _  "\"   dy    ~V   Si  j 

über,  welche  durch  Einführung  der  Grössen 

»'  =  m-2b.il/,    i>'  =  «— 2tyM 
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die  einfachere  Gestalt 


annehmen.     Nach  der  zweiten  dieser  Gleichungen  ist. 

,  _    8JV  ,  _  d_N 

~     Bz   '  —     dy    '■ 

worauf  nach  der  ersten  N  durch  die  partielle  Differentialgleichung 


j  ags-t-a<i-i-(a— 2o)|ü/+ai 


8M  &M  1 


bestimmt  wird.  Die  allgemeine  Lösung  dieser  partiellen  Differentialgleichung 
ergiebt  sich  als  Summe  zweier  Particularlösuiigen  von  einfacheren  Differential- 
gleichungen, welchen  eine  allgemeine  Lösung  der  Potent  ialgleiclrnng  /!''[■=  0 
hinzugefügt  wird. 

1.  Das  logaritlnnische  Potential 

wo  die  Integration  auf  alle  der  Platte  ungehörigen  Punkte  (xu  y^)  der  xy-Ehena 
auszudehnen  ist  und  der  Punkt  (x,  y)  ebenfalls  in  der  Platte  liegt,  genügt  be- 
kanntlich der  Differentialgleichung 

2.  Bedeutet  G  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  A^G  =  0, 
so  genügt 

9'  =  W+tf)G, 
wie  man  leicht  verificirt,  der  partiellen  Differentialgleichung 


Setzt  man   insbesondere 
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so  ergiebt  sich 

Mit  Hülfe  der  beiden  -Partieidar-Lösinigen  P  und  (?'  lässt  sich  die  Inte- 
gration der  Gleichung  (fi)  auf  die  Integration  der  Potential  gl  eich  i  mg  /f2f=0 
zurückführen,  denn  setzt  man 

H  =  N—aP—tfJ+tf)&, 
so  genügt  H  der  Potentialgleichung 

Jatf  =  Ü. 
Hiermit   ist   die   unbestimmte   Integration   der   partiellen  Differentialgleichungen 
(2)  für  die  Verrückungen  u,  v  der  Punkte  einer  elastischen  Platte  unter  Berück- 
sichtigung der  Wanne   geleistet,  sie  liefert  für  u,   v   die  Werthe 

ÖL  ÖL 

öV+^-er 

In  diesen  Formeln  ist  - — /*  das  in  Beziehung  auf  den  Punkt  (x,  y)  ge- 
nommene logarith  mische  Potential  der  Platte,  deren  Dichtigkeit  ihrer  Erwärmung 
gleich  gesetzt  ist,  L  (mit  dem  davon  abhängigen  M)  und  H  sind  die  beiden 
willkürlichen  Functionen  der  Integration.  Beide  sind  eindeutige  Potential- 
functionen,  die  erstere  eigentlich  eindeutig,  also  ohne  logarithmisches  Glied. 
Die  Integralgleichungen  (7)  dienen  als  Grundlage  für  die  Bestimmung  der  De- 
formationen eines  Kreisringes  oder  einer  vollen  Kreisplatte.  Im  ersteren  Falle 
können  L  und  H  positive  und  negative  ganze  Potenzen  von  r  enthalten,  und 
II  überdies  Igr,  im  letzteren  enthalten  L  und  II  nur  positive  ganze  Potenzen 
von  r,  weil  die  Verrückimgen  für  x  =  0,  y  =  Ü  endlich  bleiben  müssen. 


CT) 
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3.  Die  Bedingungen  für  den  Rand  und  deren  Transformation. 
Bestimmung  der  willkürlichen  Functionen  im  Fall  der  vollen  Kreis- 
platte. Die  Randgleichungen  (2*)  werden  im  Falle  des  Kreises  oder  Kreis- 
ringes 

[S9,_9.+2a+»)fj.].+a+»>[-|!-+£]»  =  o 
a+4£+£]«+[*»j>-e.+aa+»)-!->  -  o. 

Mit  den  Factoren  x,  y  und  y,   —  %  multiplicirt  und  addirt,  geben  sie 

Mar-  w)+ü    "°tajr+ tu)  =  °- 

oder,  wenn  die  Werthe  (7)  von  w,  v  eingesetzt  werden, 

.[    3jW  3*1,.,    ,,  ,  ,  ,      „  S>JV    ,       (B'N       d>N\ 

bHr~~rädC ^+!>)+( "iySiaj+'!A-ef—Sf)  =  °- 

Unter  Benutzung  der  Gleichungen 

2(1+28)/.  =  9*+s,     3  =  «+^ 

und  der  für  jede  Function  /'  geltenden  Transformationen 

Bf   _      Bf  _8f_         3/ Sf__     Bf_ 

lfe         "'  Sx  +y  By  '      3»   ~*  By       S  du 

^L^IL  -  j,  d'f  i  Uy  ^f   i  ...  d'f 

3o»         3i>    —        3x'  *  B„8y^s    By' 


393»        3»   ~~  {        "'  dir.dy  +  s\  6y>        3*>  J 


gehen  sie  in 


B'N       BN         „   f                .       „         .       ...  3AJ        .,.  .,1 
-^ he-?  j— ags— (a— b>— (a  — 3i>)^ H2bA/j 
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oder,  nach   Einsetzung  des  \Verrlies  von  JV  aus  (7),  in  die  Form 
fS'P       SP        ,     1     &>H       9fl       a— 26(3'*      „3*/ 


(sp 


3ff  a— 2b    3«    ,       , 


über,  wo  A  der  Bedingung  -^— -  =  0  genügt.  Im  Fall  des  Kreisringes  müssen 
die  Gleichungen  (8)  für  die  beiden  A\'erthe  r  =  r0  und  r  =  r,  des  Radiusvector, 
welche  dem  inneren  und  äusseren  Rande  entsprechen,  befriedigt  werden.  Im 
Fall  des  vollen  Kreises  ist  es  am  einfachsten,  den  Radius  der  Platte  der' 
Einheit  gleich  zu  setzen,  dann  sind  r  =  0,  r=l,  oder,  was  dasselbe  ist, 
j>=— oo,  p  =  0  die  beiden  AVerthe.  für  welche  die  Gleichungen  (8)  befriedigt 
werden   müssen. 

'  Für  o  =  — oo  sind  die  Randbedingungen  (8)  von  selbst,  erfüllt.  Die 
zweite  verliert,  wenn  der  Rand  sich  auf  einen  Punkt  reducirt,  ihre  Bedeutung; 
in  der  ersten  verschwindet 

d*p     sp  _    5sp  fflp      „aaP 

3^  de     ~       da?  +iWy  SwBy  ~hf~Byr 

für  p=— oo,    d.h.    für    x  =  0,    y  =  0.    dasselbe    gilt  von    -?r-» „  — ,    die 

übrigen  Glieder  verschwinden  wegen  des  Factors  £2t'. 

Für  den  äusseren  Rand  der  Platte,  d.  h.  für  p  =  0,  lassen  sich  die  von 
dem  inneren  logaritlui fischen  Potential  !'  abhängenden  Glieder'  unter  llinzunahme 
des  der  AVarmefunction  s  proportionalen  Gliedes  durch  andere  für  p  =  0  gleich- 
werthige  Ausdrücke  ersetzen,  welche  von  einer  eigentlich  eindeutigen  Potential- 
function  althängen.  Diese  Ersetzung  beruht  einerseits  auf  der  in  den  Differential- 
quotienten von  P  für  die  Randpunkte  eintretenden  Discontinuität ,  andrerseits 
auf  einer  Anwendung  der  Transformation  durch  reeiproke  Radien vectoren. 
Das  logarithmische  Potential  P  wurde  in  (7)  durch  die  Gleichung 

definirt.     Hier    ist   die  Integration    auf  alle  die  Ungleichheit  x(-hy\<Zl  erfül- 
lenden   Punkte    auszudehnen    und    x,    y    genügen     ebenfalls    der    Ungleichheit 

33* 
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jr+j/*  <  1,  Es  sei  (%',y')  ein  ausserhalb  des  Kreises  #5  +  i/2  =  1  gelegener 
Punkt  und 

so  dass  P,  P'  Lösungen  der  Gleichungen 

Ca:3  oy1  °  s     ö/!      öiü'a         By" 

sind.  Gesetzt  (.r,  y)  and  (%',y')  nähern  sich  beide  einem  und  demselben  Punkt 
des  Umfanges  des  Kreises  xi-\-y'i  =  1,  so  finden  beim  Uebergang  von  P  zu  P' 
in   den  zweiten   Ableitungen   Dbcontinuitäten   statt:   während   nämlich 

BP         BP'  dP         dP' 

P—P'  =  0       — =Q  —Ü-i—  =  0 

'       Sit  ö.e'  '       öy  9^'  ' 

sind  die  ähnlich  gebildeten  Differenzen  für  die  zweiten  Derivirten  von  Null  ver- 
schieden, und  zwar 

d*p  __  d*p^  _       a     jsp_  _  e**P'   =  ö^p  _  saP'  _ 

9a;3         9«'a         °       '       öajöj/        öa'öi/'         "  '   "'       dy^         6y'3         8  •?  i 

wo  ^  den  im  betrachteten  Punkt  des  Krei»sinnf;mges  stattfindenden  Werth  der 
Wärmefiinctioii   bedeutet. 

Führt  man  für  x,  y  und  x' ,  y'  Polarcoordinaten  r,  3-  und  r',  3-'  und 
für  die  Radienvectoren  r  und  r'  deren  Logarithmen  p  und  p'  ein,  so  gelten 
für  den  Uebergang  von  P  zu  P',  d.h.  für  p=0,  p'  =  0,  die  in  den  neuen 
Coordinaten  ausgedruckten  Gleichungen 

Es  sei  insbesondere 
&  q'  =  —q,      &'  —  &, 

so  dass  die  beiden  Punkte  (p,  i9-)  und  ({>',  #')  mit  dem  Mittelpunkt  der  Kreis- 
platte in  gerader  Linie  in  Entfernungen  liegen,  deren  Product  dem  Quadrat 
des  Radius  der  Platte,  d.  h.  der  Einheit,  gleich  ist,  jeder  der  beiden  Punkte 
also  der  reeiproke  des  anderen  genannt  werden  kann.  Den  dieser  Annahme 
entsprechenden  Werth  von  P'  bezeichne  man  mit  ^,  dann  erhalten  das 
innere  logarith mische  Potential   P   und    das    äussere  ty    in    Polarcoordinaten    die 
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Ausdrücke 

P  =  -i.J,"^1J°*)«,"»&„  91)-i\g[i"-2,'*h<m(»-»l)+^'] 

sp  =  -|;-j'"(i»1fü(iSl^.s((.1,»1).i)g[«-''-2,r'+',.c(js(»-a1)+«'i'.] 

und  für  den  Umfang  des  Kreises,  d.  h.  für  f)  =  0,  gelten  die  Gleichungen 

Indem  man  den  im  Integral  ^i  vorkommenden  Logarithmus  auf  die  Form 

J]g[l-2e'+''  cos(3  —  #,)+„'<«+'.>  ]  _8 
bringt  und 

<2  =  Jrj'"<»1j'<i8,."'".fe,ai)41g[l-.2«'+'.co.(#_#1)H-«'"+».'] 


'  =  ^r/"'<K\f'<e><>sM<v»1) 


setzt,  so  dass  2c  die  mittlere  Er  war  um  nie  der  ganzen  Platte  darstellt,  erhält 
man 

9ß    =    Q—QCQ. 

Die  Potentialgleich  ung 

da?       df 

hat  im  Falle  zweier  Variablen  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  für  x,  y  die 
neuen  Variablen  q,  d-  einführt.,  sie  in  diesen  dieselbe  Form 

öY      öv  = 

annimmt  und  diese  auch  beibehält,  wenn  man  p' =  —  q  an  die  Stelle  von  (> 
setzt.  Aus  diesem  Grunde  genügt  $  und,  wegen  der  zwischen  ty  und  Q  statt- 
findenden Verbindung,  auch  Q  der  Potentialgleichung  und  man  hat 

Daher  ist  Q,  unter  .Berücksichtigung  seines  Integral  Ausdrucks,  eine  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  «*  entwicketbare,  innerhalb  des  Kreises  x'-hy*  =  1  nicht 
unendlich  werdende,    eigentlich  eindeutige  Potentiaü'uiictiou.     Endlich   hat  man 
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Lind  hieraus 

Indem  man  diese  Relationen  benutzt,  um  in  den  jetzt  nur  noch  für 
den  Werth  p  =  0  zu  erfüllenden  Bedingungen  (8)  P  durch  Q  zu  ersetzen, 
und  bedenkt,  dass  die  von  &  unabhängige  Grösse  A  für  p  =  ö  eine  reine 
Constante  wird ,  erhält  man  die  Randbedingungen  (8)  in  ihrer  schliesslichen 
Form 

\&Q    ,    dQ  I      Ös//        dB    ,    o— 2b  [3*M     aÖM      „1 

(9)  n-#+-^— 9cJ+^-^r+T-l-^-2^r~2aJ  =  0 


Diese  Gleichungen  sind  zwar  nur  als  für  den  Werth  p  =  0  bestehend  gefunden, 
aber  nach  der  besonderen  Natur  der  eindeutigen  Potential i'unctionen  können  sie 
für  diesen  einen  Werth  nur  dann  befriedigt  werden,  wenn  sie  allgemein  be- 
stehen. Denn  es  gilt  für  die  eindeutigen  Potentialfunctionen,  welche  innerhalb 
eines  einfach  zusammenhangenden  Haumes  nirgends  unendlich  werden,  folgendes 
Princip:  Verschwindet  eine  Function  dieser  Art  für  jeden  Punkt  der  Begren- 
zung, so  verschwindet  sie  auch  überall  im  Inneren. 

Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (9)  sind  aber  solche  Functionen, 
folglich  gelten  diese  Gleichungen  allgemein.  Sie  bilden  daher  ein  System 
simultaner  gewöhnlicher  Differentialgleichungen,  aus  welchen  sich  die  beiden 
Functionen  II,  M  bestimmen  lassen.  Differentürt  man  die  zweite  nach  p  und 
stellt  sie  mit  der  ersten  zusammen,  so  hat  man 


■[• 


S>Q        gg  1       d'll  ÖH        q  — 2t  [d'M  „  SU  ] 

ss"  +  3(1  J+  de'  se  +     4  l_6e'  "  de  J    aB'' 

JS'Q  8Q~l      g'-ff  BE  q— 26   S'M  _ 

V  öq2  8q  J        öj>s  ög  4  (5j)s 


Eliminirt  man  H  durch  SuBtraction,  so  findet  man 
(d'Q    ,    dQ  \       q-2b    SM 


L  dg*  dg  J  4  6q 


"i 
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Indem  mau  diese  Gleichung  nach  d-  von  0  bis  2tt  integrirt,  fallen  die 
von  M  und  Q  abhängenden  Glieder  heraus  und  es  bleibt  der  constante  Term 
übrig,  man  hat 

— - — a-r-aflc  =  0, 


Hierauf  bleibt 


a-2bl 


BM 4a     r_SQ_       6Hn 

Se  0—26  L  Bf         Bs»  J 


welche  Gleichung  durch 

befriedigt  wird.  Man  könnte  diesem  Werth  von  JVf  eine  willkürliche  Constante 
hinzusetzen,  da  dieselbe  aber,  wie  aus  (7)  ersichtlich  ist,  von  keinem  Einfluss 
auf  u,  v  sein  würde,  so  ist  es  am  einfachsten,  sie  gleich  Null  zu  setzen. 

Indem   man   vermittelst  des    zuletzt    erhaltenen   Ergebnisses    Q    aus    der 
zweiten  Gleichung  (9)  eliminirt,  erhält  man 

a-2K[dAl       .,1      au       „      . 


gesetzt  wird, 


m~  n. 

dp 


eine  Differentialgleichung,    welche,    da  9K  eine    eindeutige  Potenriallunction  ist, 
nur  durch 

3ft  =  0 
befriedigt  werden  kann.     Da  das  constante  Glied  in  H  ohne  Einfluss  auf  u,  v 
ist,  kann  A  =  0  gesetzt  werden,  dann  bleibt 


H=-„[QJ.J'-I 


8e  . 

Hiermit  ist  die  Bestimmung  der  willkürliehen  Functionen  L,  LI  vollendet. 
Führt  man  für  die  Componenten  u,  v  der  Verrückung  die  Componenten  R,  <p 
im    Sinn    der    wachsenden  p,  &    ein,    so    werden    R,    tp   aus    tt,  v    durch    die 
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bestimmt.     Nach  Einsetzung  der  Werthe'von  u,  v  aus  (7)  ergiebt  sieb 
.„       „,  2,„      SN         ,  SN 


(10) 
Hierin  ist 


SS   • 


"a-2b  1 


8*  ' 


Se  - 
ß  = -|?/'"<a-1/,*I«"'<e..-»,)-iig[i-2»'+,'«™(»-»,)+«'<*"k,')] 


2(1+9) 

Die  Gleichungen  (10),  (11)  geben  die  vollständige  Lösung  des  Problems,-  die 
aus  der  Erwärmung  s  der  vollen  Kreisplatte  hervorgehenden  elastischen  Defor- 
mationen derselben  zu  bestimmen.  Man  kann  dieser  Lösung  andere  Formen 
geben,  welche  in  dem  folgenden  Paragraphen  hinzugefügt  werden  sollen. 


4.  Verschiedene  Formen  der  für  die  volle  Kreisplatte  gefun- 
denen Lösung.  Bilden  wir  den  Ausdruck  i^-Hy>V —  1  und  setzen  nach  (11) 
die  Werthe  von  M,  N  ein ,  so  ergiebt  sich 

an  . 

.  Sq   ■""  3* 
Sq         o& 


a+26   „I 
o-2b  '   I 


-V=i 


■  •        l       >\  sf  +  s»  '     +  m 


SQ         SQ 


dg>~~^  a?s» 


ae 


3» 


y=i 


o— 2t  ' 


V=I 


P  =  •^/«HViW«*— 2«!+(''eos(»— »,)+«"■], 
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Körper  unter  Berücksichtigung  der  Wärme, 
wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist,  ergiebt  sich 

SP         6P  .f~~-         9    A.  1  E 

ebenso  ergeben  sieb  aus 

*  =  i/'k'iVM«-1'— 2<r'+*'  "»(»— *,)+'*'] 
die  Gleiehungeo 

3IJJ    ,    8$  ,/—. ,         s    f,  1 

38 


£-  V— i  =  ir-  *»i  «i : — 

yfS      * 

¥  =  Q-a«e 

-^+4§-^-*-.. 

-4&-Ü-1« -*-«•■ 

ferner  durch    Dilferentiation  der  fetzten   Gleichung  nach  ;; 

wo 

a  2?rJ      !  !  I 


[l_Äs+*i-(*-*i>l'-I]s 
Durch   Substitution   dieser   Werthe   ersieht  sich 


l  ^R+9f-l)  =  P1+(l_^,_^e»%_8<H-iäv(l+-jS) 


:i'1_iBc+(i-«")B,-i8»]-~lF«"B1-i8«], 


0.  W.  Roichavdfs  Weite. 
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oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  von  Pj,  *$,,  ^3 


(12)     ^-a»(fi+,V=I)s 


/* 


-j+^+f*-^)^, 


a-t-2b  s„/\       r  l  i 

0—26      J     '  '{  1_e^«s+c.»-»1)f-i       *j 

Endlich    kann   man   den   Ausdruck   ß-f-<jpy™l   auch    in    die  Form    bringen 

!f4p-<H!')[f+f+(|+H)p] 


d3)  -#(«+, y_i)  = 


.    a+2b  ,  rSSfi       3$    ,—1  ,  (■      0+2I>  \ 


Das  gefundene  Ergebniss  lässt  sieh  folgen  den  nassen  zusammenfassen: 
„Eine  elastische  isotrope  Kreisplatte  vom  Radius   1,  welche  sich  bei  der 

Temperatur  *  =  0  in    elastischem   Gleichgewicht  befand ,    werde    der    für  ihre 

einzelnen  Punkte  verschiedenen   Temperatur 

■&>,») 

ausgesetzt,  wo  q,  $■  mit  den  rechtwinkligen  geradlinigen  Ooordinaten  x,  y. 
deren  Anfangspunkt  im  KreisniitLelptuikt  liegt,  durch  die  Gleichung 

verbunden  sind.  Die  durch  diesen  Temperaturwechsel  entstehenden  Deforma- 
tionen mögen  für  den  Punkt  (j>,  &)  eine  Verrückung  herbeiführen,  deren  mit 
den  Richtungen  der  wachsenden  p,  &  zusammenfallende  Komponenten  mit  R,  <p 
bezeichnet  werden  sollen,  dann  lassen  sich  iü,  <p  durch  die  ersten  und  zweiten 
Differentialquotienten  zweier  logarithmischen  Potentiale  ausdrücken. 

Man  denke  sich  die  in  der  Ebene  der  xy  liegende  Kreisfläche  vom 
Radius  1  mit  einer  Masse  belegt,  deren  Dichtigkeit  der  Temperatur  s(p,  &) 
gleich  sei,  und  bilde  hierauf  die  logarithmischen  Potentiale  der  Kreisfläche  in 
Beziehung  auf  den  inneren  Punkt  (p,  $■)  und  in  Beziehung  auf  dessen  reeiproken 
äusseren  Punkt  (— p,  &)■  Diese  beiden  Potentiale,  multiplicirt  mit  einer  aus 
dem  thermischen  Ausdehn  ungseoef'fi  deuten  e  und  dem  Verhältniss  der  beiden 
Elastlei  tätseniistiinten   0  zusammengesetzten   Constn.nt.en 
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_J_  _    2(l+3t))e 
2»  2«         ' 

bezeichne  man  mit 

P  =    lvf"d»tf"rli,/'.s(l!1,»])-iW-^'+'-:»<S-»,)+'"^ 

*  =  -|rj'**>,J%/!'*Ce1,*1)-«g[«-"-2«"^'"  «»(*-*,)+/«>], 

überdies  die  mittlere  Temperatur  der  ganzen  Platte  mit 

so  werden  die  Verruckimgen  /?,  $p  durch  die  ersten  Dilfci.vi.ilitilqLiotienteii'voii 
P,  sowie  die  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  von  9ß  vermöge  der 
Gleichung 

2(1+2  Cf)e9[R-j-g,Y^i] 

dargestellt." 

Für  die  Interpretation  dieser  Gleichung  ist  es  zweckmässig,  die  Tem- 
peratur s  aus  ihrem  mittleren  Werthe  2c  und  der  Temperatur  s— 2e,  deren 
mittlerer  Werth  0  ist,  zusammenzusetzen  und  die  wirklichen  Deformationen  aus 
der  Superposition  derjenigen  entstehen  zu  lassen ,  welche  den  Temperaturen 
2c,  s  — 2c  entsprechen. 

Um  die  Richtigkeit  der.  Formel  (13*)  zu  prüfen,  nehme  ich  an,  s  sei 
von  &  unabhängig,  dann  werden  auch  V  und  ^J  von  9-  unabhängig,  man  hat 
in  diesem  Fall 
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also  nach  (13*) 

was  für  9  =  1  mit  dem  Neu  mann  sehen  Resultat*)  übereinstimmt. 


5.  Unbestimmte  Integration  in  endlicher  Form  für  drei  Dimen- 
sionen. Für  den  Fall  dreier  Dimensionen  sind  die  Gleichungen  des  Problems 
durch  die  partiellen  DiilVreuluil^kMeiiungen  (1)  und  die  Grenzbedingimgen  (1"*) 
gegeben.  Durch  Einführung  der  drei  Componenten  ^U,  ^V,  ^W  der  Elementar- 
Rotation,  d.  b.  der  Ausdrücke 


17 

dv 

dw        „         dw        du         w         du 

dy  '                 dw         dz  '                  dy 

erhält  man 

die 

Identitäten 

■t         dp      dv       dw 

dw         dz          oy 

j\  —   dP        dW        dU 

dy         dw          dz 

j     _  dp        du        8V 

dz         dy          dw 

Unter  Benutzung  derselb 

en  verwandeln  sich  die  Gleichunge 

dV       dW  _   dq 
dz          dy            dx 

(14) 

dw       du   __   dq 

dw          dz            dy 
dU        dV    _    Sq 
dy          dx            8z 

du      dv      dw  _ 

dw          dy        .  dz            ' 

wo 

(14') 

q  =  2(H-0)i)-gs. 

")  p.  119  der  di.ivlen  Abhu-iulhLii^:. 
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Hat  man  das  System  (14)  integrirt,    so  ergeben  sich  die  Verrüekungen  n,  v,  w 
aus  dem  System 

dz         dy 

dv>        du    „ 

~fa~~8T  ~ 

Su         8v    =  w 
dy        dx 

du         de        dvi    Ss'+"9' 

~d^~i~~dj  +  lte    ~    2(1+0)  ' 

Die  Integration  der  Gleichungen  (14)  lasst  sich  auf  die  Bestimmung  zweier 
eindeutigen  Potentialfunctionen  zurückführen. 

Eine  eindeutige  PotentisiltVmction  dreier  Variablen,  d.h.  eine  eindeutige 
Function  f(x,  y,  z),  welche  der  partiellen  Differentialgleichung 

a  '  da?^  dy>        dz'  u 

genügt,  gestattet  bekanntlich  immer  eine  Entwicklung  nach  positiven  und 
negativen  ganzen  Potenzen  des  liadiusvector  r  =  -  Vö?  +■  y'~  ■+■  z\  deren  Coef- 
ficienten  für  die  Exponenten  n  und  — (n  +  I.)  Kugelfunctionen  ?i,er  Ordnung  sind. 
Aus  den  Gleichungen  (14)  folgt,  dass  jede  der  vier  Grössen  q,  TJ,  V,  W. 
der  Potentialgleichung  J2f=  0  genügt,  ihrer  physikalischen  Bedeutung  nach 
ist  ferner  jede  dieser  Grössen  eindeutig  und  aus  der  Verbindung,  in  welche 
sie  durch  die  Gleichungen  (14)  gesetzt  sind,  folgt,  dass  in  keiner  dieser  vier 
Functionen  das  der  ( — -1)'™  Potenz  von  ■?•  proportionale  Glied  vorkommen  kann. 
Es  ist  also  q  eine  eindeutige  Potentialfunction  ohne  Glied  (■ — l)tcr  Ordnung,  eine 
Bedingung,  welche  man  analytisch  durch  die  Gleichung 

„      ex        dx       dx 
i  =  x^-^r^-dy+z^z- 

ausdrücken  kann.  Hier  bedeutet  X  eine  eindeutige  Potentialfunction  ohne 
weitere  Nebeubedingung;  ob  sie  ein  r~l  proportionales  Glied  enthält,  ist  gleich- 
gültig, da  dasselbe  in  jedem  Fall  ohne  Einfluss  auf  die  Verrückungen  bleibt. 

Indem  man  diesen  Werth  von  q  in  die  Gleichungen  (14)  einsetzt,  findet 
man  für    U,    V,    W  die   simultanen   Particularlösungen 

dx_    ax  ex        dx .         _    _ax  _    ex^ 

*    dz  dl/    '  dx  dz    '  dy         ^    dm    ' 
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welche    mit   dem  Werth   von  q   zusammen   die  Gleichungen  (14)   identisch  be- 
friedigen, vorausgesetzt  dass 

.a„      d*x  ,  &x  ,  &x 

j  x  =  -3^4-37+-^  =  0. 
öx'         dy"  oz- 

Bezeichnet  man  diese  für  U,  I7,  W  gefundenen  Particularlösungen  mit 
U0,  Va,  W0  und  die  allgemeinen  Lösungen  mit  Ua-]-U',  VQ-*-V,  W0-\-W,  so 
müssen    U',   V,    W  den  partiellen  Differentialgleichungen 

m_^El=o     dW'      dU'  ^Q     1E__ÖF'=0     IE       av'       dW^Q 
dz  dy  '      dx  dz  '       3?/  9«  '       <9#  dy  dz 

genügen,  woraus 

p=M-    f=^°.  H-=a-^    ^o+ia  +  a'o  =  0 

cte   '  öy    '  dz    '       cte-         öj/         ßg^ 

folgt.     Die  Gleichungen  (14)  werden  also  durch  die  Lösungen 
dX  dX  dX 

3  ö*        °    dy  dz 

ü  =  ■>    dX        z  dX  6£l 

dz  dy  dx 

V  =  z6X        x  dX  e° 

a#  3a  öy 

...        ex        ax      as 

O//  "     Öar  as 

vollständig  integrirt;  hierin  bedeuten  X  und  O  eindeutige  Potentialfun ctio neu. 
Vermöge  dieser  Lösungen  und  unter  Benutzung  der  bereits  früher  gebrauchten 
Abkürzung 


"         2(1+0) 

geh 

en  die 

Gleichungen  (15) 

in 

dz 

Sie 

dX 
dy 

-t- 

3S 
dx 

(17) 

dx 
du 
dy 

du 

32 
dv 
dx 

_      dX           dX 
dx            dz 
dX          dX 

—  "  dy       "  dx 

+ 
+ 

du 

aa 

3z 

du 

+  ~8J+  & 

t^.+X+x 

dX 

3X 

dy 

dX 

dz 
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Körper  unter  Berücksichtigung  der  Wärme, 
über,  welche  durch   Einführung  der  Grössen 

u'  =  u — xX,     v'  =  » — yX,     w'  =  w — zX 
die  einfachere  Gestalt 

öo'       die'  öQ 

ös         9j/  dx 

dv>'       du'  3Q 

dx         dz  dy 

du'        8v'  ÖÖ 


(17«) 


dv' 
dy  ' 


annehmen,  wo 


„    LNrv      dx       dx       dxi    nv 


Man  bezeichne  mit  (17),,  (17),  zwei  spccielle  Systeme  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen, welche  aus  (17*)  hervorgehen,  und  zwar  (17),,  wenn  man 
0  an  die  Stelle  von  X'  setzt,  (17)a,  wenn  man  0  an  die  Stelle  von  Q  setzt. 
Es  seien  ?.*,,  v,,  w;,  Particularlösungen  des  Systems  (17),,  w3,  wg,  wa  die 
allgemeinen  Lösungen  des  Systems  (17)a,  so  erhalt  man  die  allgemeinen  Lö- 
sungen von  (17*)   unter  der  Form 


Das  System  (17),  ist  genau  von  der  Form  des  Systems  (14)  und  erfordert 
daher,  damit  es  überhaupt  lösbar  sei,  die  Erfüllung  der  Bedingung,  dass  Q 
kein  Glied  (— l),er  Ordnung  enthalte,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  O  auf  die 
Form 

8Y  57  dY 

gebracht  werden  könne,  wo  Y  wiederum  eine  eindeutige  Potentialfunction  be- 
deutet, von  welcher  es  gleichgültig  ist,  ob  sie  ein  r~'  proportionales  Glied 
enthalte  oder  nicht,  da  ein  solches  Glied  ohne  Einfluss  auf  die  Verrückungen 
bleibt.     Alsdann  sind 

-    JLL_    §I_  —    .JZ1_    _^I_  —     aY  Ö_L 

1       "   dz  dy   '        '  dx  dz    '        T  dy        "   dx 
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Particular-Lösungen  des  Systems  (17),.     Das  System  (17)s  wird  durch 

_  dN  __  dN  _  dN 

2         dm  '        £         dy   '       'J         ös 

integrirt,  wo  JV  der  partiellen  Differentialgleichung 

,<N  =  X-  =  ,,._a_»){x+-«  +,-«+.  «  }-2X 

genügt.     Die   allgemeine   Lösung   dieser   partiellen  Differentialgleichung    ergiebt 
sich  als  Summe  zweier  Parti cularlöMingen  von  einfacheren  Differentialgleichungen, 
welchen  eine  allgemeine  Lösung  der  Potentialgk'ielmng  J"f={)  hinzugefügt  wird. 
1.     Das  Potential 


'-ih* 


»(*,.*,.*■) 


^-L_,    z>  =  yc.-^y+^-y^-K,-*,)!, 


wo  die  Integration  über  den  ganzen  elastischen  Körper  ausgedehnt  wird  und 
(x,  y,  z)  einen  Punkt  desselben  bedeutet,  genügt  bekanntlich  der  partiellen 
Differentialgleichung 

älP  =  —  gi(*,y,«} 
2.     Bedeutet  G  eine  Lösung  der  partiellen  Ditl'creiitialgleicliiirig  /f'!G=Q, 
so  genügt 

wie   man  leicht   verincirt,  der  partiellen  Differentialgleichung 

J9    =  |ff+a!-ä r-V~ä r-2-ä— 

cte  öy  az 

Unter  Einführung  von  Polarcoordinaten  und  wenn  man  mit  p  den  Logarithmus 
des  Radiusvector  bezeichnet,  geht  die  rechte  Seite  der  letzten  Differential- 
gleichung in 

über.  In  dieser  Form  läset  sich  jede  eindeutige  Potential  Tun  ction  und  zwar 
nur  auf  eine  Weise  darstellen.  Man  hat  nämlich  den  leicht  einzusehenden 
allgemeinen  Satz: 

Es  sei  X  eine   gegebene    eindeutige   Function   von   e",    d.  h.    eine    nach 
ganzen  positiven  und  negativen  Potenzen  von  e"  entwickelbare  Function,  und  T 
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genüge  der  Differentialgleichung 

v  _  d""r  i  -  d"'~Wf  i      .  _  r 

wo  ö|,  ...  am  von  p  unabhängig  sind.  Soll  ferner  T  eine  ebenfalls  eindeutige 
Function  von  e"  sein  und  ist  die  Gleichung 

AB,+«1A'""1H hß„,  =  0 

durch  keinen  ganzzahligen  Werth  von  h  zu  befriedigen,  so  genügt  obiger 
Differentialgleichung  immer  und  nur  eine  solche  Function  T. 

Die  oben  ausgesprochene  Behauptung  ist  nur  ein  besonderer  Fall  dieses 
Satzes  für  T  =  G,  m  =  1,  a,  =  f  ■ 

Hat  man   der  Function   X  den  Ausdruck 

gegeben,  so  bringe  man  X'  auf  die  Form 


x'  =  Sa,_(i_b){4a:+.-g-+y-^+«-^-}-ics+b)x 


und  setze  insbesondere 

so  dass  G'  =  ^(£s-r-y2-!-2a)G  der  Differentialgleichung 

jV  =  (l-J){*i+«-^H-»-^H-*-^-}+l(8+B)i 

genügt.  Mit  Hülfe  der  beiden  Particularlösungen  P  und  ff  läset  sich  die  Inte- 
gration der  für  N  gefundenen  partiellen  Differentialgleichung  auf  die  Integration 
der  Potentialgleichung  J*f=0  zurückführen,  denn  setzt  man 

so  genügt.  7j  der  Potentialgleichung 

ä*Z  =  0. 

Hiermit    ist    die     unbestimmte    Integration    der    partiellen    Differential- 
gleichungen   (1)    für    die    Verrückungen    u,   v,   w    der   Punkte    eines    elastischen 
Körpers    unter    Berücksichtigung    der   Wärme    geleistet,    sie    liefert    für   u,  v,  w 
C.  W.  Bovehardt'a  Werte.  35 
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,;is; 


.  =  xX+y 

-  -  yX+z 

-  =  zX+x 


dY 

äy 
67 

"  dz 
dY 


9A~ 
3A" 


<* 


Z> 


V(*-«i)*-+-(y-*,),H-(*-*l)'. 


4tv 


In  diesen  Formeln  ist P  das  in  Beziehung  auf  den  Punkt  (x.y.z) 

genommene  Potential  des  elastischen  Körpers,  dessen  Dichtigkeit  seiner  Er- 
wärmung gleich  gesetzt  ist,  T  (mit  dem  davon  abhängigen  X),  Y,  Z  sind 
die  drei  willkürlichen  Functionen  der  Integration,  sie  sind  säinmtlich  eindeutige 
Potentialfunctionen.  Die  Integralgleichungen  (18)  dienen  zur  Bestimmung  der 
Deformationen  einer  Kugelschale  oder  vollen  Kugel.  Im  ersteren  Falle  können 
die  drei  als  willkürliche  Functionen  auftretenden  Potentialfunctionen  sowohl 
positive  als  negative  ganze  Potenzen  des  Radiusvector  r  enthalten,  im  Fall 
der  vollen  Kugel  nur  positive  ganze  Potenzen  von  r,  weil  sonst  die  Ver- 
rückungen im  Mittelpunkt  unendlich  gross  sein  würden. 

Die  in  (18)  enthaltene  Integration  giebt  in  Polurcoordinaten  zwar  nicht 
symmetrische,  aber  sehr  einfache  Formeln.     Man  setzt  die  Substitution 

x  =  rcos#,     y  =  rsin^costj,      z  =  rsin^sin^ 
am  besten  aus  den  beiden  Substitutionen 

y  =  icos»7,      x  =  rcos> 
2  =  tsmtj,       t  =  r$inü 

zusammen.  Bezeichnet  man  mit  t-t-st,  ij-t-sj;,  r-\-sr,  #-i-g#  die  den  Werthen 
x-i-u,  i/4-v,  «+M  entsprechenden  Werthe   von  t,   q,  r,   &,   so   wird 

tzt  =  yv-\-zw,     t'2erj  ~yw—zv;     r  er  =  ccu+tet,     r2£&  =  xet — tu, 
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und,  indem  man  sich  der  Identitäten 

.V-^f+.V    S/_„Ä_2*.  ,.K-,dl+t^-    dJ-  =  *sJ--tsi 
iW~!)aJ+  ai'  ar,-tJai    zaa'     a-"~"a*  +  av  aa     " at    'el 

bedient,  denen  man  die  ferneren 

,Ä  _  „sÜ^  +  2„2^  +  z>^- 

'  at'      y  aj/>  +'s"asaz+z  e* 

a'f  j_,  df  .  0'f       9       g/     i    .  3'f 

3rf  H"~    6t    ~s    ai'~~      'yz  ByBz  +s   ay' 

*aiav~~6{  =  ^~  z')~aja7+s*\~w     ~W) 

hinzufügen  kann,  transformirt  man  die  Formeln  (18)  in 

37        BN  BN 

u  =  a;  AH = 1 — 5 — ,  er  =  J-AH — = — 

vrj  öx  ör 

dY  BN  ,    ,  ,  S7  SiV 

Führt  man  durch  die  Gleichungen 

R  =  er,      tp=3srs&,      ip  =  rsin&.er) 
die    Verrückungen    i?,  <p,  ip    im    Sinne    der    wachsenden    r,   #,   jj    anstatt    der 
Grössen  er,  s&,  srj  ein,    so  gehen  die  ersten   drei  Gleichungen  (18)  in  die  für 
Polarcoordinaten  ihnen  entsprechenden 


R  =  i 

~x+~aT 

i     by 

sin»     dij  + 

1    BN 

r  aa 

BY 

~  aa 

+  «mT 

BN 
3, 

(1»') 


6.  Die  Bedingungen  für  die  Oberfläche  im  Fall  einer  Kugel 
oder  Kugelschale.  Die  für  die  Oberfläche  des  elastischen  Körpers  geltenden 
Bedingungen  (1*)  werden  im  Fall  einer  Kugel  oder  Kugelschale 

35* 
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(  ,  du  \        ( du         Bv\        ( du        dw  \  . 

,  a»  \     (  s« 
Va«  "^"arr^Vav  ~r'  5 


w       (&+£W£-+£-V+(p'+»£)'-<>. 


Man  bilde  aus  (b),  (c)  die  neuen  Gleichungen  (_/>")  =  y(b)  -\-z(c), 
(c')  =  —  s(ö)  +  ?/(c),  führe  in  (a),  (6°),  (c')  für  w,  w,  wj  ihre  Ausdrücke  (18) 
ein  und  verwandle  die  Coordinaten  y,  z  in  Pohit-coordinuten  t,  v\.  dann  er- 
hält man 

WO 

Man  bilde  ferner  aus  (a),  (6°)  die  neuen  Gleichungen  (ar)  =  a;(a)-h(&°), 
(6')  =  — fify^r&QF)  und  verwandle  die  Coordinaten  x.  t  in  Polarcoordinaten 
r,  5-,  dann  ergeben  sich  unter  Einführung  der  Bezeichnungen 

die  Grenzbedingungen  in  der  Form 

,..%  ■  « 3J       SC''-8)       A 


g--™«-^ 


,GoosIe 
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Aus  den  Gleichungen  (&'),  (c')  folgt  nach  Elimination  von  A 

Da  aber  B  als  Potentialfunction  der  Gleichung 

genügt,  so  kann  man  (d)  auch  unter  der  Form 

oder  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  J5  unter  der  Form 

a    .  d    .  e   y      _ 

V     /  jj.?,  fjj,  fa         r 

darstellen.  Diese  Bedingung  muss  im  Fall  einer  Kugelsehale.  deren  innere  und 
äussere  Begrenzung  den  beiden  Radien  )*0,  r,  entsprechen,  für  diese  beiden 
Werthe  von  r  erfüllt  werden.  Als  eindeutige  Potentialfun ction  lässt  Y  die 
Reihen-Entwicklung 

r  =  "J(rvH-r-7„r-fl-1) 

zu,  wo  Y''\  Yn  Kugelfunctionen  «*™  Ordnung  sind.  Diese  Entwicklung  in  (e) 
umgesetzt,  führt  zu  der  Gleichung 

<ß  Ti(»-l>(»+l)y"»J,-*C»H-l)(fH-8)F11r-,-1l  =  0, 

welche  für  r  =  r0  und  r  =  r,  erfüllt  sein  muss.  Demnach  müssen  sammtliche 
Kugelfunctionen  Y",  Y„  verschwinden,  mit  Ausnahme  von  Y°,  Ya,  Y\  welche 
durch  ihre  verschwindenden  numerischen  Coefficienten  aus  der  Gleichung  (/) 
fortfallen. 

Von  Yq  wurde  bereits  oben  bemerkt,  dass,  wenn  es  in  Y  vorkommt,  es 
doch  keinen  Einfluss  auf  die  Verrückungen  bat,  es  kann  also,  ohne  die  Allge- 
meinheit der  Lösung  zu  beeinträchtigen,  gleich  Null  gesetzt  werden,  das  Näm- 
liche gilt  von   Y°,  es  bleibt  also 

y1  =  a]oos5,-f-ö|siii-3'Cos^+(;,sinilsiiiJ(1 
übrig,   welches  in   den   Verrückungen   u,   v,   w   die  Glieder 

c^y—b^z,      ßjS — cvcc,      b^x — axy, 
ä.  h.    eine  Drehung    der    nunzen    Krise  Ischale    ohne    Deformation    ergiebt.      Die 
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Consta  uteri    a,,    b,,    c,    bleiben    willkürlich ,    da    die    Verbindungen    -~ =r~, 

°  oz         oy 

p—     ~= ^—  in  den  Bedingungen  für  die  Oberfläche  nicht  vorkommen. 

ox        oz        oy        ox  °     ° 

Sieht  man  von  solcher  Drehung  ohne  Deformation  als  zu  den  elastischen  Ver- 
änderungen nicht  gehörig  ab  und  setzt  demgemäss  die  willkürlichen  Constanten 
ai>  ^D  C\  gleich  Null,  so  verschwindet  die  Potentialfunction  Y, 
Da  ¥  verschwindet,  so  verschwindet  auch 

und  die  Gleichungen  (b'),  (c')  gehen  in 

8A_ 

d& 

über.     A  ist   also  von  &•  und  jj    unabhängig,    und,    da  die  Begrenzung    einem 
constanten  Werth  von  r  entspricht,   überhaupt  constant. 

Von  den  Grenzbedinp.'ungei'i  bleiben  jetzt  nur  noch  zwei  übrig,  (a1)  und 
(ff),  d.  h. 

wo  A  constant  ist.     Hierin  ist  aus  (14*),  (16)  der  Werth  von  p 

aus  (18)  der  Werth  von  N 

N  =  —iP—^G+Z 

G  =  Cl_b)X+i(8+6)  T,     X  =  r-^L  +  \T 

zu  substituiren.     Indem  man    gleichzeitig  für  r  seineu  Logarithmus  p  einführt, 
ergeben  sich  die  Grenzbedingungen  in  der  Form 


+»-')«'*  [-f+4 

wo  P  das  in  (18)  gegebene  Potential  bedeutet. 


U 
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7.  Transformation  der  Bedingungen  für  die  Oberfläche  im  Fall 
der  vollen  Kugel.  Für  den  Fall  einer  vollen  Kugel,  auf  welchen  ich  mich 
von  jetzt  an  beschränke  und  in  welchem  Z,  X,  G  nur  positive  ganze  Potenzen 
von  ef  enthalten,  ist  es  am  einfachsten  den  Radius  der  Kugel  =  1  zu  setzen, 
dann  müssen  die  Gleichungen  («*),  (6*)  für  p  =  —  co  und  p  =  0  bestehen.  Für 
p  —  — co  sind  sie,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  von  .selbst  er  lullt,  es  bleibt 
also  nur  Übrig  sie  für  p  =  0  zu  erfüllen.  Es  müssen  also  für  p  =  0  die  Be- 
dingungen 


(19) 


L  3« 


a>z 

-4f~*[^+»f-H 

-K4-S)[^-+i]-j|), 

-z-i[j*L+Byix-iA  = 

■  =  0 


befriedigt  werden.  Dies  geschieht  durch  die  bereits  im  Fall  der  Kreisplatte 
angewandte  Methode ,  indem  die  von  dem  inneren  Potential  P  abhängenden 
Glieder  unter  Hinzunahme  des  der  Wärmefunction  s  proportionalen  Gliedes 
durch  andere  für  p  =  0  gleich werfhige  Ausdrücke  ersetzt  werden,  welche  von 
einer  eindeutigen  Potentklfunetion  abhängen. 

Das  Potential  P  wurde  in  (18)  durch  die  Gleichung 


'-£/* 


8(#,,v,,2,  )  i ■ — — .  . 


defimrt.  Hier  ist  die  Integration  auf  die  ganze  elastische  Kugel  auszudehnen 
und-  der  Punkt  (x,  y,  z)  gehört  ebenfalls  der  Kugel  an.  Es  sei  (V,  y',  z')  ein 
ausserhalb  der  Kugel  gelegener  Punkt  und 

so  dass  P,  P'  den  Gleichungen 

ßip        3-ip         öap  d2F'        &p>        gsp> 

öa;J  %s  ds2  a  v .  oa?         cya         öa'a 

genügen.  Gesetzt  (x,y,z)  und  (p',y',z')  nähern  sich  beide  einem  und  dem- 
selben Punkt  der  Kugeloberflüchc,  so  linden  beim  Uebergange  von  P  zu  P1  in 
den  zweiten  Ableitungen  Diseontinui  täten  statt;  während  nämlich 


/Google 


2Sü  Unteren  ch  an  gen  über  die  Elastioitüt  l'e.iter  isotroper 

P-P>  =  0       4£—  ^'-  =  0       -3P  -- ^'=0       -S5__»^  =  0 

Sa;  öa;'  ety  öi/'  da  ös'  ' 

sind  die  ähnlich  gebildeten  Differenzen  für  die  zweiten  Derivirten  von  der  Null 
verschieden,  und  zwar 

wo  ,9  den  in  dem  betrachteten  Punkt  der  Kugeloberfläche  stattfindenden  Werth 
der  Wärcnefimction  bedeutet,  und  analoge  Gleichungen  gelten  für  die  übrigen 
Derivirten   zweiter  Ordnung. 

Führt  man  für  x,  y,  z  und  x',  y',  z'  Polarcoordinaten  r,  &,  r\  und  r',  &',  r( 
und  für  die  Radienvectoren   r  und  r'   deren  Logarithmen   p  und  p'  ein,   so  gelten 

=  0,    die  in   den  neuen 


für  den  Uebergang  von   P  zu  P',    d.  h.  für  p  =  0, 

!>'  = 

Coordinaten  ausgedrückten  Gleichungen 

(20)          r-i"  =  o,    ^r—f,-  =  o,     *£- 

a'P' 

Es  sei  insbesondere 

so  dass  die  beiden  Punkte  (p,  &,  ij)  und  (p',  8-',  rf)  mit  dem  Mittelpunkt  der 
Kugel  in  gerader  Linie  in  Entfernungen  liegen,  deren  Product  dem  Quadrat 
des  Radius  der  Kugel,  d.  h.  der  Einheit,  gleich  ist,  jeder  der  beiden  Punkte  also 
der  reeiproke  des  anderen  ist.  Den  dieser  Annahme  entsprechenden  Werth  von 
P'  bezeichne  man  mit  ^,  dann  erhalten  das  innere  Potential  P  und  das  äussere 
Potential  $ß  in  Polarcoordinaten  die  Ausdrücke 


(19*) 


W*— 2«" 


008)"  =  cos^eos^-t-sinJ-sin-^cos^— ij,), 
und  die  Bedingungen  (20)  gehen  jetzt  in  die  Gleichungen 

(20-)  P-*  =  0,     4^  +  4^  =  0,     ^-S.= 

öq  öq  oq-  ög- 

über,  welche  für  o  =  0  bestehen. 


/Google 


Körper  unter  Berück  sidit  ig  img  der  Wärme.  281 

Aber  in  dem  hier  in  Rede  stehenden  Fall  von  drei  Dimensionen  ist 
die  Transformation  von  P  in  ^3  nicht  ausreichend.  ^  genügt  nämlich  zwar 
in  Beziehung  auf  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x',  y',  z'  der  Potential- 
gleich  ung 

d/'<  ^  dy'*  "+"  dz"-'  ~    ' 
oder,  wenn  man  für  x'.  y',  z'  die  neuen  Coordinaten  p'  =  — j>,   #'  =  «9-,  r(  =  ij 
einführt,  der  Gleichung 

y^   ,   ey         1      6   (        d%\        1_Ö^  _n 
äe"  "^  9e'  "•"  sinö   a*  V         9*  /      sin#8  ö»j9 

aber  diese  Gleichung  behält  nicht  mehr  dieselbe  Form  in  Beziehung  auf  (>,  #,  tj, 
wie  in  Beziehung  auf  p',  S-,  r\,  und  %  ist  daher  in  Beziehung  auf  p,  #,  r\  keine 
Potentialfun ction.     Man  kann  indessen  bekanntlich  aus  %  eine  neue  Function 

Q  -  *->% 
herleiten,  welche,  wie  aus  der  Identität 

d*Q       8Q    =  e-t(&*  _  3?  ) 

öp1  6q  V  9ps  öp  ) 

hervorgeht,   eine   Potetitialfunction   in  Beziehung  auf  q,   S;  i\  ist. 
Es  ist  also  Q  eine  Function,  welche  der  Gleichung 

genügt,  überdies  giebt  der  obige  Integral  worin  (19*)  von  9ß  für  Q  den  ent- 
sprechenden Werth 


(21)        Q  =  -J-f  "tfy  f"d*1Hin#ir0(^1^'' 


Kl—  2e*+s'coa- 


r+< 


Daher  ist  Q  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  ee  entwickelbare,  inner- 
halb der  Kugel  aä  +  y'i-\-zi  =  1  nicht  unendlich  werdende,  eindeutige  Potential- 
funetion. 

Aus  der  zwischen  $ß  und  Q  bestehenden  Verbindung 

¥  =  «•« 

folgt 

C.  W,   Borchardt's  Werte.  3li 
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Setzt   man    diese  Werthe   in    die  für  p=0  bestellenden  Gleichungen  (20*),    so 
erhält  man  för  (>  =  0 

(20»)     P-Q  =  0,      ™+*<L  +  Q  =  0,      «?._  »«_,»«  _<,__,. 

ÖQ  ÖQ  OfF  Ö(l-  >JQ  J 

und  daraus 

Indem  man  diese  Relationen  benutzt,  um  in  den  Bedingungen  (19)  P 
durch  Q  zu  ersetzen,  erhält  man  die  für  die  Kugeloberfläche,  d.h.  für  p  =  0, 
stattfindenden  Bedingungen  in  ihrer  schliessliehen  Form 

Diese  Gleichungen  sind  zwar  als  nur  für  den  Werth  ^>  =  0  bestellend 
gefunden,  aber  da  ihre  linken  Seiten  eindeutige  PotetitUUtiinctionen  sind,  welche 
innerhalb  der  Kugel,  d.h.  für  j><0,  nicht  unendlich,  werden,  so  müssen  sie 
nach  dem  bereits  in  §  3  gebrauchten  Princip  identisch  erfüllt  werden.  Die 
Gleichungen  (22)  bilden  daher  ein  System  simultaner  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen, aus  welchem  sich  die  Functionen  Z  und  T  (mit  den  davon  abhän- 
gigen X  und  G)  bestimmen  lassen. 


8.     Bestimmung  der  willkürlichen  Functionen  durch  die  Grenz- 
bedingungen.    Man  setze 

so  gehen  die  Gleichungen  (22)  in 

*r+%-z-i[%+e]+tx-i*-o 

ein  man    die   zweite    derselben  nach  o   difi'erentiirt   und    das  Resultat 


(22«) 
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von  der  ersten  abzieht-,  wird  Z  eliminirt  und  man  erhält 

Nach  Einsetzung  der  in  (18)  gegebenen  Werthe  von  G  und  X  in  T 

wird  dies  eine  Differentialgleichung,  welche  T  aus  der  bekannten  Function  l1' 
definirt,  nämlich 

Um  auch  die  zweite  willkürliche  Function  Z  zu  bestimmen,  multiplicire  man 
die  zweite  der  Gleichungen  (22*)  mit  6  und  addire  (23),  dann  lässt  sich  das 
Resultat  auf  die  Form 

^  -A  =  0 

bringen,   wo 

A  =  —  6Z-j-4b/',+iG— 3.4, 

und  da  A  eine  eindeutige  Potentialfunction  ist.  kann  die  für  A  gefundene  Diffe- 
rentialgleichung nur  durch 

A  =  0 

befriedigt  werden.  Eine  zu  Z  hinzugefügte  Constante  hat,  wie  aus  den  Glei- 
chungen (18)  ersichtlich  ist,  keinen  Einfluss  auf  die  Verrüekiingeo,  daher  kann 
A  =  0  gesetzt  werden  und  es  ergiebt  sich 

(23*)  iZ  =  2bF+lG, 

so  dass  dei'  "Werth  (18)  von  N  in  die  Form 

(24)  N  =  b[—  P-\-2f*  F]+(l—  3e*e)Z 

gesetzt  werden   kann. 

An    Stelle   der    Potentialfunction    T.    welche    in   (23)    als   Function    von 

2~ä *-F    definirt    ist.    führe     ich    eine    neue    Potentbdliinetion    S    ein,     welche 

ebenso  von  F  abhängt,  wie  T  von  2-» \-F,  mithin  der  Differentialgleichung 


(25)  2bF=(l-b)[^|-+3-|S+2Ä]-|  ■-   -:■- 


3S 

3qs  9q  J       l_  3q 

36* 
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genügt,  dann  wird 

cnler  nach    I'Tmiination   von      ^ 

(1— 6)X  =  4bf+2b-|? i(3^5S)S 

G  =  4bF+3(l+b)4^-+-36S. 
dp 

Hiernach   verwandeln   wich  die  Werthe  (23*)  und  (24)  von  £  und  JV  in 

as 

dg 

N  =  b[-P+(l-/')F]  +  Kl-3«")[(l+b)-|f-  +»«]' 
Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrig,  den  expliciten  Werth  von  S  anzugeben.  In  der 
Differentialgleichung  (25)  ist  F  =  -J^-~\-2Q  eine  durch  das  in  (21)  für  Q  ge- 
gebene Integral  bekannte  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  e"  entwickelbare 
Function,  die  mit  F(e")  bezeichnet  werde.  Um  S  als  Function  von  F  nach 
(25)  zu  bestimmen,  bedarf  es  bekanntlich  der  Auflösung  der  Gleichung 

Cl— d)[A2+3A+2]— p+i]  =  0. 
Die  Wurzeln   derselben  sind   imaginär  gleich 

wo 

„_.h_    L_l_    1+iL- 

*L         1 — b  J         2(1+20) 


,       ,/ "i"~    Ä\"~~~L       1         [.-'3  +  129+88'. 
p       V  1 — b      *l.       (1-6)>J  2(1+28) 

mit  Hülfe  derselben  wird  nach  den  bekannten  Metboden  zur  Integration  linearer 
Differentialgleichungen  mit  Constanten  Coefficienten  der  Werth  von  S  in  Form 
des  bestimmten  Integrals 
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2b     f°  (.^j+t^bt  amßr 


ermittelt.     Hiermit  ist  die  Bestimmung  der  willkürlichen  Functionen  vollständig 
durchgeführt  und  die  Verrückungen  werden  durch  die  Formeln 


ae 


=  -slF,    .■».'.*-j- 

(1-6)X  =  4bF+2b-^ 1(8— 5b)S 

N  =  b[-PH-(l-«")f]+Kl-3«")[a+i)-|f-'-',S] 


P  =  -£—  i    djjj  f  d^sin^,  f  d^A' 


•(«,. »,."!,) 


l/,"t_2«'+t.oosr+«''' 


„J  i  L  Vl-2/**  »08?+«' 


COS)"  = 

H2Q,   6  = 

S  = 


3#cos#1-t-Bin9'sini}1cos(ifl  — ij,) 

1  1+4»         „_   ]/ii+120+8?' 

2(1+20)  " 


2(1+0) 

2  b 


1+40 
2(1+20)  '   p 


Ä/V*>--' 


-dr 


gegeben.     Das  erlangte.  Ergebnis?«  lässt  sieh   ColgeiKlermassen  zusammenfassen: 

„Eine  elastische  isotrope  Kugel  vom  Radius  1,  welche  sich  bei  der  Tem- 
peratur 5  =  0  in  elastischem  Gleichgewicht  befand,  werde  der  für  ihre  ein- 
zelnen Punkte  verschiedenen  Temperatur 

ausgesetzt,  wo  p,  &,  ij  mit  den  rechtwinkligen  geradlinigen  Coordinaten 
X,  y,  z,  deren  Anfangspunkt  im  Mittelpunkt  der  Kugel  liegt,  durch  die  Glei- 
chungen 

w  =  t"co$#,     y  =eeshiy,costj,     z  =  t^siii-y-sim/ 
verbunden    sind.      Die    durch    diesen  Temperaturweebsel    entstehenden   Deforma- 
tionen mögen  für  den  Punkt  (p,  0.  tf)  eine  Yerriickung  herbeiführen,  deren  mit 
den    Richtungen    der   wachsenden   p,  <9,  r\  zusammenfallende    Componenten    mit 


/Google 


286  Untersuchungen  über  die  Elasticität  fester  isotroper 

fi,  (f,  ip  bezeichnet  werden  sollen.     Dann  geschieht  die  Bestimmung  von  lt.  <p,  y> 
in  nachstehender  Weise. 

Man  betrachte  die  Temperatur  $(&,&,  tj)  als  Dichtigkeit  der  elastischen 
Kugel,  bilde  unter  dieser  Hypothese  das  Potential  der  Kugel  in  Beziehung  auf 
den  inneren  Punkt  ({>,  &,  rj)  und  in  Beziehung  auf  dessen  reciproken  äusseren 
Punkt  (—  p,  S-,  tj).  Diese  beiden  Potentiale,  multiplicirt  mit  der  Constante  ~r—, 
wo  g  die  frühere  Bedeutung  hat*),  bezeichne  man  mit 

a     r'in        r™  r°        «  s(p,,  9-, ,  w,) 


I     dij,  I    dS-,  fiiny,  j   (?o,, 


Wi> 

und  setze 

su  dass 


G  =  -f~  (    d%  (    ***iSin*,  f  dg/? 


oos  #  cos  ^ +sin#aiii£,1  cos  (ij — t/,), 


Aus  Q  bilde  man 


und  hierauf  aus  I'1 


w-4f-+»« 


2b     ,-"...  „+,-.  ar  üußf 


1_  _  __      1+40  l/3+120+8fla 

8(1+0).'     ß  —  "2(1+20)'     ?~        2(1+20) 

und    ö    das   Verhältniss    der   beiden    El  asticitätscon  stauten    ist.      Nun    setze    man 
aus    dem    inneren    Potential   P   und    den    beiden    Potentialt'unetionen   F,   S    die 


*)  Man  sehe  §  l  Gl.  (1**). 
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beiden  Ausdrücke 

(1— b)X  =  UF+2i>  |--^(3-5b)S 

zusammen,  so  werden  die  Verrückungen  in  der  Form 

dargestellt." 

Zur  Prüfung  der  Rechnung  möge  der  von  Duhamel  und  Herrn  Franz 
Neumann  gegebene  besondere  Fall,  in  welchem  s  eine  blosse  Function  des 
Radius  ist.  aus  diesen   Formeln   hergeleitet   werden. 

Ist  s  von  $■  und  ij  unabhängig,  so  hat  man  bekanntlich  für  P  und  9ß 
die  Werthe 

*  =  8«'/°'(e,)«'*'*,. 

daher 

«=«-»* =8j-V«,y**,. 

also  Q  constant.     In  diesem  Falle  werden  daher  F  und  S  ebenfalls  Gonstanten 
und  zwar 

F=2Q,      S  =  ^-ßQ, 

daher  wird  auch  X  constant,  nämlich 

X  =  (& 

Da  jetzt  N  nur  von  p  abhängt,  verschwinden  ■■„-  -  ,  —^ — ,  also  auch 
tp  und  y>,  und  indem  man  in  die  Gleichung 

e<R  =  eSfX-h-^-  =  4(1— B)S^»— b~ 2bFe'* 
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dP 
für  F,    S,    -= — ■    ihre   Werthe   einsetzt,   erhalt   man 

4b 
Für  0  =  4-   wird   0  =  4-.    -s — -te-  =  4-    alsdann    '-linimi    diese   Formel   <renau   mit 
1  ■' ■     6 — 4ü  °  B 

der  von  Herrn  Franz  Nenmann  in  seiner  mehrfach  citirten  Abhandlung  p.  103 
gegebenen  überein. 

Die  Behandlung  der  von  Lame  und  Herrn  William  Thomson  durch 
unendliche  Reihen  gelösten  Aufgabe,  die  in  einer  elastischen  Kugel  entstehen- 
den Deformationen  zu  bestimmen,  welche  von  gegebenen,  an  der  Oberfläche 
wirkenden  Kräften  herrühren,  behalte  ich  mir  für  eine  andere  Gelegenheit  vor. 
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Ueber  die  Transformation 
der  Elasticitätsgleichungen  in  allgemeine  ortho- 
gonale Coordinaten. 


■  rchardt,  Journal  für  die  reine  und  angewandte-  Miiflmtmitik,   Bd.  76  \>.  45 — öS.   IST;;. 


C.  W.  Borchardt'a  Werk«. 
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lieber  die  Transformation  der  Elasticitätsgleichnngen  in 
allgemeine  orthogonale  Coordinaten. 

Wir  verdanken  Lame  ein  wichtiges  Resultat  in  der  Theorie  der  Elasti- 
cität  fester  isotroper  Körper*),  welches  die  Transformation  der  Differential- 
gleichungen für  die  elastischen  Verrtickungen  in  eiir  System  allgemeiner  ortho- 
gonaler Coordinaten  betrifft. 

Dies  Resultat,  welches  er  im  Liouvilleschen  Journal,  T.  VI  (1841)  p.  52, 
und  in  seinem  berühmten  Werk  „Le$ons  sur  les  coordonnäes  curvilignes"  p.  290 
vermittelst  einer  langen,  aber  mit  gewohnter  Meisterschaft  angelegten  Rechnung 
hergeleitet  hat,  lässt  sich  in  einer  Form  aussprechen,  welche  an  Einfachheit 
nichts  zu  wünschen  übrig  lässt. 

Es  seien  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  geradlinigen  Coordinaten  eines 
Punktes  eines  festen  elastischen  Körpers  im  Zustande  des  ursprünglichen  elasti- 
schen Gleichgewichts,  x-t-u,  y+v,  z-Y-w  diejenigen  nach  geschehener  elastischer 
Deformation,  dann  hängt,  wie  man  weiss,  die  Bestimmung  von  u,  v,  w  von 
drei  für  den  ganzen  elastischen  Körper  geltenden  simultanen  partiellen  linearen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  und  von  drei  für  die  Oberfläche  des 
Körpers  geltenden  Grenzbedingungen  erster  Ordnung  ab.  Bildet  man  von  den 
drei  Verrückungen  u,  v,  w  die  neun  Ableitungen  nach  x,  y,  z  und  aus  diesen 
die  sechs  Grössen 

du         6v        dv> 

und 

dv        Bio         dw        du         du         da 
dz         dy  '       das         dz  '       dy         dx  ' 

welche   man  mit  Herrn  Saint- Venant**)   die   drei  Dilatationen   und    die   drei 


*)  d.  h.  deren  T^atlidtiu   uiuibliiiiigijr  v<m  der  Richtung  ist. 
")  Liouyille's  Journal,  2'  Serie,  T.  VIII  (1863)  pp.  260,  2' 
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Gleitungen  nennen  kann,  so  sind  für  elastische  Körper  jeder  Art  die  Grenz- 
bedingungen durch  diese  sechs  Grössen  selbst  und  die  partiellen  Differential- 
gleichungen durch  die  nach  x,  y,  z  genommenen  Difforentialquotionfen  derselben 
darstellbar. 

Aber  im  Fall  der  Isotropie  giebt  es  für  die  partiellen  Differential- 
gleichungen eine  einfachere  Form.  Betrachtet  man  ausser  den  sechs  Dila- 
tationen und  Gleitungen  die  drei  doppelten  Componenten  der  Elementar- 
Rotatioii 

jj  ' dv        dv>         ,. 8w        du         w du         dv 

dz         dy  '  da)         dz  '  dy         dx 

und  bildet  aus  den  drei  Dilatationen  die  Volumen-Dilatation 

du         dv        äw 

da        dy        dz  ' 

so  haben  die  partiellen  Differentialgleichungen  der  elastischen  Verrückungen  iso- 
troper Körper  die  charakteristische  Eigenschaft,  sich  aus  den  Differentialquo- 
tienten der  vier  Verbindungen  p,    U.    V.    W  zusammensetzen  zu  lassen. 

Dies  vorausgesetzt,  lässt  sich  das  Lamesehe  Resultat  so  aussprechen, 
dass  die  auseinander  gesetzte  charakteristische  [".igen  seh  alt  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen auch  für  krummlinige  orthogonale  Coordinaten  bestehen  bleibt. 
Bildet  man  für  ein  allgemeines  orthogonales  Co  ordinal  engstem  die  Ausdrücke 
der  Volumen -Dilatation  und  der  drei  im  Sinne  der  wachsenden  Coordinaten 
genommenen  Componenten  der  Elementar- Rotation,  so  lassen  sich  aus  diesen 
vier  Grössen  und  deren  Differentialquotienten  nach  den  drei  Coordinaten  die 
partiellen  Differentialgleichungen  der  elastischen  Verrückungen  isotroper  Körper 
zusammensetzen. 

Es  leuchtet  ein,  dass  ein  Resultat,  welches  sich  so  einfach  aussprechen 
lässt,   ohne  Aufwand   von   Rechnung  herzuleiten  sein  muss. 

Jacobi  hat  gezeigt*) ,  dass  die  Transformation  in  allgemeine  und  na- 
mentlich in  orthogonale  Coordinaten  für  die  aus  der  Variation  eines  mehrfachen 
Integrals  hervorgehenden  partiellen  Differentialgleichungen  erheblich  vereinfacht 
wird,  wenn  man  dieselbe  nicht  an  der  Differentialgleichung,  sondern  an  dem 
Integral  ausfuhrt. 

*)  Bd.  ;-t6  p.  118  des  Journals  für  die  reiue  und  angewandte  31aiJieuniiil>  '.Jiicobi'ss  Gesammelte 
Werke,  Bd.  2  p.  191]. 
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Diesen  von  Jacobi  für  Probleme  mit  einer  .abhängigen  Variable  ausein- 
ander gesetzten  Gedanken  hat  Herr  Carl  Neumann  auf  das  in  der  Elastieität 
isotroper  Körper  vorkommende  Problem  mit  drei  abliä neigen  Variabeln  ausge- 
dehnt*). Aber  in  dem  vorliegenden  Falle  reicht  die  Jacobisehe  Methode 
allein  nicht  aus,  um  für  die  von  Lamö  gefundene  Form  der  transferierten 
Gleichungen  eine  befriedigende  Herleitung  zu  ergeben.  Es  bilden  nämlich  die 
Dilatationen  und  Gleitungen  einerseits,  die  Rlemcntai'-Rotationcn  andrerseits  zwei 
Gruppen  von  Grössen,  für  deren  jede  eine  besondere  und  sehr  einfache  Art 
der  Transformation  besteht.  Vermischt  man  dagegen  beide  Gruppen,  so  kann 
man  in  der  Transformation  solcher  gemischter  Grössen  kein  einfaches  Gesetz 
mehr  erkennen. 

Auf  den  folgenden  Seiten  werde  ich  zeigen,  dass,  wenn  man  beide 
Gruppen  gehörig  trennt  und  überdies  bei  der  Transformation  der  Coordinaten 
in  einander  die  totalen  Differentiale  anstatt  der  partiellen  Dillerentialquotienten 
in  Betracht  zieht,  das  Lamesche  Resultat  fast  ohne  Rechnung  erlangt  wird. 

1.  Die  Grundgleichung  der  Elastieität,  ihre  Umformung  im 
Fall  der  Isotropie.  Die  Gleichungen  der  Elastieität  sind  von  Green  auf  eine 
einzige  Gleichung  zurückgeführt  worden,  welche  ausdrückt,  dass  die  Varia- 
tion eines  dreifachen  Integrals  dem  Moment  der  gegebenen  Kräfte  gleich  ist. 
Werden  die  Verrückungen  als  unendlich  klein  behandelt,  so  heisst  für  den 
Fall  isotroper  Körper  diese  Grund  gl  eichung  in  der  Kirchhoffschen  Bezeich- 
nung**) 

(1)  SP  =  KSQ. 

Darin  bedeutet 

SP  =  <$<:1,P-hT(3)P 

=  jdT[XSu+YSv-hZSw]+]da>[(X)Su-i-(Y)dv+(Z)Sw] 

das  Moment  der  gegebenen  Kräfte,  und  zwar  umfasst  das  über  die  Volumen- 
Elemente  dT  erstreckte  Integral  d<ä)P  die  auf  alle  inneren  Punkte  des  Körpers 
wirkenden,  das  über  die  Oberflächen-Elemente  deo  erstreckte  Integral  S{i)P  die 
auf  alle  Punkte   der  Begrenzung  des  Körpers  wirkenden   Kräfte,     il   bedeutet 

")  Bd.  57  p.  281   des  Journals  für  die  reine  und  ungewiunltc  MuttioiiKaiit. 

'*)  Bd.  40  p.  55  des  Journals  fiir  die  reine  um!  angewandte  Mathematik  [Kirch  hoff,  Gesammelte 
Abhandlungen,  p.  242]. 
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Ueber  die  Transformation  der  Elast  ioitalsideichiinrioo 
höp"— 8«Pl 
öw        6b        dw 

i'  =  -SF+Si+s;-' 

K  und  K8  sind  die  beiden  Constanten  der  Elasticität.  Das  in  dem  Integral 
J2  vorkommende  Glied  —  gsp,  welches  sich  in  den  Kirch hoff  sehen  Unter- 
suchungen nicht  findet,  ist  hinzugefügt,  um  den  von  Duhamel  und  Herrn 
Franz  Neumann  untersuchten  Fall  mit  zu  umfassen,  in  welchem  eine  in  den 
einzelnen  Tlieilcn  des  elastischen  Körpers  ungleich  vertheilte  Erwärmung 

-(*■  »,  0 

zu  den  elastischen  Deformationen  mitwirkt.  Die  als  Factor  dieses  Gliedes  auf- 
tretende Constante  n.  hangt  durch  die  Gleichung 

0  =  2(l-t-30)e 
von     dem     linearen     thermischen     Ausdehnungseoefficienten    e    des    elastischen 
Körpers  ab"). 

Reclucirt  man  nach  den  Vorschriften  der  Variationsrechnung  die  Varia- 
tion (Hl  auf  die  einfachste  Form 

wo  <)'(a|  den  aus  einem  Volumen -Integral,  (J(B)  den  aus  einem  Oberflächen-Inte- 
gral bestehenden  Theil  der  Variation  bezeichnet,  so  spaltet  sich  die  Grund- 
gleichung (1)  in  die  beiden  Gleichungen 

(1")  d(B,P  =  KS®S1 

(l* )  tnp  =  Kdcl)n. 

Die  letztere,  welche  die  drei  Bedingungen  i'ür  die  Oberfläche  des  elastischen 
Körpers  in  sich  fasst,  ist  im  Allgemeinen  einer  weiteren  Vereinfachung  nicht 
fähig.  Die  erstere  dagegen,  welche  die  drei  partiellen  Differentialgleichungen  in 
sich   fasst,    lässt  eine  wesentliche  Vereinfachung  zu  und  zwar  durch  eine  Um- 

')  Man  vergleiche  Franz  Neu  mann,  die  Gesetz«  der  DupiKUhrwiiiii]"  dos  Lichts  in  comprimirten 
oder  unglcichtV'n-jni«;  erwärmten  Niikryslul1ii:isi:hrsii  Kuiporn.  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie,  a.  d.  J. 
1841,  II  p.  100,  woselbst  0  =  1  angenommen  ist. 
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formung  von  J^ß,  welche. mit  der  oben  erwähnten  im  Falle  der  Isotropie  ein- 
tretenden   charakteristischen   Eigenschaft    der    partiellen    Differentialgleichungen 
gleichbedeutend  ist. 
Setzt  man 

i%  =  tf+V'+W*,     ©  =  3H-33-t-@, 
wo   U,   V,    W,  wie  oben,  die  doppelten  Componenten  der  Elementar-Rotation 

dv        dw  v 3w  du_  w  __  du  _  dv_ 

3s         dy  '  dx        dz  ,  dy        dx 

und  §1,  23,  S  die  Functional -Determinanten  zweiter  Ordnung 

„         3»    dw        dv    dw         „ dw  du        du:   du  ~  ___  du    dv        3«    3« 

—   dy    dz         de    dy  '  dz    dx        dx    dz  '  dx    dy        dy    dx 

bedeuten,  so  kann  man  ße  unter  der  Form 

darstellen.     Führt  man  neben  42  die  neuen  Integrale 

Ü'  =  JdT|2SH-(l+0)pa— gijg),      r  =  JrfT® 

ein,  so  hat  man 

£  =  ü'—2r. 

Das  Integral  r  ist  aber  kein  dreifaches  oder  Volumen -Integral  im  eigentlichen 
Sinne,  sondern  ein  Oberflächen-Integral.     Wie  nämlich  ein  einfaches  Integral 

unter  welchem  ein  Differentialquotient  steht,  kein  eigentliches  Integral  ist,  son- 
dern nur  von  den  an  den  Grenzen  der  Integration  stattfindenden  "Werthen  der 
Function  /'  abhängt,  so  ist  allgemein  ein  «,-faches  Integral 


)da,...dxn?Bl  =   \da;,...dxJi- 


unter  welchem  eine  nach  m  der  n  Integral  iousviiriabchi  x,,  ...  x„  genommene 
Functional -Determinante  9Jt  steht,  kein  eigentliches  n-faches  Integral,  sondern 
höchstens  ein  (■;?,—  l)-faches.     Denn  da  9R  auf  die  Form 

_  3(^jDit)     B(ftmt)  djfjsRj     ™  _    dm 

m  ~        Bm,     "+       da,       H         h~dx        '  *  ~         dl 

3~ä— 
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gebracht  werden  kann*),  so  ist  das  betrachtete  Integral  nicht  von  den  Wer- 
then  der  Functionen  f1;  ...  fm  innerhalb  des  ein  n-faehcs  Continuuin  bildenden 
Integrationsbereichs,  sondern  nur  von  den  an  den  Grenzen  des  Continuums 
stattfindenden  "Werthen  abhängig.  Unter  diese  Kategorie  fällt  für  n  =  Z,  m .=  2 
das  Integral**) 


=  \dxdydz(ß.-\ 


also  ist  r   and    mithin    auch  dT  ein   blosses  Oberflächen-Integral***).     Mit  Be- 
rücksichtigung der  Gleichung 

Sl  =  ii'-~2V, 

und  wenn  man  die  Theilung  der  Variationen  »T  in  die  Theile  «?(3)  und  <?<s|  auch 
für  die  übrigen   Integrale  durchführt,   ergiebt  sich   daher  <),(:,)jT  =  0   und 

ä'"a  =  s">&'. 

Durch  diese  Umformung  geht  (1")  in  iJ(3)P  =  KSmH}  über.    Es  giebl  also 
im  Fall  der  Isotropie  folgende  vereinfachte  Form,  unter  welcher  sich  die  partiellen 
Differential^ 'leichungen  der  Elastizität  in  eine  Gleichung  zusammenfassen  lassen: 
(3)  S'"P  =  K6l"ß', 


W 


«- *+fVip- -(£-£)'+(£- *V-    r 


_*       8«. 


2.    Transformation  der  linearen  Dilatationen.     Im  Folgenden  werde 
leb,   wie  bereits  in  §  1,  den  Buchstaben  e   als  Operationszeichen  für  die  elasti- 


*)  Jacobi,   theüri.i   novi   nmllinlii-üiiris  etc.,    Bd.  'J~i   p.  "20',>  Jos  .iournals   für  ilii:  reine  und  ange- 
wandte Mathematik  [JacoM's  Gesammelte  Werke,  Bd.  4  p.  §33]. 

**)  Der  Wertti  von  T  als  OherlÜiclien-hrtegnil  wird  durch  die  Formel 

ar  =  /J-l[ii.ji-M]«liO',j3  +  [».P-w]eoi&'Ijr)  +  [»^-«.]6»(i'f^} 

gegeben,  nenn  man   Kr  irgend  eines  .Function  /  von  x,  y,  %  mit  tf  den  Ausdruck 

■  ^"+a,'  +  "&" 

und  mit  (>,  k).  (!',.'/},  ()'.-)  die  Winkel   bezeichnet,  welche  die  nach  Ansäen  seriell  tele  Wumide  Jos  Oberflächen- 
Elements  do>  mit  den  positiven  Seilen  der  Coni'Jinuicnaxeii  bildet. 

m)  Der  besondere  Fall,    in  welchem  sich    das   [nlojfivi.iioiLSjscbiet    von   T  noch    weiter   einschränkt, 
kommt  hier  nicht  in  Betracht. 


</- 
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sehen  Variationen  brauchen,  so  dass,  wenn  f  irgend  eine  Function  der  Coor- 
dinaten bedeutet,  f-hef  den  Werth  von  f  nach  geschehener  elastischer  Defor- 
mation bedeuten  soll. 

Die  in  unendlich  kleiner  Entfernung  vom  Punkte  (x,  y,  z)  stattfindenden 
Verrückungen  kann  man  bekanntlich  aus  zwei  Arten  von  Veränderungen  des 
Elementes  dT  zusammensetzen,  von  welchen  die  erste  Art  in  den  linearen  Dila- 
tationen ohne  Drehung  besteht. 

Es  seien  x'.  y',  z'  die  Coordinaten  eines  zum  Element  dT  gehörigen 
Punktes  in  seiner  ursprünglichen  Lage,  r  die  Länge  der  von  (x,  y,  z)  nach 
(x',y',z')  gezogenen  Geraden,  a,  te1.  a2  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese 
Gerade  mit  den  Richtungen  der  wachsenden  x,  y,  z  bildet.  Bei  der  elastischen 
Deformation  verwandle  sich  r  in  r-t-tr,  so  ist  bekanntlich  die  lineare  Dilata- 
tion   —  durch  die  Gleichung 

—  =  2a!katak        (£,fc  =  0,l,2) 


^egvbe.n,  wo 

«=+„;+«>  =  l 

und 

_  3» 

°"        82 

"»="*l"är+_5"J' 

*-*(£  +  £)•     ' 

,(3u        Sv 

Die  beiden   in  dem  Integral  12   vorkommenden  Ausdrücke  @,  p   lassen   sich   in 
den  Coefficienten  alk  in  der  Form") 


darstellen,   sie  sind   simultane   Invarianten   der  beiden  quadratischen  Formen 


*)  In  den  im  Folgenden  vorkommenden  eiiifadiou,  oiler  lJoppel-Simimfiii.  Mnd  dem  Index  i 
ier  beiden,  die  Werthe  0,   1,  2  beizulegen. 
C.  W.  Borchardt'B  Werke.  38 


/Google 


298  UebeT  die  Trfuisformäfimt  der  Klast.icitiitägleiohungen 

und  bleiben  daher  für  alle  orthogonalen  Transformationen  unverändert,  d.h. 
stellt  man  die  lineare  Dilatation  in  irgend  einem  gerad-  oder  krummlinigen 
orthogonalen  Coordinatensystem  anter  der  Form 

—  =  £b.J.8l 

dar,    wo  ß,   /?,,  ßs    die  diesem   Coordinatensystem    entsprechenden    Richtungs- 

eosinus  bedeuten,   so  haben    t£  und  p  in  den  Grössen  bilc  dieselben  Ausdrücke, 

wie  in  den  Grössen  aik. 

Es  seien  p,  plt  pa  drei  Functionen  von  x,  y,  z,   welche  ein  orthogonales 

Coordinatensystem  bilden,    also   rfp,  dpt,   d(i<,  lineare  Functionen   von   dx,   dy,   dz, 

welche  der  Gleichung 

(Iq2    "     de?         dal 

i.l<e1-V-<hf->rdzi  =  — g-H «--r-— «^ 

h  hi  Aa 

genügen. 

In  dem  geradlinigen  rechtwinkligen  Coordinatensystem  der  x,  y,  z  sind 
u,  v,  w  zugleich  die  elastischen  Variationen  der  Coordinaten  und  die  Ver- 
rückungen im  Sinne  derselben.  Im  System  der  Q,  p,,  p5  ist  dies  nicht  mehr 
der  Fall,  hier  stehen  die  elastischen  Variationen  sp,  sp1;  ep2  der  Coordinaten 
und  die  Verrüektingen    R.  Ru  üs  im  Sinne  der  wachsenden  p,  plt  ps  durch  die 

lit.l.liUl.--  I. 

eo. 

B'  =  T 

in  Verbindung  mit  einander. 

Die  Coordinaten  der  beiden  unendlich  nahen  Punkte  (x,  y,  z)  und 
(3?,y',z')  im  neuen  Systeme  bezeichne  ich  mit  p,  p,,  p,  und  p',  pj,  ps;  dann 
ist  ihre  Entfernung  r  durch  die  Gleichung 


'-(^R^H*?)" 


gegeben.     Nach  geschehener  elastischer  Deformation  geht  r'  in 


>rr-3 -H 


ber.     Von  den  drei   Brüchen,   deren  Quadrate  die   rechte  Seite   dieser  Gleichung 
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bilden,  transformirt  man  den  ersten,    da  die  elastischen  Variationen  als  unend- 
lich klein  zu  behandeln  sind,  vermöge  der  Gleichungen 


q'— f?-t-Sf?'— ee 

h  }      h            3q1        h            Bqs       h 

K+ek 

e'— e+'e'—  =e       (.     ö>« 

Indem  man  diesen  Ausdruck  und  die  beiden  ähnlich  gebildeten  in  die 
obige  Gleichung  für  das  Quadrat  von  r-hsr  einsetzt,  ergiebt  sich  für  die  Dila- 
tation   —    das  Resultat 

--  =  £baßtßk1 

wo 

deg.        eh.  f  h.  8eQk        hk  dsg.\ 


Da  (5  und  p  dieselben  Ausdrücke  in  bik  wie  in  aik  haben,  so  ist 

Hiermit  sind  die  im  Integral  J2  vorkommenden  Grössen  in  das  Coordinaten- 
system  der  p,  QXi  ps  transformirt  und  der  neue  Ausdruck  dieses  Integrals  wird, 
wenn  man  zur  Abkürzung 

r;  =  tq; 
setzt,  der  folgende: 

ß  =  jdT{<&+d^— ßspj,     dT=  ^     *  ga  ,     &>  =  Ws 

Ör.        i        dh.  (h.  dv,       h,  dx.\ 

(5)      6  =  £b*       b-  =  -;—  - ~ £ ~-x,,     b..  =  ü  -^      »  +    *      ■ 
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3.  Transformation  der  Elementar-Eotationen.  In  diesem  Para- 
graphen soll  die  durch  die  elastischen  Deformationen  bewirkte  zweite  Art  von 
Veränderungen  des  Volumen-Elementes  (IT  betrachtet  werden,  weiche  in  einer 
Drehung  des  Elementes  ohne  lineare  Dilatationen  besteht.  Die  doppelten  Werthe 
der  drei  Componenten  dieser  Drehung  um  die  Axen  der  x,  y,  z  sind 

6z         dt/  '  dx        dz  '  3y         das  ' 

(iaher  ist  das  Quadrat  der  ganzen  Drehung  identisch  mit  der  im  Integral  J2' 
vorkommenden  Grösse  $,  welche  durch  die  Gleichung 

definirt  wurde.  Diese  physikalische  läedeutung  lässt  schon  von  vorn  herein  in 
^  eine  Invariante  bei  der  Transformation  in  allgemeine  orthogonale  Coordinaten 
erkennen,  aber  der  invariantive  Charakter  von  %  ist  verschieden  von  dem  der 
oben  transformh'tcn  Grössen  (£,  p.  Die  weiteren  Entwicklungen  werden  zeigen, 
dass  die  beiden  Arten  der  Invariabilität  in  einem  adjungirten  Verhältniss  zu 
einander  stehen. 

Betrachtet  man  neben  den  Differentialen  der  Coordinaten  irgend  eine 
andere  Art  unendlich  kleiner  Aenderungen,  welche  die  beiden  Grössensysteme 
x,  y,  z  und  p,  p1}  ps  gleichzeitig  erleiden,  und  bezeichnet  diese  Aenderungen 
mit  Sx,  d'y,  dz  und  tfp,  dp,,  <Jpa,  so  stehen  diese  Variationen  in  denselben  linearen 
Beziehungen  zu  einander,  wie  die  Differentiale,  sie  erfüllen  daher  auch  die  näm- 
liche Bedingung  zweiten  Grades  und  man  hat  gleichzeitig 

dp*        dp?         dgt 
d*+*f+&  =  -T-  +  -5-4— TT 

/(  hx  fta 

äff        Sq*        3qI 
<T«ä+fys-M3s  =  — r  +  — r  +  -f  ■  ■ 
h  Aj  h% 

Aus  der  Uebereinstimmung  der  linearen  Beziehungen  folgt  überdies,  wie  man 
sich  leicht  überzeugt,  die  dritte  Gleichung 

dQ§Q        ^i^?]       dQ^Qn 
dxSx-'rdySy-'rdzöz  =  — y h- — 5 1 -5 

Multiplicirt  man  die  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  unter  Anwendung 
der  bekannten  Formel  für  die  Darstellung  des  Products  zweier  Summen  dreier 
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Quadrate   als    Summe    von    vier   Quadraten    und    zieht    von    dem  Resultat  die 
quadrirte  dritte  Gleichung  ab,  so  ergiebt  sich 

*3rt-?)ä+3a  =  »M-sJ+h!, 

wo 

£  =  dyöz — dzdy.  $  =  dz8x—dxSz,  3  —  dxSy — dySx 


Indem  man  in 

die  Variationen  <)*  in  elastische  Variationen  s  übergehen  lässt  und 

G''  ~  ~if  ~~  h. 
setzt,  erhält  man 

udaH-wdy-t-wxfe  =  odQ-^-a^dq^a^dq^. 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

f(dx)  =  udx-^-vdy-^-wds,     f/Qifi)  =  ffdg-r-«J'1d<)1-r-crädg2 
setzt, 

/(d.)  =  9(de). 

Diese  Gleichung  wird  durch  die  linearen  Beziehungen  zwischen  dx,  dy,  dz 
und  dy.  rfp,,  rfj>2  identisch  befriedigt,  sie  besteht  daher  auch,  wenn  für  die 
Differentiale  Variationen  gesetzt  werden,  man  hat  also 

fißw)  =  ?(<*<?)■ 

Indem  man  die  erste  dieser  Gleichungen  variirt,  die  zweite  differentiirt  und  aus 
beiden  Resultaten  die  Differenz  bildet,  ergiebt  sich*) 

df(dx)-df(ßx)  =  Ög(dQ)~d<f(dQ), 


'■}  Mau  vergleiche   die   Abhandlung  des  Herrn  Lipschitz,  Bd.  70  p.  77  des  Journals  für  die  r 

i.i ad  iiiigi.: wandte  Mathematik. 
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oder1  in  entwickelter  Form 


ort,       9tfa  ^       ^  ^  ön,,       öff  \  /da 


=  SAbt"9^)'   ,;   "u| 


Aber  man  hat   folgenden   bekannten   algebraischen  Satz: 
Sind  2£,  g),  3  und  0t,  3t,,  3t2  zwei  Systeme  von  Variahern,  welche  linear 
von  einander  abhängen  und  zugleich  der  Bedingung 

genügen,  und  stehen  diese  beiden  Systeme  mit  zwei  anderen  Systemen  U,  V,  W 
und  @,  ©!,  Si  durch  die  identische  Gleichung 

in  Verbindung,  so  sind  die  neuen  Systeme  ebenfalls  linear  von  einander  ab- 
hängig und  genügen  ebenfalls  der  Bedingimg 

Hiermit  ist  die  Transformation  von 

2%  =  ^(U'  +  V'-hW3)  =  1(@B+@J4-©*) 

in  die  neuen  Coordinaten  ausgeführt,  die  Grössen  ^©,  -^-©n  ^-@s  sind,  wie 
man  sich  leicht  überzeugt,  die  Componenten  der  Elementar- Rotation  um  die 
Richtungen  der  wachsenden  p,  px,  pB.  Da  p  bereits  in  §  2  transformirt  worden 
ist,  so  sind  jetzt  alle  in  das  Integral  H'  eintretenden  Grössen  in  die  neuen 
Coordinaten  ausgedrückt  und  es  ergiebt  sich  für  ii!  der  Werth 

r  dg  dp,  do„ 

Si'  =  jdT\2%+(\-+Ö)p*— gsp},     dT=         -    -  ,     m  =  hh^ 

„  ~9  ( da,        da,  \ 

wo  i  k  l  eine  positive  Permutation  der  Indiees  0   12  bedeutet. 
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Der   Transformation    für    die    Verrückungen,    welche    in    der    oben   ge- 
brauchten Gleichung 

ß. 

udx-\-v<k/-irwdz  =  ^ff^Q.  =  J£  -j—d-Q. 

enthalten   ist,    lässt  sich  eine   ähnliche   für  die  Momente  der  gegebenen  Kräfte 
an  die  Seite  stellen,  nämlich 


und  man  transformirt  demgemäss  die  Momente  der  gegebenen  Kräfte  durch  die 
Gleichungen 

3<*lp  =  fdm{(X)du+(J-)dv-h(Z)äw]  =jdwS-~<)xi 
d<®P  =  fdT[X3u+Ytv+Zdv>]  =  fdT£?.k<fa. , 

wo  P,  und  (Pj)  die  Componenten   der   gegebenen   inneren  und  äusseren  Kräfte 
im  Sinne  der  wachsenden  p;  bedeuten. 

4.  Die  partiellen  Differentialgleichungen  und  Bedingungen  für 
die  Oberfläche  in  allgemeinen  orthogonalen  Coordinaten.  TJm  die  par- 
tiellen Differentialgleichungen  und  Bedingungen  für  die  Oberfläche  in  fertiger 
Form  zu  erhalten,  kommt  es  jetzt  noch  auf  die  Entwicklung  der  Variationen 
J»fi  und  <T(3)ß'  an.     Ist  ein  Integral 


=  JdTf\---ek,  ■■■  r,.     ■  ■■■).    ■''/'        '  .";.'  "' 


vorgelegt,  so  ist  bekanntlich  die  sehliessliclie  Gestalt  seiner  Variation 

wo 

'        8r. '     '>  3x 

3  TT 

und  (v,  p,.)  den  Winkel  bedeutet,    welchen  die  nach  Aussen  gerichtete  Normale 
des    Oberihicheii-Kleinents    d'o    mit    der    Richtung    der    wachsenden    {jk    bildet. 
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Daher  hat  man 

<J{S)ß  =  2fdwdvi2~-flcoa(v,Qt), 
wo 


Ml>'  =  ^JrfT 


F_M;       f-     gg 
—  de,  '         *  ~~       dar. 


Setzt  man  in  /'  für  (S  und  p  ihre  Ausdrücke 

p  =  J£  b   =  m  2!  -3 —  ( — ) 

ein,  so  ergehen  sich  für  die  in  d^il  vorkommenden  Ableitungen  f]',  ft'  von  f 
die  "Werthe 

ft  =  nK+dv-W\:    ft  =  %Kx 

und  daher 

wo 

cH  =  b.^dp — -£gs,     etk  =  bgt. 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  <J"(2)i2  und  den  Werth  (7)  von  dV)P  in  die 
Grrundgleichung 

für  die  Bedingungen  an  der  Oberfläche,  so  erhält,  man  die  drei  ßedingungs- 
gleichungen  für  die  Oberfläche,  in  den  neuen  Ooordinaten  ausgedrückt,  in  der 
sie  alle   drei  darstellenden   Form 
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üli^emeim:  orihoeoiniiy  (liümliunksu. 


(8)        [b^Bp— JB«]cofi(v,  Qt)+bt&cos(v,  eJ+^cosO,  q,)  =  ^g  C^). 
wo  i  k  l  eine  Permutation  der  Indices  0   12  bedeutet  und 

dx.        1        dh.  fh.    Ör,       k    8x.\ 

ein  Resultat,  welches,  wenn  s~0  gesetzt  wird,  mit  den  Lameschen  Formeln 
pp.  281,   282  seiner  Lefons  sur  les  coor  dorn  des  aurvüignes  übereinstimmt. 
Setzt  man  in  F  für  %  und  p  ihre  Ausdrücke 

(da,       da,  \                      { Ji.    da.           d     t  \ 
45-  =  ^©a,      @.  =  Ä.Ä.I -3s-=-  —  - ^-    ,      p  =  ra^(— ^-=— Hff,-, -    , 

wo  i  &  Z  eine  positive  Permutation  von  0   12   bedeutet,  und  führt  die  Grösse 
q  =  2(l+ö)j»-fii 

ein,  so  ergeben  sich  für  die  in  dm££'  vorkommenden  Ableitungen  Fl,  F{',  Fi  von 

F  die  Werthe 

dt  . 

F'  =  m^- --q,      Fl  =  tq,      F,'  =  (ikl)h.h.  6, , 

wo  (ikP)  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutet,  je  nachdem  i  k  l  eine 
positive  oder  negative  Permutation  von  0  12  ist.  Demnach  erhält  man  für 
<)1<a)i2'  den  schliesslichen  Ausdruck 


,.,,                  r           f  „  da                   (  d     @,  3 

-<S('V  =  2\<ITSa  \h'-J-  -\-(ikl)m\-= ^-  —  -.- 


Substituirt  man  diesen  Werth  von  <fp)J2'  und  den  Werth  (7)  von  <J|3)P  in  die 
Grundgleichung 

für  die  partiellen  Differentialgleichungen  und  setzt  fest,  das»  i  k  l  eine  positive 
Permutation  von  0  12  sein  soll,  so  ergeben  sieh  die  drei  partiellen  Differen- 
tialgleichungen, in  den  neuen  Coordinaten  ausgedrückt,  in  der  sie  alle  drei  dar- 
stellenden Form 

ö     @j  S     ©(  ht     8q  1       Pj 

C.  W.  BorcUrdt'B  Werke.  39 
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wo  i  k  l  eine  positive  Permutation  von  0  12  bedeutet  und 

Diese  Gleichungen  stimmen,  wenn  s  =  0  gesetzt  wird,  mit  den  Lameschen 
Systemen  (25),  (26),  (27)  pp.  290,  291  seiner  Legons  sur  les  coordonnees  curvi- 
lignes  überein. 

Berlin,  im  Jannar  1873. 


Eins  fran/ösi.ic'ie  I'p.ipi'v-ij.i.h;.;  -. L :. ■  - ^ i ■ : ■  AVirijuiliiti;;    Riiibl    s.rti    im  Bii!hiin   des  iSeimees   ma>!n.:'t>"Jii/ues 
et  aslronomiguet ,  redigt  par  MM.  Darboux  et  Hoüel,  T.  VIII  p.  191—207,  1"  semestre  1875,  unter  dem  Titel: 

■Sttr   In  Irtiif-./oriiiwinii    des   e'ii'ia-'i'ins   de   idu-lhke  en  i-osrihrmifu.--:  er,'.  „.-,"».«  lü  g<-t\<irulci. 
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durch  mechanische  an  ihrer  Oberfläche 

wirkende  Kräfte, 


Monatsbericht  der  Akademie  der  Wiäser-sdiailen  ku  Berlin,  Juli  1873  p.  560 — 578. 
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Ueber  Deformationen  elastischer  isotroper  Körper  durch 
mechanische  an  ihrer  Oberfläche  wirkende  Kräfte. 


Gelesen  in  der  Akademie  tk-r  Wis-eiisrlutier 


In  einer  am  9.  Januar  d.  J.  der  Akademie  gemachten  Mittheil ung  [p.  245 
dieser  Ausgabe]  habe  ich  mich  mit  den  durch  Temperatut'wechsel  hervorge- 
brachten Deformationen  elastischer  isotroper  Körper  beschäftigt  und  dieselben 
für  die  Kreisplatte  und  Kugel  in  Form  geschlossener  Integralausdrücke  "be- 
stimmt, unter  welchen  die  'willkürliche  die  Vertheihmg  der  Temperatur  im 
Korper  darstellende  Function   als  Factor  eintritt. 

Ein  Theil  der  Methode,  welche  mich  zu  diesen  Ergebnissen  geführt  hat, 
ist  hinreichend  für  die  Bestimmung  derjenigen  Deformationen,  welche  in  elasti- 
schen isotropen  Körpern  der  nämlichen  Gestalt  durch  gegebene  an  ihrer  Be- 
grenzung wirkende  mechanische  Kräfte  hervorgebracht  werden.  Diese  Defor- 
mationen, welche  durch  die  Arbeiten  von  Lame*)  und  von  Herrn  William 
Thomson**)  bisher  in  Form  unendlicher  Reihen  bekannt  waren,  werden  hier 
in  Form  geschlossener  Integral  aus  drucke  gefunden,  welche  sich  indessen  von 
den  bei  Untersuchung  des  Temperaturproblems  erhaltenen  wesentlich  unter- 
scheiden. Während  es  nämlich  Volumen-Integrale  waren  und  aus  diesen  auf 
einfache  Weise  ableitbare  Ausdrücke,  auf  welche  das  frühere  Problem  führte, 
sind  es  Oberflächen-Integrale,  welche  in  dem  gegenwärtigen  Problem  die  ent- 
sprechende  i'olle  spielen.  Auch  haben  hier  alle  in  Betracht  kommenden  Inte- 
grale den  Charakter  äusserer  Potentiale,  während  im  Temperaturproblem  ein 
Integral  eine  Ausnahme  hiervpn  bildete  und  unter  die  Kategorie  der  inneren 
Potentiale  fiel.     Endlich  treten  dadurch,  dass  die  an  der  Oberfläche  wirkenden 

*}  Journal  de  M.  Liouville,  T.  XIX,   1854,  und  Leijons  sur  los  eoordonnijos  curvilignes. 
")  Philosophieal  Transactions,  Vol.  153,  1863;   Thomson  and  Tait,   Natural  Philuaophy,  Vol.  I. 
pp.  584,   588. 
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Kräfte  in  beliebigen  "Winkeln  gegen  die  Oberflächen-Elemente  geneigt  sein 
können,  Modificationen  ein,  welche  das  jetzige  mit  dem  Temperatarproblem  nur 
in  dem  besonderen  Fall  vergleichbar  machen ,  wenn  die  mechanischen  Kräfte 
normal  gegen  die  Oberfläche  wirken. 

1.  Deformationen  einer  Kreisplatte  durch  gegebene  mecha- 
nische in  deren  Ebene  an  ihrem  Rande  wirkende  Kräfte.  Es  seien 
x,  y  die  rechtwinkligen  Coonlinaten  eines  Punktes  der  Mittelebene  der  Kreis- 
platte in  einem  System,  dessen  Anfangspunkt  der  Kreismittelpunkt  ist,  und  (ß, 
d-  seine  Polantoordinaten,  so  dass 

x  =  e^cos^-,     y  =  ^sm-D: 
Es    seien    u,    v    die    Verrück un gen    des    betrachteten    Punktes    im    Sinne    der 
wachsenden    x,   y ;    R,   <p    im    Sinne    der    wachsenden   p,    &;   p    die   Flächen- 
dilatation 

da:  By  ' 

K  und  K8  die  beiden  Elasticität.sconstaiiten  nach  der  Kirchhoff  sehen  Be- 
zeichnung, Den  Radius  der  Kreisplatte  setze  ich  =  .1,  so  dass  ihr  Rand  dem 
Werthe  q  =  0  entspricht.  Die  Componenten  der  am  Rande  der  Platte  wir- 
kenden gegebenen  mechanischen  Kräfte  im  Sinne  der  wachsenden  p,  #  be- 
zeichne ich  mit  (P),  (P,)  und  setze 

2K  '  2K 

Die  partiellen  Differentialgleichungen ,  denen  die  Verrückungen  genügen,  sind 
in  den  Gleichungen  (2),  (3),  (4)  meiner  am  9.  Januar  d.  J.  der  Akademie  vor- 
gelegten Untersuchung*)  enthalten,  in  welchen  die  Erwärmung  s  =  0  zu  setzen 
ist.  Die  nämliche  Specialisirung  in  den  Gleichungen  (5),  (7)  der  erwähnten 
Untersuchung  vorgenommen,  liefert  als  Ergebniss  der  unbestimmten  Integration 
jener  partiellen  Differentialgleichungen  für  die  Verrückungen  die  Werthe 
nt    „      dN  _,    „      3N 

-  =  s*-^+-gr.    »  =  26^+^-, 

oder  in  Polareoordinaten 

:|:)  S.  Monatsbericht  der  ALi.iU'inic  dar  WissüuscliuXtuii  ■/»  l'>«rliii;  .lai-mar  1873  p.  15— 16  [p.252 — 253 
diesur  Ausgabe]. 
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durch  mechanische  it.11  ihrer  OlterlUicho  wirkende  KWii'tc. 


"  2(1+20)  '  2(1+0) 

<?  =  aa+(a-2h)if~(a+2h)/,,     M=-^+L, 

eine  Lösung,  welche  unter  Einführung  der  aus  H  und  üf  linear  zusammen- 
gesetzten Function 

für  das  aus  beiden  Verriickungs-Coinpouenten  gebildete  complexe  Aggi'egat 
Ä-r-V —  1  <p  zu  dem  einfacben  Resultat 

/(Ä-r-V-Iy) 

(.„     ^'«xin^itln     .»<daM  j-i/— iSifl 

~~  1  ,    26+0    „  f  BL       ,  ,-T  ät  1 

führt.  In  diesen  Formeln  sind  X,  (mit  den  davon  abhängigen  M,  (?)  und  i7 
oder  §  zwei  willkürliche,  im  Endlichen  endlich  bleibende,  eigentlich  eindeutige 
Potentialfunctionen  und  a  eine  willkürliche  Constante,  welche  sämmtlicli  durch 
die  Randbedingungen  zu  bestimmen  sind. 

Die  für  den  Rand,  d.  h.  für  p  —  0,  bestehenden  beiden  Bedingungen  sind*) 


*)  Es  seien  q,  pi  beliebigi:  uTtliugunalu  Coonünalen,  welche  mit  x,  <j  durch  die  Gleielrang 

\m'bnnden  sind.  R,  I!,  die  Voriiiekungen  im  Sinne  (luv  v,;tr!i>,omie"Li  o,  n,.  ferner  n'ir  einei-  be'iebig  getürmten 
Rand  (P),  (?!)  die  im  n:im  liehen  Sinn  yfoiiCi :n riLtsrn-.«  C'onijifjii^iifüii  der  auf  den  Kand  wirke uden  mechanischen 
Kraft,   (v,p),    (f,eO    die  zwischen  den  Rifhlunge:!.  der  w;ich. senden  p,  pi    l™d   der  nach  Aussen   gerichteten 

Normal«  des  Handel buicihcm  enihall.eiien  Winke:!,  dann  sind 


.St        1  ('»  „  ,    äi     \ 


ffi. 

ö      1  „„.,„..,_  2i> 


[»-  +  I|?p]~(«,i.)+i.,«»(.,5,)-   :JA 


.  ,  ,/■*,  «t         »   StA  ,„ 

ßr,        1  fSh,      ,   3Ä,     \  ,   B 
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312  Ueber  Deformationen  elastischer  is(itrO|)er  Körper 

,äü  6  „  _,  SR      ■      S<T-> 

oder,  wenn  für  i?,  y  ihre  Ausdrücke  durch  H,  L,  M  gesetzt  werden, 

am      an  ,  0-26  (am    „  au 


-S.    =P 


b_  r  3-ff 
ss  L  "So 


3    [SS       „      a  — 2b    a«! 


B»  L  So  T       4         So  J  ~" 

Unter  Einführung  der  Bezeichnungen 

c=26--.     .9  =  Ä-c!/,      3»=-|f— *. 

bekommen  die  IJancILiedingungen  die  einfache  Form 

d&R+cM)         c  a  =  d^ft—eM)  = 

Die  linken  Seiten  dieser  nur  für  p  =  0  geltenden  Gleichungen  sind  eigent- 
lich eindeutige,  im  Endlichen  endlich  bleibende,  Potential (nuctionen,  während 
P,  (I>  gegebene  Functionen  von  $■  allem  sind. 

Es  sei  f(&)  eine  von  &  =  0  bis  &  =  2jt  willkürlich  gegebene  Function 
von  #,  man  bilde  die  logarithmische  Potentialfunction 

K*^  =  ■^■/'"d*irt*i)'*18t1-2^0«C*-*i)-l-^] 

und  die  Constante 

welche  den  mittleren  Werth  von  /■(#)  darstellt,  dann  ist 


A-24H^r"*'«*',-1  - 


die  eigentlich  eindeutige,  im  Endlichen  endlich  bleibende,  Potentialfunction, 
welche  rar  p  =  0  in  /*(#)  übergeht. 

die  für  den  Band  zu  crfültaniK'jj  limlitiii'nügnu.  Wirken  auch  T ü m ii c: ]■; i ti 1 1- \t c i ■  li ri o  1  zu  den  .Deformationen  mit. 
so  muss  in  den  l'tiinrlboiliiiguiig'oii  —_rwP  ulu  3  .  .  H  verroindevt  werden,  wo  g  die  im  Monatsbericht  der 
Akademie  der  Wissenst'liau.cn  zu  lifiilin,  Januar  1ST3  p.  10,  [p.  95t  fiiesu.' Ausgabe!  definirle  Constante  ist. 
Diese  Randbedingungen  bilden  für  2  Dimimsiivnei:  das  Analngon  zu  den  im  Journal  für  die  reine  und  an- 
gewandte Mathematik,  Bd.  76  p.  57  Gl.  (8),  [p.  305  dieser  Ausgabe]  für  3  Dimensionen  gegebenen  Gleichungen. 
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Indem  man  f  und  f  als  allgemeine  Operationszeichen  braucht  und  aus 
P.  <P  die  Potcntiali'iuietionen  r— 2-= — ,  <I>  —  2- -■*-  herleitet,  welche  für  p  =  0 
mit  P,  <P  gleichwerthig  sind,  kann  man  den  Randbedingungen  die  Form 

dp  05     '  ö*  ■  dp 

geben.  Auch  diese  Gleichungen  brauchen  nur  für  p  =  0  erfüllt  zu  werden. 
Aber  da  sowohl  ihre  linken  als  ihre  rechten  Seiten  eigentlich  eindeutige  Po- 
tentialfunctionen  sind,  welche  im  Endlichen  endlich  bleiben,  so  können  nach 
dem  bekannten  für  Functionen  dieser  Art  bestehenden  Princip  die  obigen 
Gleichungen  nicht  für  den  Wertb  p  =  0  erfüllt  sein,  ohne  identisch  befriedigt 
zu  werden.  Dies  führt  zur  Bestimmung  der  in  den  linken  Seiten  enthaltenen 
willkürlichen  Potentialfunctionen. 

Indem  man  zunächst  die  mittleren  Werthe  der  linken  und  rechten  Seiten 
einander  gleich  setzt, -erhält  man 

2c«  =  P,     0  =  £. 
Dies  giebt  die  Bestimmung  der  Constante  a  und  eine  Bedingung,  der  die  gege- 
bene  Function  <I>   genügen   muss.      Mit  Benutzung   hiervon   reduciren    sich  die 
Randbedingungen  auf 

g(SH-cM)  =         3P  3  (SM  —  ai)  =  _2  _9*_ . 

öq       ■  3q    '  dif-  "    d(> 

Indem  man  nach  der  Bezeichnungsweise  des  Herrn  Weierstrass  mit 
einem  vorgesetzten  fft  den  reellen  Theil  einer  complexen  Grösse  bezeichnet, 
kann  man  der  gegebenen  Definition  der  Functionen  /(p,  &)  die  Form 

7  =  r  ^f^  /c*i)iga-«rHMi)  ,/=^ ) 

geben.     Es  sei  fV — 1  der  imaginäre  Theil  der  nämlichen  complexen  Function, 
so  dass 

Da  die  rechte  Seite  eine  Function  von  (i-h&V — 1  ist,  so  hat  man 

gg±Q»  _  n  scZ+0/) 

C.  W.  Borchardt's  Wcrlio.  40 
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oder. 

df  _Bf_        df  _       Bf 
3q         i5iI  '       o\'>  dg 

Mit  Hülfe  dieser  Transformation  gehen  die  Randbedingungen  in 


3(K+c«)          „  SP 
6q                      8q   ' 

8»                        S» 

Integration  führt  zu 

äü+cM=—  2P, 

3Ji— cM=— 2*. 

Von  der  Hinzufügung  willkürlicher  Constanten  ist  bei  dieser  Integration 
abgesehen,  denn  sie  würde  nur  M,  B  um  Constanten  ändern  und  auf  die  Ver- 
nickungen  ohne  Einlluss  bleiben*). 

Die  Function 

1      -»  1  -  1_Ö9-K*-»I)V=> 

f(g,d)  =  -f-      f»,/ra.).  v- — =r- 

"*'    J         2ti  J  l/l   iy    2]/~l        1_e«-(*-a1>/-i 

°sin(>— #,) 


=  -^/SX^)arctg- 


s?cos(3—  *J 


ist  die  zweite  Gattung  logat'itlmüseher  .Potential (hnctionen,  in  welchen  unter 
dem  Integral  ein  Arcustangens  anstatt  eines  Logarithmus  vorkommt.  Von 
dieser  zweiten  Gattung'  ist  die  Losung  der  vorliegenden  Aufgabe  nur  dann  frei, 
wenn  die  mechanischen  Kräfte  sämmtlich  normal  gegen  den  Rand  wirken, 

Indem  man  der  Kürze  halber  mit  P,,  '/>,  die  Werthe  von  P,  0  für  das 
Argument   ^   bezeichnet,   ergeben   sich  für  M.   9Ji  die  Werthe 

— ZnzM  =  SR  f  "dö^+y^i  *,)]g(l— gf**-*^1) 
-2^9K  =  Bir'^fP,— l^l^AlgCl— /-K3^»!)^). 
Hieraus  werden  X,  ^  nach  den  Gleichungen 

dp  dp 


*)  Man    -vergleiche    die    auf    diese    Abhandlung    lit/.iig'iiclion    Ijcmo-rkungi'ii    iks    Ileraiisgtibürs 
Schlüsse  des  Bandes.  If. 
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durch  Integrationen  bestimmt,  und  zwar 

Ein  Glied,  wie  das  letzte,  welches  pe-   proportional  ist.  darf  in  £>  als  Potential- 
function  nicht  vorkommen,  daher  muss  die  Bedingung 

erfüllt  sein  und  §  reducirt  sich  auf 

2te§  ==  m  r2\w1(i,1-vc::i*,)Ci-^+;'''"9l)V"I)ig(1-^+<'5"5,)/~1)- 

Sind  /,,  f-2  zwei  conjugirte  comp] exe-  Functionen  und 
so  wird 

wo   mit  fl,  fZ  die  Ableitungen  von  /,,  f.£   bezeichnet  sind.     Unter  Anwendung 
hiervon  auf  M,  L,  $  ergiebt  sich 

-      <8M       ,r~~;3M\  /''",„        ,;-t*n      e'-'ß-,''<-' 

^bsf+V^-srl  =J  <»,(f,-V^'^)i_f,_1^)y=i 
2»{^fL+y=i#}  =  -/'**>,c?,H-y:ri*,)^"'^',,C3iig(i-^-""'),Q)+ii- 

Indem  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  von  R-\-V—  \<p  (s.  p.  311) 
einsetzt,  erhält  man  die  schliessliche  Form  desselben  und  kann  das  erhaltene 
Ergebniss  folgei"Klenn;issen  zusammenfassen: 

40' 
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„Man  betrachte  eine  elastische  isotrope  Kreisplatte  vom  Radius  1,  deren 
Elasticitätsconstanten  K  und-  K6  sind.  Ihre  Mittelebene  werde  durch  die  Polar- 
coordmaten  e9,  3-  definirt,  ihr  Hand  den  gegebenen  mechanischen  im  Sinne  der 
wachsenden  p,  &  wirkenden  Kräften  2KP(!f),  2K<1>(&)  ausgesetzt,  die  Ver- 
rückungen, im  nämlichen  Sinne  genommen,  seich  R,  <p,  dann  werden  R,  ip 
durch  die  Gleichung 


+  (l-^)j   ^(P-V-1*,)- 


bestimmt.     Die  gegebenen   Kräfte  P,  •/■  müssen  den  Bedingungen 

genügen,  welche  ausdrücken,  dass  sie  sich  an  der  Platte,  wenn  sie  starr  wäre, 
im  Gleichgewicht  erhalten." 


2.  Deformationen  einer  Kugel  durch  gegebene  mechanische 
an  ihrer  Oberfläche  wirkende  Kräfte.  Es  seien  x,  y,  z  die  rechtwinkligen 
Goordinaten  eines  zur  Kugel  gehörigen  Punktes  in  einem  System,  dessen  Anfängs- 
punkt der  Kugel  mittel  punkt  ist,  und  e9,  &,  j?  seine  Polarcoordinaten,  so  dass 

x  =  eecos#,      y  =  eesin-&COBij,      z  =  /sin^shiij. 

Es  seien  u,  v,  w  -die  Verrückungen  des  betrachteten  Punktes  im  Sinne  der 
wachsenden  x,  y,  z;  R,  ifi,  \p  im  Sinne  der  wachsenden  p,  #,  *j;  und  es  sei  p 
die  Volümendüatation 

5m        dv       6w 
"  da!  8y  dz 
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Den  Radius  der  Kagel  setze  ich  =  1,  so  dass  ihre  Oberfläche  dem 
Werthe  $  =  0  entspricht.  Die  Componenten  der  an  der  Oberfläche  der  Kugel 
wirkenden  gegebenen  mechanischen  Kräfte  im  Sinne  der  wachsenden  p,  ß;  ij 
bezeichne  ich  mit  (P),  (P^,  (Ps)  und  setze 

(P)  CpJ  (p?) 

P  =  ---1-        *  =  -■--        w  =       3    . 
2K  '  1K  '  2A" 

Die  partiellen  DiflW(Miti;ilglei<:li!.mgen,  denen  die  Yerrückungen  genügen, 
sind  in  den  Gleichungen  (1),  (14),  (15)  meiner  oben  citirten  Arbeit*)  and 
deren  unbestimmte  Integration  in  den  Gleichungen  (16),  (18),  (18*)  jener 
Arbeit  [pp.  270,  274,  275  dieser  Ausgabe],  in  welchen  die  Erwärmung  s  =  0 
zu  setzen  ist,  enthalten.  Die  Verrückungen  R,  <p,  y  haben  hiernach  die 
Werthe 

f      —  e"       dY         SN 

e  f  sm»     dtj    *~   8S 

o  .   a  ,  .   .  87        8N 

ÖT_ 

'  (-2T. 

.  de  j 

In  dieser  Lösung  sind  drei  willkürliche,  im  Endlichen  endlich  bleibende,  eindeu- 
tige Potentialfunctionen  T  (mit  den  davon  abhängigen  X,  G),  Y,  Z  enthalten, 
deren  Bestimmung  vermittelst  der  für  die  Kugeloberfläche  gegebenen  Werthe 
von  P.  <t>,  &  7.u  machen  übrig  bleibt. 

Die  für  die  Oberfläche  stattfindenden  Grenzbedingungen  sind  in  der 
Gleichung  (8)  meiner  Abhandlung:  JJeber  die  Transformation  der  Elasticitäts- 
fjleichungen  etc.**)  für    eine    beliebige    Oberfläche    und   irgend    ein   orthogonales 

:")  Jlonawbc  riebt    (kr    Akademie    der   Wisstnie haften    y.\>  Uerliu,    Januar   IS'73    pp.  13,  34    [pp.  250, 

2G8,  269  dieser  Ausgabe]. 

**)  Journal  für  die  reine  und  ange.wam'je  llafüeHialik,  15d.  7G   p.  57  [p.  305  dieser  Ausgabe]. 
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Goordinatensystem    enthalten.      Für   die    Kugel  oberflache    und    die  Coordinaten 
p,  S-,  ij  lauten  dieselben 

öq  A  *         65-        J       3?  2sin*    öij         J       3ß 

Diese  für  p  =  0    geltenden   Gleichungen   erhalten   nach  Einsetzung  der  Werthe 
von  R>  <f,  ip  die  Form 

wo  die  drei  Functionen 

ra'G       ae        1     a>z     sz 


von  71,  Y,  Z  abhängige  Potcntialfiinetioneii  und  P,  <I>.  !F  gegebene  Functionen 
von  &f  tj  allein  sind. 

Die  Bestimmung  der  willkürlichen  Functionen  T,  Yf  Z  geschieht  in  der 
Art,  dass  zuerst  die  Werthe  von  g,  8t,  33  aus  P,  <I>,  *P  hergeleitet  und  aus 
diesen  T,   Y.  Z  ermittelt  werden, 

Es  sei  f(ß-}ii)  eine  in  den  Grenzen  #  =  0  bis  &  —  n,  »?  =  0  bis  jj  =  2jt, 
d.  h.  für  die  KugeloherfUicbe.  willkürlich  gegebene  Function  und  man  bilde  die 
l'otentialfunction 


f{q,»,n)  =  -^j  ^sin^j"    drSl 


VT— 2e-cos/+e5 


dann  ist 

e?  An    l  V  Cl-2^cosr+ea*)1 

diejenige,    im    Endlichen    endlich  bleibende,   eindeutige   Poicntialhinetion,  welche 
für  p  =  0  in  f(ß-,  rj)  übergeht. 
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Aus  den  gegebenen  Functionen  0,  *P  Seite  ich  zunächst  zwei  neue 

—    sinH-  l        3#  öij  J '  sin#  l       öij  3#        J 

her,  dann  lassen  sich  die  zweite  und  dritte  Oberflächenbedingung  in  einfacherer 
Form  darstellen,  wenn  man  aus  ihnen  nach  einander  33  und  %  eliminirt,  es 
ergiebt  sich 

1       d    (  .   .  32t  \  1      ö*Ä   _  a 

"ET  ÖS  V         ~5*  J+  nn&'&f '  ~ 

Aber  da  %.  33  PotentiaU'uncüonoii   sind,   so   genügen  sie  der  Diilereiitialgleichung 

ö'f  _^  af  _l.     a       5_T  ■    *■  öf  ^_i_     1      a*f   —  n 
Ö$»  +  du  "■"  sin-^    Ö*  V  ö&J^  sin*3  3^  "~ 

und  die  OberfÜJehenbedingimgen  lassen  sich  auf  die  Form 

&&.  +  JW   ——a      ^!®_|__a?  =  —B 

bringen. 

Indem  für  die  rechten  Seiten  P,  — A,  — _B  der  ?>  Obertliiclienbedingungen 
die,  im  Endlichen  endlich  bleibenden,  Potentiali'unctionen,  welche  für  p=0  die 
gegebenen  Werthe  erhalten,  gesetzt  werden,  ergeben  sich  diese  Bedingungen 
unter  der  Form 

og  "p2  dg  ög  cg*  ög  ög 

Gegenwärtig  sind  alle  Tlieile  der  Oberrläelienbedinguiigeu  als  eindeutige  Poten- 
tialfunctionen  dargestellt,  welche  im  Endlichen  endlieh  bleiben.  Aber  nach 
dem  bekannten  für  Functionen  dieser  Art  geltenden  Princip  können  diese  Glei- 
chungen nur  dann  für  p  =  0  bestehen,  wenn  sie  für  jeden  Werth  von  p  er- 
füllt sind. 

Durch  die  erste  Bedingung  ist  £y  unmittelbar  gegeben.  Ans  der  zweiten 
und  dritten  gehen  91,  33  durch  zweimalige  Integration  hervor,  nämlich 

%  =  —JÄdQ—e-"JÄ^dQ,      23  =  —  j'Bd(}~  e-*JBefd$, 
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wo  die  Integrale  so  zu  verstehen  sind,  dass  sie  von  ganz  constanten  Tennen 
frei  sind,  also  für  p  =  — oo  verschwinden.  Von  der  Hinziifügung  willkürlicher 
Constanten  zu  den  Werthen  von  ?I.  33  ist  abgesehen,  denn  hierdurch  würden 
Y,  Z  nur  um  constante  Terme  geändert,  welche  auf  die  Verrückungen  ohne 
Einfluss  bleiben.     Führt  man  die  Bezeichnung 


ein,  so  ergiebt  sich 


4*  =  _^2^. 


Nachdem  jetzt  %.  s}[,  23    bestimmt   sind,    müssen   aus  den  beiden  ersten  Func- 
tionen   T    und    Z,    aus    der    letzten  Y  hergeleitet    werden.      Man    eliminirt  Z 

zwischen  %,  St    durch  Bildung  der  Differenz   %■ „ —     Für   diese  Differenz, 

deren  Werth  wir  gleich 

,i     »  3P         .,     .  3t1* 

Ol)  ÖQ 

gefunden  haben,  ergiebt  sich  nach  Elimination  von  Z  der  Ausdruck  in  T 

sl* — srJ =  ^-*W+8^+arH-är+*TJ' 

also  genügt  T  der  Differentialgleichung 


F  =  P-K4*. 
Diese  Differentialgleichung  vereinfacht  man,  indem  man 

setzt,  so  dass  S  durch  die  üiirercntialgleiehung 

definirt  wird.     Dies  ist  die  Differentialgleichung  (25)  meiner  früheren  Abhand- 
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hing*),  mit  dem  Unterschiede  jedoch,  dass  die  rechte  Seite  einen  anderen  Werth 
hat.     Nach  der  dort  gegebenen  Formel  wird  sie  durch  das  Integral 


■ihf  «'"»"¥■* 


a        2(1+20)  '      *  2(1-1-20) 

integrirt. 

Um  ferner  Z  zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass  unter  Einführung  von 


Ö91 
der  Ausdruck  $  +  391 -^~     auf  die  Form 

5H-3SC- 


Z'  =  %Z—\Ü 

■  ■> 

dg  dg 


gebracht  wird.    Setzt  man  dagegen  für  $  ima  51  ihre  Ausdrücke  durch  P  und 
A,  so  findet  man 

also  wird 

Z*  =  3Z— iG— 2F 

durch  die  Differentialgleichung 

^-  —  Z*  =  3(P—fldQ) 

bestimmt.      Hieraus  ergiebt  sich  Z*   mit  Hülfe  einer  theilweisen   Integration. 


Z*  =  $JAdQ+wf(V—  A)e 


Da  Z*  Potentialfunction  ist,  so  muss  es  auch  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
sein.  Diese  ist  es  aber  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  Bedingung 
erfüllt  sei.  Enthielte  nämlich  die  Entwicklung  der  Potentialfunction  P  —  A 
nach' Potenzen  von  e"   ein  der   ersten  Potenz    von  e''  proportionales  Glied,    so 

:!)  Moniitsl.icriciil   der  Akademie   iler  Wisseissdiafieii   /.«    Hcvliii,   Januar  1S73   p.  51    [p.  '28*!    dieser 
Ausgabe]. 

C.  W.  Borchardfa  Werke.  41 
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käme  auf  der  rechten  Seite  obiger  Gleichung  ein  pe?  proportionales  Glied  vor, 
was  unmöglich  ist.  In  P— Ä  rauss  also  das  e-  proportionale  Glied  fehlen,  was 
nur  geschieht,  wenn  die  Bedingung 

wo  cosj'  die  frühere  Bedeutung  bat,  erfüllt  ist. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  .Bedingung  erfüllt  sei,  und  wenn  in 
Z*  der  Ausdruck  von  T  durch  S  eingesetzt  wird,  ergiebt  sich  für  Z  der 
sehliessliche  Werth 

z  =  F+j(i-s-fi)-^4-jbS+Jz^+^J(P-J")e-^. 

Es  bleibt  noch  übrig,   Y  aus  der  IHflereiiüal  gleich  ung 

-|— —  Y  =  233  =  —2  (BdQ—2e"fJB^dQ 

zu  bestimmen.     Die  Integration  giebt 

7  =  e-<-'f  Be*dQ+2J  BdQ—?ie?J  Be-tdQ, 

ein  Werth,  dessen  Eigenschaft,  eine  Potentialfunction  zu  sein,  erfordert,  dass 
in  der  Entwicklung  von  B  die  erste  Potenz  von  e-  fehlt,  oder,  was  dasselbe 
ist,  dass 

f'WjSiiia-,  f  *dij1.B(3'lt%)eos)'  =  0. 

Jede  der  beiden  erhaltenen  Bedingungen 

f.da>1{V(»l,ii1)—A(9-vri1')\cmy  =  0,    fd^B^,  ^)eos/  =  0, 

wo  äojx  =  sm&^d&xd^  ein  Element  der  Kugeloberfläche  bezeichnet  und  die 
Integrale  über  die  ganze  Oberfläche  auszudehnen  sind,  zerfällt  wegen  des 
Werth  es 

cos/  =  costf.cos^+sm^cos^.siu^cos^+sintfsm^.sin^siii»;, 

in  die  3  Bedingungen,  welche  sich  ergeben,  wenn  cos/  durch  cos^,  sin^cos»?,, 
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sin^!  sin»;,  ersetzt  wird.  Diese  zweimal  drei  Bedingungen  werden  nach  Ein- 
setzung der  Ausdrücke  von  A,  B  durch  *f\  'i?  und  Anwendung  theilweiser  Inte- 
grationen in  die  folgenden: 

|rfw1{P1eos#1  —  ^jSin^-ji  =  0 

(^[PjSiii-ä-jCOs^j+^jOOä^-jCos^,  —  3>1stDi]1}  =  0 

l<&o1{P1sin>1sini)1+*1cos>13iu»j1+*P1cos)j1j  =  0 
und 

Jdoij  9»1Bin#1  =  0 

lrfw1j#1sini)1+9*1coS'ö,1o08ij1j  =  0 

l(?w]!^1cosij1  —  l^cos^sinjjj  =  0 

transforrairt ,  in  welchen  P1?  <Pi}  W^  die  Werthe  der  Functionen  P,  <f>,  '<&  für 
die  Argumente  #1(  %  bedeuten.  Ersetzt  man  die  Componenten  P,  <I\  *P  durch 
die  Componenten  3:,  f};  Q  im  Sinne  der  rechtwinkligen  Cpordinaten  x,  y,  z,  so 
gehen  diese  beiden  Gleich ungssysteme  in  die  folgenden: 

und 

über,  welche  bekanntlich  ausdrücken,  dass  die  gegebenen  Kräfte  an  einer 
starren  Kugel  angebracht  sich  Gleichgewicht  halten,  eine  Bedingung,  deren 
Nothwendigkeit  sich  von  selbst  versteht. 

Um   die  erhaltene  Lösimg  zusammenzufassen,  führe  ich  die  Bezeichnung 

ein  und  setze  die  Ausdrücke 
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in  den  Werth  von  N  ein,  dann  ergiebt  sieh 

N=  Z-^'G  =  £+(l_^)^+i(i_3^)  {(n_fi)-|®-  +  b,$}  , 
zugleich  wird 

(l-b)JX  =  4.F+26-|| t^-£, 

£J,    F  und  die  beiden  Theile  P,  A*,    aus    welchen  wich  F  =  P-hA*  zusammen- 
setzt, lassen  sich  am   einfachsten  als  bestimmte  Integrale   darstellen 

ft  =  -i —       flJ,  Win»  (-//;,       do, 

F=   -; Ctö,  S111&,  rfK,        <fo, — L- 

4"J                V          J-.         Vl-2«'+'.oosr+/('+'.> 
P  =  ~      <*#,  sin»,  I     dv, _!_:...' 

«•Mf*,,!;,) 


^1« 


-: — I    d»,  sin»,  I      dw,  j    dn, — == 


Das  letztere,  welches  man  auch 

e'do 


A"  =  —, —  f<»,sin»,  f    *•  A(»    »)('  *  "*— 

schreiben  kann,  hat  den  Werth 


A*  =  ■!r—rd»län9l{a"thilA(9sttil)]g  ^1— 2e'c 


iy+e  "-{-?- 


1— COSJ" 

Nach  Einsetzung  des  Ausdrucks  von  ^4  durch  'I>,  *P  und  Anwendung  theiiweiser 
Integrationen  kann  man  dasselbe  in  die  Form 

im  J         <J         "  any>  L  V1_2«'coa7+«''         J 

r  =  si„»,*(»„,,)^+«»„.,,)^f- 

bringen.     Sie  Iässt   den   Grund    erkennen,    warum  in   der    Lameschen  Lösung 
ausser  den  Kiigelfutictionen   auch   deren  Ableitungen   nach   9-  und  rj  vorkommen, 
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und  zeigt,  dass  es  nur  theilweiser  Integrationen  bedarf  um  diese  Complication 
zu  beseitigen. 

Die  gefundene  Lösung  des  vorliegenden  Problems  läest  sich  so  aus- 
sprechen : 

„Die  im  Sinne  des  Radius  e9,  der  Polardistanz  #  und  der  Rectascension 
1}  stattfindenden  Verrückungen  R,  <pt  ip  der  Punkte  einer  elastischen  isotropen 
Kugel  vom  Radius  1,  deren  Oberfläche  den  gegebenen  mechanischen  im  Sinne 
der  wachsenden  q,  &,  i]  wirkenden  Kräften  2/vP,  2K'P,  2K"P  ausgesetzt  ist, 
werden  folgend ermassen  bestimmt: 

Aus  •/>,  ?P  leite  man 

=       1      jd(ßiL».&)        ag\      B  =      1(5$         3(sin#.gQl 
sin#  l        dli-  drj  J '  sin*  l       drj  d$        i 

her  und  setze  unter  Einführung  des  durch  die  Gleichung 

cofiy  =  eosil<:o^1'lI-j--sin-y-siii  y-jCOs^—ifj) 

bestimmten  Winkels  y 

/■'  cos  7  -4 


,  -£-  j    i»  «in»  (     MA-i^-  —. '    — +^(»,,ii,)iT'  |    - 

*"/  0J  «Vi — 2«!cos/+«''  J,  Vi— 2«'cosj. 

1    r«    •    »  f'-j     f",     «~,T(J,.T,)+(l-«'ft)^(J,.'l,) 

JS  =  - , —      w,  smS,        «*,      </p, 

4"{  {  t,  Vl-2e'+''cos7+«'"+*.» 


r  =  J-  ("*<»,  sm»,  r1"«!!),  r% 


(/'— l)(l+3<r>>)S(*i,1,) 

yi-2e'+«icos^+7*+^' 

Aus  F  leite  man  die  neue  Potentialfunction 

s  =  — pr b[  F(~r    >    -7-* 

her,  wo 


1  _      1+49  _  y3+120  +  88» 

2(1+6)  '     "        2(1+26)  '     '  2(1+29) 

W  =  £+(l_,'«)Ji'+J(l_3«''){(l+S)-^-+Ss} 
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dann  werden  die  Verriickungen  R,  <p,   ip  durch  die  Gleichungen 


8N 
de 


•    —         "'     SY        äN 
"~'r~       sin»    Sij         3» 

,    =  ,  sr l_^L 

''       '    da   +  sin»     3n 
bestimmt.  —  Die  gegebenen  Kräfte  müssen  den  Bedingungen 

fd»,  sin»,  f  "*!,(?(*„ 1,)— A(»„ljJ|cosy  =  0 

f  d»,sin»,J     di^-B^,  ifl^cosy  =  0 

genügen,  weiche  ausdrücken,  dass  sie  sich  an  der  Kugel,  wenn  sie  starr  wäre, 
Gleichgewicht  halten." 
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Monatsbericht  ikr  Akademie  der  Wissenschaften  m  Berlin.  Xovynibei'  1876  p.  611 —  621. 
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Ueber  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  aus  vier 
Elementen. 


Gelesen  in  clev  Akademie  Jur  Wli-r-sHw-li  allen  m  lliiriin  ;im  'J.  November   ISTfi. 


Die  Abhandlung  über  das  aritbnK-itisch-geom  einsehe  Mittel  aus  zwei  Ele- 
menten [p.  119  dieser  Ausgabe],  welche  ich  im  Jahre  1858  der  Akademie  vor- 
zulegen die  Ehre  hatte,  war  der  Rückstand  einer  weiter  gehenden  Untersuchung, 
in  welcher  ich  beabsichtigte  den  bekannten  Algorithmus,  dessen  fortgesetzte 
Anwendung  als  Grenze  das  arillmK'üseli -geometrische  Mittel  aus  zwei  Elementen 
erglebt,  auf  vier  Elemente  auszudehnen. 

Schon  damals  war  ich  im  Besitz  des  Algorithmus,  welcher  für  vier  Ele- 
mente in  Betracht  kommt.  Ich  wusste  von  demselben,  dass  seine  fortgesetzte 
Anwendung  auf  eine  von  der  Anordnung  der  Elemente  unabhängige  Grenze 
führt,  welche  eine  bestimmte  analytische  Function  der  Elemente  ist;  ich  ver- 
muthete  überdies,  dass  diese  Grenze  mit  Hülfe  hyperelliptischer  Integrale  sich 
ausdrücken  lasse.  Nachdem  ich  in  neuerer  Zeit  jene  alte  Untersuchung  wieder 
aufgenommen  habe,  ist  es  mir  gelungen,  die  in  derselben  früher  noch  uner- 
ledigten Schwierigkeiten  zu  beseitigen,  indem  ich  mich  dabei  auf  die  von 
meinem  Freunde,  Herrn  Weierstrass,  aufgestellte  Theorie  der  hyperelliptischen 
Functionen  stützte,  von  welcher  derselbe  mir  einige  noch  unveröffentlichte, 
namentlich  auf  die  Definition  der  Perioden  durch  DilTVrontialgkuchungen  be- 
zügliche, Theile  roitzutheilen  die  Güte  hatte. 

1.      Der  auf  4  Elemente    bezügliche  Algorithmus,    mit    welchem   ich  vor 
18  Jahren  beschäftigt  war,  wird  auf  folgende  Weise  erhalten: 

Es  seien  a,  b,  c,  e  vier  reelle  positive  nach  ihrer  Grösse  in  absteigender 

Reihe   geordnete   Quantitäten,    welche    der  Ungleichheit  ae —  5e>0    genügen. 

Man  bilde  erstens  das  arithmetische  Mittel   aus    den    vier  Elementen,    zweitens 

ordne    man    die   vier    Elemente    auf   die    drei   möglichen   Arten    in   zwei   Paare, 

C.  W.  Borchardt's  Werke.  42 
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nehme  aus  jedem  Paar  das  geometrische  Mittel  und  aas  den  beiden  zusammen- 
gehörigen geometrischen  Mitteln  das  arithmetische  Mittel,  so  hat  man  aus  den 
gegebenen  Elementen  a,  b,  c,  e  vier  Functionen  derselben  an  bu  ßl,  eA  her- 
geleitet, welche  durch  die   Gleichungen 

I  \  =  aY^+y^) 
[ ex  =  icv^+y^ö 

gegeben  sind.  Eine  Vertauschung  von  a,  b,  c,  e  unter  einander  führt  nur  zu 
einer  Vertauschung   der  Grössen   61}   cls   Cj   unter  einander. 

Die  Analogie  dieses  Algorithmus  mit  demjenigen,  welcher  zu  dem  arith- 
metisch-geometrischen Mittel  ans  zwei  Grössen  führt,  tritt  zwar  schon  in  diesen 
Gleichungen  hervor,  noch  evidenter  wird  sie  vielleicht  in  einer  anderen  Form 
der  Darstellung.     "Wie  nämlich  die  Gleichungen 

des  arithmetisch -geometrischen  "Mittels  aus  2  Elementen  sich  in  die  eine 
Gleichung 

2(ai+8J1)  =  Cfa+epf 

zusammenfassen  lassen,  wenn  in  ihr  dem  «  der  doppelte  Werth  e  =  ±l  beige- 
legt wird,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (1)  in  die  eine  Gleichung 

(2)  4(oi_|_«fii_l_e'ai_|_Be'fl|)  =  (yä-H£Vi-H£'V^+ee'VÖ3 

zusammenfassen,  wenn  in  ihr  jeder  Grösse  e,  s'  der  doppelte  Werth  e  =  ±1, 
s'  =  ±1  beigelegt  wird. 

Man  wende  den  Algorithmus  (1)  wiederholt  an,  leite  also .  aus  ab  i,, 
cl7  et  vier  neue  Grössen  a9,  &2,  ca,  e2  her,  welche  von  ai}  bi}  cu  et  ebenso 
abhangen,  wie  diese  von  a,  b,  c,  e,  u.  s.  w.  und  erhalte  nach  w-maliger  Wieder- 
holung der  nämlichen  Operation  die  Grössen  a„,  bK,  c„,  e'n.  Dann  nähern  sich 
mit  wachsendem  n  alle  vier  Grössen  a„,  bn,  c„,  en  der  nämlichen  Grenze  g. 
Man  beweist  nämlich,  dass  die  Differenz  a—e  zwischen  der  grössten  und  klein- 
sten der  vier  Grössen  bei  jeder  Operation  auf  weniger  als  die  Hälfte  ihres  frühe- 
ren Werthes  herabsinkt,  so  dass 
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und  daher 

woraus  für  n  =  oo 

folgt, 

Im  Fall  des  arithmetisch- geometrischen  Mittels  aus  zwei  Elementen  ge- 
winnt der  Algorithmus  an  Uebersichtlichkeit,  wenn  man  zu  den  beiden  Grössen 
«j  =  ^(a-t-ft),  bL  =  Yab  noch  eine  dritte  Grösse  b[  =  \(a  —  6)  hinzufügt, 
welche,  in  die  coordiiiirten  Grössen  a]:  bx  angedrückt,  den  Werth  b[-  =  ^a\ — b{ 
erhält.  Wenn  man  in  allen  Stufen  der  Operation  die  gleich  gebildete  Grösse 
hinzufügt,  so  muss  man  den  gegebenen  Elementen  a,  b  die  Q.uadratwurzel 
b'  =  Vßs— 1?  adjungiren. 

Dem  entsprechend  hat  man  im  Fall  von  vier  Elementen  zu  den  vier 
durch  den  Algorithmus  (1)  definirten  Grössen  a,,  bu  c,,  ey  sechs  neue  Grössen 
b[,  c[,  e\  und  b",  c",  e"  hinzuzufügen,  welche  in  ihrer  Zusammensetzung  von 
den  Grössen  (1)  nur  durch  die  Vorzeichen  unterschieden  und  durch  die  Glei- 
chungen 

K  =  K.+s-e-.),    6;-  =  i(ViS-iÄ") 

c[  =  i(a-b-t-c-e),      <  =  K]/^  -ihil 

<  =  «a-S-M-«),       <  =  KV^-V»Ö 

gegeben  sind.  Wenn  man  diese  Grössen  durch  die  coordiiiirten  Grössen  as,  6L. 
c,,  et  ausdrückt  und  in  allen  Stufen  der  Operation  die  gleich  gebildeten  Grössen 
hinzufügt,  so  gelangt  man  für  die  sechs  den  gegebenen  Kiementen  a,  b,  c,  e 
zu  adjungirenden  Grössen  b\  c',  e'  und  }>",  c" .  e"  zu  folgenden  Wertheu: 

15'  =  4CVÖ5  -r-V«),  *"  =  iCVöb  —  y« ) 
c'  =  i(Vöc  4-Vbe),  c"  =  KVöc-Vbe) 
e'  —  ICfae+l/bc),     e"  =  KV«  — V^c), 


in  welchen 


i  =  o+6-t-o-M 
,  =  a_(-5_c_e 

ä  =  a  —  b—c-\-e 


/Google 


332  lieber  das  aritlmi  et  isdi-^oo  metrische  Mittel  aus  vier  Elementen. 

Es  ist  bemerkenswert!!,  class  in  den  Quadraten  dieser  sechs  adjungirten  Grössen 
nur  die  eine   Irrationalität  VöTce  vorkommt. 

2.  Die  oben  als  Grenze  des  unendlich  oft  wiederholten  Algorithmus  (1) 
definirte  Grösse  g  ist  eine  bestimmte  analytische  Function  der  vier  Elemente 
a,  b,  c,  e,  welche  erstens  der  Functionalgleichung 

C4) «»,  *.  o, »)  -  f("+br+',  &$&-,  ^^.  &$&-) 

genügt,  zweitens  eine  homogene  Function  erster  Ordnung  der  vier  Elemente 
ist  und  drittens,  wenn  die  vier  Elemente  in  einen  Werth  a  zusammenfallen , 
dem  nämlichen  "Werthe  a  gleich  wird.  Umgekehrt  deiiniren  diese  drei  Bedin- 
gungen die  Grenze  g  vollständig.  Der  Functionalgleichung  genügt  nämlich 
nicht  allein  g,  sondern  ebensowohl  jede  Function  von  g,  und  umgekehrt  ist 
jede  der  Fiinetioiii.ilgleichimg  genügende  Function  f  der  vier  Elemente  a,  b, 
c,  e  eine  blosse  Function  von  g.  Soll  überdies  f  eine  homogene  Function 
erster  Ordnung  der  vier  Elemente  sein,  so  ist  f?=m.g.  wo  m  einen  willkür- 
lichen numerischen  Factor  bedeutet,  welcher  durch  die  dritte  Bedingung  der 
Einheit  gleich  bestimmt  wird. 

Anstatt  g  als  Function  der  Elemente  a,  b,  c,  e  durch  die  Functional- 
gleichung (4)  und  die  hinzugefügten  Nebenbedingnngcn  zu  bestimmen,  kann 
man  g  auch  durch  ein  System  von  Differentialgleichungen  definiren,  ebenso  wie 
dies  in  meiner  Abhandlung  über  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  aus  zwei 
Elementen*)  für  dieses  geschehen  ist.  Um  die  entsprechenden  Resultate  besser 
mit  einander  vergleichen  zu  können,  fange  ich  damit  an,  für  den  Fall  von 
zwei  Elementen  das  Ergebnis«  in  einer  etwas  veränderten  Form  auszusprechen. 

Es  sei  g  das  arithmetisch-geometrische  Mittel   aus  zwei  Elementen  a,  b; 

dann  ist  —  eine   homogene  Function    nullter  Ordnung   von  a,  b.     Führt   man 

für  das  Verhältniss  der  beiden  Elemente  a,  b  eine  neue  Variable 

b 
P  =  — 

ein,  so  dass    "—  lediglich  von  p  abhängt,  und  setzt 

(5)  7Zlg-£-  =  Pd\gp, 

*)  Journal  für  die  reine  und  aitgewiividte  !Iatliem;iiik,  15d.  58  p,  131  und  132,  Gleichung  (9)  uriii 
(10)  [p.  126  dieser  Ausgabe]. 
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eine  Gleichung,  welche  P  durch  Differentiation  aus  g  herleiten  lehrt,  so  lässt 
sich  das  in  meiner  oben  citirten  Abhandlung  vom  Jahre  1858  gegebene  Resultat 
in  folgender  Form  aussprechen:  Die  Function  P  von  p  genügt  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  zweiten  Grades,  so  dass  dP  einem  in  dlgp  mul- 
tiplicirten  ganzen  Ausdruck  zweiten  Grades  in  P  gleich  wird,  dessen  Coeffi- 
cienten  rationale  Functionen  von  p  sind.  Vermöge  dieser  Differentialgleichung, 
welche  P  als  Function  von  p  definirt,  und  einer  nach  Gleichung  (5)  auszufüh- 
renden  Quadratur  gelangt  man  zu  der  Grenze  </. 

Für  das  arithnK'tiscb-geometrisehe  Mittel  g  aus  vier  Elementen  a,  b,  c,  e 
lautet  das  entsprechende  Ergebniss  folgendermassen : 

Aus  den  vier  Elementen  und  den  sechs  in  Art.  1  denselben  adjungirten 
Grüben   bilde  man  die  drei   Variablen 


C6J 


yöe+yR' 

wo  n,  6,  C,  e  die  in  (3*)  eingeführten  Hülfsgrössen  sind,  so  dass  -£-  eine  homo- 
gene Function  nullter  Ordnung  von  a,  b,  c,  e  ist,  also  lediglich  von  p,  q,  r 
abhängt;  man  setze 

(7)  dlg -2-  =  Pd}gp+Qd\gq+Rd\$r, 

eine  Gleichung,  welche  P,  Q,  R  als  partielle  Dilferentialquoticnten  von  y  be- 
stimmt, alsdann  genügen  P,  Q,  R  drei  simultanen  totalen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  und  zweiten  Grades,  so  dass  jedes  der  Differentiale  dP,  dQ, 
dR  einem  in  dlgj),  dlgq,  d\gr  homogenen  linearen,  in  P,  Q,  R  ganzen  Aus- 
druck zweiter  Ordnung  gleich  wird,  dessen  Cocfficienten  rationale  Functionen 
von  p,  q,  r  sind. 

Vermöge  dieses  Systems  totaler  Differentialgleichungen,  welche  P;  Q,  R 
als  Functionen  von  p,  q,  r  definiren,  und  einer  nach  Gleichung  (7)  auszu- 
führenden Quadratur  gelangt  man   zu   der  Grenze  g. 

3.  Die  ursprünglich  als  Grenze  des  unendlich  oft  wiederholten  Algo- 
rithmus (1)   erklärte    und    dann    durch   das   soeben    eharacterisirte    System   von 


p  — 

eb 
~cb 

~-T 

1/öb—  l/ce 

1  = 

In 

'   __  6 

yäc-l-Vbe 

r  = 

T~» 

~~X 

Vöe- 

-yü 
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Differentialgleichungen  als  analytische  Function  der  Elemente  a,  b,  c,  e  defi- 
nirte  Grösse  g  ist  andrerseits  durch  hyperelliptische  Integrale  ausdrückbar. 
Aber  der  Uebergang  von  den  Differentialgleichungen  zu  den  Integralen,  wel- 
cher im  Fall  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  aus  zwei  Elementen  durch 
unsere  genaue  Keontniss  der  hypergcomctriselu'n  l'unctioiicn  vermittelt  wird, 
bietet  im  vorliegenden  Fall  nicht  unerhebliche  Schwierigkeiten  dar, 

Auch  hier  ist  es  der  reclprokc  Werth  der  Grenze  //,  welcher  durch  coin- 
plete  Integrale  darstellbar  ist.  Man  kann  nämlich  aus  den  gegebenen  Ele- 
menten a,  b,  c,  e  und  den  tidjungivten.  Grössen  (3)  vier  neue  Grössen  a0,  «I( 
ß2,  ß,  so'  zusammensetzen,  dass  nach  Bildung  der  ganzen  Function  fünften 
Grades 

«(*)  =  «(»-«„X'-OiX'-'hX«-«,) 

der  reeiproke  Werth  von  g  durch  die  Gleichung 


yR(w)R(,r")  ' 

gegeben  wird.  Die  noch  fehlende  .Bestimmung  der  Grössen  et  ist  in  dem  fol- 
genden Theorem  enthalten: 

Man  bilde  aus  den  vier  Elementen  a,  b,  c,  e  durch  den  Algorithmus 

4«x  =  a  +  ö-f-c-f-e 

25,  =  1^6+1/07 

2  c,  =  1/^+V^" 

2et  =  yäe+ybc 

vier  Grössen  ß,,  hu  c,,  e,,  aus  diesen  durch  den  nämlichen  Algorithmus 
wiederum  vier  Grössen  a2,  bs,  c2,  ea,  etc.  in  infinitum,  dann  nähern  sich  mit 
wachsendem  n  die  vier  Grössen  an,  b„,  cH,  e„  der  nämlichen  Grenze  g,  deren 
Werth  man  folge  iidei'nuissen  bestimmt:  Man  setze 

a  =  a+b+c-he 
b  =  a+b—c—e 
C  =  a— b-\-c— & 
e  =  a—b—e+e. 
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iv  =  yoü+ys",       26"  =  yäb— y« 

2c' =  yäc+l/5t,  2«"  =  Vit—  Vbe 

2«'  =  yoe+ytc,  2e"  =  l/ne-Vbc 

(8)  A  =  (.1«W«'(W)',    «0=^^,    a,  =  -?~,    «,  =  ~~-,    «,--^- 

(9)  «W  =  •  (»-«,)(—  «,X«-»,X— «.). 
dann  ist 

(10)  —  =  f  W  f  'da:~-~~~- — -■ 

4.  Das  so  eben  ausgesprochene  Ergebniss,  welches  der  bekannten  Be- 
stimmung des  arithmetisch -geometrischen  Mittels  aus  zwei  Elementen  genau 
entspricht,  lässt  sich,  wenn  man  nicht  den  oben  gegebenen  Algorithmus,  son- 
dern die  Weierstrasssche  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale  und  der 
damit  verbundenen  Thetafunctionen  zum  Ausgangspunkt  der  Untersuchung 
macht,  auf  einem  verlia.lt.niss massig  elementaren  Wege  begründen. 

Es  giebt  in  der  Theorie  der  hyperelliptiwohen  Functionen  mit  4  Perioden 
4  verschiedene  reelle  complete  Integrale,  die  sich  thcils  nach  ihren  Grenzen, 
theils  nach  den  Zählern  unterscheiden,  mit  welchen  multiplieirt  der  unter  dem 
Integral  stehende  reeiproke  Werth  der  Quadratwurzel  ans  der  Function  fünften 
Grades  E(x)  vorkommt.  Bei  jeder  Transformation  geht  jedes  dieser  4  com- 
pleten  Integrale  in  eine  Summe  zweier  Integrale  über  und  es  giebt,  so  lange 
man  bei  der  Betrachtung  einfacher  Integrale  stehen  bleibt,  keine  Function, 
welche,  selbst  wenn  man  von  einem  hinzutretenden  Factor  absieht,  in  sich 
selbst  zurückkehrt.  Eine  solche  bei  der  Transformation  in  sich  selbst  zurück- 
kehrende Function  erhält  man  erst  in  der  Determinante  aus  den  4  completen 
Integralen,  oder,  was  dasselbe  ist,  in  dem  obigen  Doppel  integral  und  es  ergiebt 
sich  erst  auf  diese  Weise  dasjenige,  was  für  die  hyperelliptischen  Functionen 
mit  4  Perioden  dem  arithmetisch-geometrischen  Mittel  der  elliptischen  Func- 
tionen entspricht. 

Die  Bestimmung  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  aus  vier  Ele- 
menten kann  daher  aus  der  Transformation  zweiter  Ordnung  der  hyperellip- 
tischen Functionen  mit  4  Perioden  hergeleitet  werden,   wenn   man  erstens  die- 


/Google 


336  lieber  das  antlimun^li-geoiritf.riscJie  Mittel  aus  vier  Elementen. 

selbe  auf  die  aus  den  4  reellen  completen  Integralen  gebildete  Determinante 
anwendet  und  zweitens  als  Integral -Moduln,  anstatt  der  von  Richelot  als 
solche  betrachteten  Grössen ,  die  Verhältnisse  der  Quadrate  der  Nullwerthe  *) 
derjenigen  vier  Tbetafunctionen  einführt,  welche  aus  dem  Haupt-Theta  durch 
Aenderung  der  Argumente  um  Hälften  der  reellen  Perioden  hervorgehen.  Setzt 
man  nämlich  die  mit  g  multipliclrten  Quadrate  der  Nullwerthe  der  bezeichneten 
vier  /^-Functionen  gleich  a,  b,  c,  e  und  die  mit  g  inultiplicirten  Quadrate  der 
Nullwerthe  der  entsprechenden  transfbrmirlen  <!> -Functionen**)  gleich  fl1}  bt. 
C[,  e, ,  so  bestehen  zwischen  diesen  beiden  Reihen  von  je  vier  Grössen  die  vier 
Relationen,  welche  bereits  oben  in  die  eine  Gleichung 

zusammengefasst  worden  sind. 

5.  Der  Algorithmus,  welcher  den  Gegenstand  dieser  MiUheilung  bildet, 
kann  auf  jede  Anzahl  von  Elementen  ausgedehnt  werden,  welche  eine  Potenz 
von  2  ist.  Aber  nur  für  die  erste  und  zweite  Potenz  von  2,  d.  h.  für  2  und  4 
Elemente,  in  welchen  Fällen  man  auf  elliptische  und  hy  per  elliptische  Functionen 
mit  4  Perioden  geführt  wird,  hat  der  Algorithmus  die  wichtige  Eigenschaft, 
dass  die  Elemente  unter  einander  vertauscht  werden  können,  ohne  dass  der 
Algorithmus  ein  verändertes  Resultat  ergiebt.  Wenn  man  diese  Eigenschaft 
von  dem  Algorithmus  fordert,  so  ist  daher  mit  der  Ausdehnung  auf  4  Elemente 
die  überhaupt  mögliche  Ausdehnung  erschöpft.  Der  Name  des  arithmetisch- 
geometrischen  Mittels  ist  auf  die  weiteren  Ausdehnungen  nicht  mehr  anwend- 
bar, da  bereits  für  8  Elemente  der  Algorithmus  einen  bestimmten  Sinn  nur 
dann  hat,  wenn  man  eine  bestimmte  Reihenfolge  der  Elemente  vorher  fest- 
gesetzt hat. 

Für  eine  Anzahl  von  2"  positiven  reellen  Elementen  kann  man  den 
analogen  Algorithmus  ebenfalls  durch  eine  Gleichung  definiren,  welche  die  Stelle 
von  2*  Gleichungen  vertritt.  Bedeutet  nämlich  jedes  der  Zeichen  s1}  t\,.  .  .  .  s. 
die  positive  oder  negative  Einheit  und  sind  /ilf  fts>  ,  .  .  ft  Indices,  deren  jeder 
die  Werthe  0,  1  annehmen  kann,  so  mache  man  zwei  Reihen  von  2?  Grössen 
af  ,f> ......    und  "'/•  ,/•  ,...ti   durch  die  2"  Gleichungen  voneinander  abhängig,  welche 

*)  d.  h.  der  Werthe,  welche  man  erhält,  wenn  miin  beide   Avyumcute  verschwinden  liisst. 
"")  d.  li.  derjenigen,  in  welchen  tn,  iH,  r3S  durch  2ru,  2tISi  2r)a  ersetzt  sind. 
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hervorgehen ,  wenn  man  für  e,,  ea ,  ■ .  .  .  e.  alle  Combinationen  positiver  und 
negativer  Einheiten  setzt.  Dieser  Algorithmus  giebt  für  eine  der  Grössen  d 
das  arithmetische  Mittel  sämmtlicher  Elemente  a  und  für  jede  der  2e  ■ — 1  übrigen 
Grössen  a!  das  arithmetische  Mittel  von  2*"  geometrischen  Mitteln  aus  zweien 
der  Grössen  a.  Diese  2" — l  übrigen  Grössen  o!  gehen  aber  bei  Vertauschung 
der  Elemente  a  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  einander  über,  sondern  in 
■  Grössen,  welche  von  den  a'  verschieden  sind,  was  man  von  vorn  herein  über- 
sieht ,  da  es  für  p  >  2  unmöglich  ist  aus  2"  Elementen  eine  Function  zu  bil- 
den, welche  bei  Vertauschung  der  Elemente  nicht  mehr  als  2;'— 1  verschiedene 
Werthe  annimmt.  Für  den  so  verallgemeinert.™  Algorithmus  beweist  man  auf 
die  nämliche  Weise,  dass  die  Differenz  zwischen  der  grössten  und  kleinsten  der 
Grössen  a!  kleiner  als  die  Hälfte  der  entsprechenden  Differenz  für  die  Elemente 
a  ist,  woraus  wiederum  hervorgeht,  dass  bei  Wiederholung  des  nämlichen  Algo- 
rithmus die  2''  Grössen 


fi\i'  n  =  oo  ein  und  derselben  Grenze  g  sich  nähern. 

Für  die  Grenze  g  des  verallgemeinerten  Algorithmus  geben  die  Abel- 
schen  Functionen  mit  2  p  Perioden  nicht  mehr  die  vollständige,  sondern  nur 
eine  besondere  Lösung. 

Bezeichnet  nämlich  &(vt)vs,  ...v^)  das  durch  die  Gleichung 

»<*t,v„  ■■■■»,)  =  £><*+'">"*-' 

definirte  Weierstrasssche  Haupt-Theta,  wo 

\  =  »^4-n^-i \-n  v 

%  =  nl%n+2n1nsz12-\ +-nlr0U 

und   die  Summation   für  jedes   der   reihenden  Elemente  n,,  ns,  ...  n    auf  alle 
ganzen  Zahlen  von  — co  bis  -l-co  zu  erstrecken  ist,  und  setzt  man 


(12) 

•„, ^  -»(*(*■ 

ß3 

■     '2    '   ' 

2    ' 

(18) 

<„,...„ =*m 

'     2    '  ' 

.   ^  . 

C.  W.  Bort 

ihardt's  Werke. 

.  -„))'. 
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so  genügen  zwar  die  so  definirten  Grössen  a.  a'  den  durch  (11)  dargestellten 
2"  Relationen,  aber  sie  geben  nur  eine  besondere  Lösung,  da  die  durch  (12) 
definirten  Grössen  a  nur  von  den  lf)(^  +  l)4-l  Quantitäten  g,  rn,  .  .  .  r  ab- 
hangen, also   zwischen  den   2*  Elementen  a  des   Algorithmus  (11) 

y_    e(g+i)     1 

Relationen  bestehen  müssen,  damit  sie  unter  die  besondere  Lösung  (12)  fallen. 
Schon  für  ß  =  3,  also  im  Fall  von  8  Elementen  a,   muss    zwischen    denselben 
eine  Relation  bestehen,  damit  die  fortgesetzte  Anwendung  des  Algorithmus  (11) 
auf  eine  Grenze  führe,  welche  durch  Abelsche  Integrale  darstellbar  sei. 
Bestehen  jene 

2?  _  g(g+1)  __  i 

Relationen  zwischen  den  Elementen  a  des  Algorithmus  (11)  nicht,  so  führt  die 
fortgesetzte  Anwendung  des  Algorithmus  zwar  noch  immer  zu  einer  Grenze, 
aber  von  welcher  Art  die  transcendenten  Functionen  sind,  durch  welche  die 
Grenze  sich  darstellen  lässt,  dies  ist  eine  Frage,  deren  Beantwortung  der  Zu- 
kunft vorbehalten  bleibt. 


Ein«  französisch  u  L'e-ut! Setzung  diesiir  AUiiuidlung  fiinlrt  sii'li  im  B\i!kl.iii  'k*  Sciences  mathäma- 
tiques  et  astronomi'jws,  ridigt  par  MM.  Darboux,  Hnüel  et  Tanner!/,  2*  Serie,  T.  I  p.  337  —  348,  1877,  unter 
dem   Titel:  Sur  ia   »>n;/!:>i>ic  ».ritliiiieiirjiiti-i/i'oiiilitrii/iie  du   qua're   iUrnents. 
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Atii  tiulb  K.  Accriik'mk  dylle  seien-/.«   <U  Tovino,   Vol.  12  p.  28S  — 284-,   187G--77. 


A.  l'Acadfhrrie  Royale  de  Turin. 

Dans  les  Memoires  de  Turin  de  1784—85  [Oeuvres  de  Lagrange, 
T.  2  p.  251],  Lagrange  a  tire  de  la  transformation  decouverte  par  Landen 
une  nouvelle  methode  pour  calculer  les  integrales  elliptiques.  C'est  dans  cet 
important  travail  que  Ton  trouve,  pour  la  premiere  fois,  l'algoritbme  dont 
l'application  indefinie  conduit  aux  moyennes  arithmtUir.o-geometriqiies  de  deux 
eleinents,  qui  ont  servi  ä  Gauss  comme  point  de  depart  dans  ses  recherches 
sur  les  fonotions  elliptiques. 

Dans  une  note  que  je  viens  de  publier  et  dont  j'ai  l'honneur  de  prä- 
senter un  exemplaire  a  l'illustre  Academie  des  Sciences  de  Turin,  j'etends  a 
quatre  elements  l'algorithme  des  moyennes  arithnietu-o-geoinetriques. 

On  satt  qu'en  posant  avec  Lagrange 

et  repetant  un  nombre  ind^fini  de  fois  la  memo  Operation,   les  quantites  «„,  bn 
convergent  vers  la  meine  limite  dont  la  valeur  reciproque  est,  sauf  an  facteur 
numörique,  egale  ä  une  integrale  elliptique  complete. 
Je  pose  de  m£me 

»,  =  K"  +  l'  +  o  +  e-) 

Repetant  un  nombre  indefmi  de  fois  eette  Operation,  les  qnantites  «„,  bn,  c„.  eH 

43' 
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convergent  vers  la  m£.me  lmrite  dont  la  valeur  reeiproque  est,  ä  im  facteur 
numerique  pres,  egale  ä  une  integrale  double  Iiyperellipt.ique  eomplete.  Cette 
integrale  double  peut  aussi  etre  ecrite  comme  detenninant  du  second  ordre  de 
quatre  integrales  simples  hyperelliptiques  completes,  les  seules  qa'il  y  a  Heu 
de  eonsiderer  dans  la  theorie  des  integrales  hyperelliptiques  de  li,e  espece  dans 
lesquelles  la  fonetion  entiere  qui  se  trouve  sous  le  radical  est  du  cinquieme  ou 
sixieme  degre. 

Je  donne  meine  im  algorithme  analogue  pour  un  nombre  2P  d'elthnents 
mais  qui  n'a  plus,  pour  (*>2,  -la  propriete  precieuse  de  donner  toujours  le 
meme  r^sultat  de  quelque  maniere  que  l'on  echange  entre  eux  les  elements. 

Ici  la  lhmte  commune  n'est  plus  exprimable  en  general  par  des  inte- 
grales abeliennes.  Pour  que  cela  ait  lieu,  il  fäut  que  les  elements  satisfassent 
ä  un  certain  nombre  de  conditions,  qui  se  reduisent  ä  une  seule  pour  i>  =  3, 
e.  ä  d.  dans  le  cas  de  8  elements. 

Berlin,  ce  19  Janvier  1877. 

C.  W.  Borchardt. 
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Ueber  die  Darstellung  der  Kummer  sehen  Fläche 

vierter  Ordnung  mit  sechzehn  Knotenpunkten 

durch   die   Göpel  sehe   biquadratische  Relation 

zwischen  vier  Thetafunctionen  mit  zwei 

Variabein, 


Boi'chardt,  .lourual  für  die  reine  und  äuge  wandte  Maihemalik.   Bd.  H';\  jj.  :2"-Vi — 244,  1877. 
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Ordnung  mit  sechzehn  Knotenpunkten  durch  die  Göpel  sehe 

biquadratische  Relation  zwischen  vier  Thetafunctionen  mit 

zwei  Variabein. 


:•  Wi-se^jkil'it'i)   m   liüHin   am   18.  Juni   1877. 


In  der  merkwürdigen  Abhandlung:  Theoriue  traiiscendentium  Abelianarum 
primi  ordinis  adumbratio  levis  (Bd.  35  p.  277  des  Journals  für  die  reine  und 
angewandte  Mathematik)  hat  Göpel  bekanntlich  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Thetafunctionen  mit  zwei  Variabein  und  den  hyperelliptischen  Integralen, 
welche  eine  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  fünften  Grades  enthalten, 
festgestellt,  indem  er  hierbei  die  Transformation  zweiter  Ordnung  der  Theta- 
functionen als  Riilfsmittel  benutzte. 

Ich  werde  in  den  folgenden  Betrachtungen,  die  sich  speciell  auf  die  von 
Göpel  aufgestellte  biquadratische  Relation  zwischen  gewissen  Systemen  von 
vier  Thetafunctionen  beziehen,  die  G  opelsehe  Bezeichnung  zwar  erwähnen,  die- 
selbe indessen  durch  die  Wcicrstrasssehe   Bezeichnung  ersetzen. 

1.  Göpel  beginnt,  damit  sechzehn  transcendente  Functionen  auf  fol- 
gende Weise  zu  definiren:    Es  sei 

f(a,  ß)  =  r(u+2aK+2ßLf-hr<(u'^2aK'^2ßL')i-rus-r'u,\ 

und  es  mögen  a,  6  reihende  Elemente    bezeichnen,    weichen   alle  ganzzahligen 
Werthe  von  — co  bis  -\-<x>  beizulegen  sind.     Man  setze  nach  einander 

(P)  a  =  a,  ß  =  i 

«D  o  =  a+i,  ß  =  i 

(ß)  a  =  a,  ß  =  b+i 

(S)  a  =  a-H,  ß  =  l+±- 
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Der  auf  diese  Weise  vierdeutige'n  Exponcntialgr 
vier  Vorzeichen 


ersehen  Flache 

e/(""9>  gebe  man  die 


s"    = 

(-1)' 

e'    = 

(-1)' 

s     = 

(-1)"-', 

werden  durch 

die  Gleichungen 

P'" 

=  2efi-"M 

ff" 

__   ^g/f'i.B-HI 

P" 

=  2(-l)-  /"•*», 

R" 

=  ^-l)"/'«« 

P 

=  ic-i)' «"••", 

.'ff 

=  iC-i)'«/(*',+!' 

P 

=  ic-ir*«""',' 

«R 

=  2(_1)"+V<"',+» 

Q'" 

=:    i-0*+"), 

S" 

_  2/6-H.W) 

•  Q" 

_  2f_iyfl^°+*'B) 

iS" 

=  a(-iy  .****** 

«' 

=  2(-l)V*+»',>, 

iS 

=  ^(— i)V("+Li,+i) 

iQ 

„  2(_1)'+v<"+l',>, 

■s 

=  2(_l)«+>  </!«+!•»+»> 

in  welchen  t  =  V— 1  und  die  Summen  ^  auf  alle  ganzzahligen  Werthe  a,  6  von 
—  oo  bis  -f-co  auszudehnen  sind,  die  sechzehn  Göpel  schon  Functionen  definirt. 

Setzt  man 

4(rÄ5  +r'K'2  )  =  7iiTn, 

i(rKL+r'K'L!)  =  7tihi  =  niSl, 

4(rLa  +r>L"    )  =  „i*u, 
so    stimmen    die    oben    definirten    sechzehn    Göp  eischen    Functionen    mit    den 
W  eierstrassseheii    ^'-Functionen   in   der   Weise   überein.   das« 


2  (r  Ku+r>  Ku")  = 
2(rLu+r'L'u')  = 


P'"(« 

»')  =  its  («, 

•>*). 

R'"(«,  ..')  =  *,(»,,  »,) 

P"(u 

*')  =  -'>,,(», 

',), 

R"  (m,  w')  =  ^(w,,  ca) 

P'O 

»')  =  »„(», 

»,), 

R'  0,  u')  =  #a  (w15  bs) 

p  0 

»')  =  *„  (', 

»,), 

R  («,  «')  =  »„(.„  .,) 

Q'"C« 

«')  =  V", 

«,), 

S"'(u,  „')  =  *,,(»„  „,) 

«"(« 

«')  =  »„(«, 

».). 

S"(«,  .')  =  »„(•„  »,) 

Q'C« 

»')  =  »,  («, 

«,), 

S'  (»,  «')  =  *„(»„  »,) 

Q  (« 

»')  =  »,  (», 

•>,), 

s  t»,  «')  -  -*„(»„  ■ 
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P" 

P' 

P 

R"' 

R" 

R! 

R 

<r 

Q" 

«' 

Q 

8" 

g' 

8 

s. 

durch  die  Göpolsdics  bi<|u;i.tIi'u.1:is.;lK!  Relation.  345 

Ordnet  man  nun  die  sechzehn  ^Functionen  in  folgendes  Quadrat; 


oder,  was  dasselbe  ist. 


so  sind  in  diesem  Quadrat  die  zehn  ^-Functionen,  welche  in  der  ersten  Hori- 
zontalreihe, der  ersten  Verticalreihe  und  in  der  Diagonal  reihe  stehen,  gerade 
Functionen  von  vu  wg  (oder,  was  dasselbe  ist,  von  u,  u'),  die  übrigen  sechs 
^■-Functionen  dagegen  ungerade  Functionen.  Die  Nullwerthe  der  ^-Functionen, 
d.  h.  die  Werthe,  welche  sie  erhalten,  wenn  beide  Argumente  verschwinden, 
werden  nach  der  Göpelsehen  Bezeichnung  durch  das  Schema 

9'"  q"        0  0 

k'"  0        k?  0 

ff'"  0         0  c 

und  nach  der  Weierstrasssehen  Bezeichnung  durch  das  Schema 


dargestellt. 

Nennt  man   Perioden    Grössenpaare  von    der  Art,    dass,    wenn  man  die 

Argumente  v,,   v<,   um  dieselben   vermehrt,   die  fünfzehn   Brüche    ■■-£-,----  -,■- ,    ab- 

gesehen  vom  Zeichen,  unverändert  bleiben,  so  ergeben  sich  bei  Vermehrung  der 
C.  W.  Borchardt's  Werke.  44 
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Argumente  um  halbe  Perioden  aus  i9'fl.  dem  Haupttheta  nach  der  Weierstrass- 
schen  Bezeichnung,  abgesehen  von  einem  Exponentialfactor,  die  Übrigen  fünf- 
zehn ^-Functionen. 

2.  Unter  den  sechzehn  ^--Functionen  kann  man  auf  sechzehn  verschie- 
dene Arten  ein  System  von  sechs  Functionen  so  auswählen,  dass  je  vier  dieser 
sechs  Functionen  durch  eine  homogene  lineare  Relation  zwischen  ihren  Qua- 
draten verbunden  sind.  Als  Repräsentant  dieser  Systeme  von  sechs  Func- 
tionen kann  man  dasjenige  der  sechs  ungeraden  ^--Functionen  ansehen,  die 
übrigen  fünfzehn  Systeme  leiten  sich  aus  diesem  durch  Vermehrung  der  Argu- 
mente um  halbe  Perioden  her. 

Mit  Hülfe  dieser  Systeme  von  sechs  #- Functionen  hat  Herr  Rosenhain 
den  Uebergang  zu  den  Integralen,  welcher  in  der  Göpelschen  Abhandlung  nur 
durch  eine  höchst  scharfsinnige  Substitution  möglich  wird,  mit  grossei'  Leichtig- 
keit vollzogen.  Auch  die  Weierstrasssehe  Methode,  die  # -Functionen  durch 
einfache  und  componirte  Indices  zu  bezeichnen,  welche  von  Herrn  Königs- 
berger (Bd.  64  p.  17  des  Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik) 
reproducirt   worden   ist.   beruht  auf  der  Existenz   dieser  Systeme. 

3.  Neben  den  von  Herrn  Rosenhain  entdeckten  Systemen  von  sechs 
^-Functionen,  von  denen  je  vier  durch  eine  lineare  Relation  zwischen  ihren 
Quadraten  verbunden  sind,  giebt  es  andere  nicht  minder  wichtige  Systeme  von 
vier  ^--Functionen ,  welche  durch  eine  homogene  biquadr «.tische  Relation  mit 
einander  verbunden  sind,  deren  Kenntniss  wir  Göpel  (p.  292  Formel  (33)  der 
citirten  Abhandlung)  verdanken  und  deren  Bedeutung  für  die  Theorie  der 
Transformation  bereits  Herr  Her  mite  (Comptes  rendus  de  l'Academie  des 
sciences  de  Paris,  T.  40,  1855,   1"  semestre)  nachgewiesen  hat. 

Soleher  Göpelscher  biquadratischer  Relationen  zwischen  vier  ^--Func- 
tionen giebt  es  im  Ganzen  sechzig.  Je  vier  dieser  Relationen  gehören  so  zu 
einander,  dass  sie  durch  Vermehrung  der  Argumente  um  halbe  Perioden  aus 
einander  hervorgehen  und  dass  in  den  vier  Relationen  zusammengenommen 
alle  sechzehn  ^'-Functionen  vorkommen.  Eine  dieser  vier  Relationen  ent- 
hält nur  gerade  ^-Functionen,  jede  der  drei  anderen  zwei  gerade  und  zwei 
ungerade  # -Functionen.  Wählt  man  die  nur  gerade  5-'s  enthaltenden  Rela- 
tionen als  Repräsentanten  der  übrigen,  so  giebt  es  fünfzehn  solcher  Reprä- 
sentanten. 

Kennt  man    von    diesen  Relationen    mns.    so    kann    man   durch   die  von 
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Herrn  Henoch  in  seiner  (leider  nur  als  Dissertation  gedruckten)  Abhandlung: 
De  Abelianarurn,  funetümitm  periodic  angegebenen  Transformationen  der  Fun- 
damentalperioden aus  dieser  einen  die  übrigen  vierzehn  herleiten  und  zwar  mit 
Hülfe  der  in  der  Henochschen  Abhandlung  p.  19  abgedruckten  Tabelle.. 

4.     Die  von  Göpel  an  der   oben    bezeichneten  Stelle  gegebene  Relation 
(33)  besteht  zwischen  den  Functionen  P",  P',  S",  S'  und  lautet 

P^+P^_i_S"i-hS,i—2  m'y,f'',a,ftfwu!!?  P"P'S"S' 

ro"2ro'a  ■  v  '         q '"2k '  -     K  .   ' 

■+-  '"$?  (.P "V+f'S"1) 

oder  in  der  Weierstrassschen    Bezeichnung 


*«+*s*+*ti+*i4+2 " 


!  =  o. 


Von  den  vier  ^--Functionen  sind  #ia,  #M  gerade,  #,g,  #a4  ungerade. 
Durch  Vermehrung  der  Argumente  um  eine  halbe  Periode  gehen  #1S,  #a4, 
^is)  #a*  m  ^bj  ^u,  —  ^23»  ^i4  über.  Die  Göpelsehe  Relation  geht  daher 
über •  in 

c  c  c   c   (V*  — e+  f  i 


=  0. 


Zwischen  den  zehn  Grössen  c  bestehen  die  Relationen,  welche  Göpel 
in  den  Formeln  (18)  bis  (28)  und  Herr  Rosenhain  in  seiner  Preisschrift: 
Memoire  sur  les  femetions  de.  deux  variables  et  u  quatre  periodes  (Mcmoires  pre- 
sentes  par  divers  savants,  T.  11  p.  416.  1851)  in  den  Formeln  (89),  (90)  zu- 
sammengestellt hat  und  durch  welche  sechs  dieser  Grössen  durch  die  vier 
Übrigen  ausdrückbar  sind.  Nach  diesen  Formeln,  die  ich  hier  nicht  wiederhole, 
wird 

44* 
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t^+c^  =  rf+c*  —  c*8— 44,  <^c*4  =  <%c*  —  ^„cjj 

c+  +c*,  =  ef+4j— c*  — c*4,  fij  ejj,  =  ^4,— cg  c*4 

e^+c*  =  c*-t-c*4— <£  — c^i  —CIA  =  cl^u— 4  4j 

und  hieraus 

(cls— cL)s=ff(c5+«ü+e'4+£ä'ci4)i        (e>  E'  =  =hl) 

folglich  ergiebt  sich 

.         .  6-„  C..6-    c , ,  //f rr  — j-  c  f'"i  H-  c'  (;"!;■>  H—  e«'c?, ") 


so  hat  man  daher  die  Gleichung 


wl+aJ4_|_y4+34_(_2 


wuiBQ3'n2a-ffCM,o+ea;o+E'^+ee,3rt) 


(II) L_    _  -^-1  („V+//-V) ------- ~~  -  («V-M»*8) 


^-Hs*,— iE*— «/* 


*/) 


Diese  Gleichung  hat,  die  Eigenschaft   unverändert  zu  bleiben 

1)  wenn  man  die  Grossen  w,  ie,  y,  z  und  hj0,  #0,  3/0,  z0  gleichzeitig  der- 
selben Permutation  unterwirft, 

2)  wenn  man  wjd,  xa,  y0,  z0  unverändert  lässt,    dagegen   die  Grössen  w, 
x,  y,  z  in  zwei  Paare  theilt  und  die  Grössen  jedes  Paares  vertauscht, 

3)  wenn  man  von  den  vier  Grössenpaaren  w,  wü\  x,  xn;  y,  y0;  z,  s0  eins 
negativ  nimmt  oder  zwei  mit  t'=V— 1  multiplicirt, 

4)  wenn  man  w0,  x0)  yas  z0  unverändert  lässt  und  von   den  Grössen  w, 
x.  y,  z  zwei  negativ  nimmt. 
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Man   bezeichne  mit  <P  die  linke   Seite  der  Gleichung  (TT),    so   wird   <P 
identisch  =  0  für  10  =  wa,  x  =  xü)  y  =  ya,  z  =  zQ. 
Bildet  man  ferner 

80  80  80  80 

1  8w  8x  8y  8z    ' 

so  ergiebt  sich 

«£-r-«i — Vit — 2Ä 

welches  für    w;  =  te09   a;  =  *0,  y  =  y0,   z  =  z„  ebenfalls   verschwindet,    und    da 
dasselbe  für 

J.,6    __     .  ^*  ^*  ^*  ^0 

a  öw>  dtv        "   8y  dz 

.       80  8^  80  80 

*    —  w~d^>        X~8V~y"8y  "  +  z~dT 

der  Fall  ist,  so  verschwinden  für 

(III)  «  =  «„,      tf  =  a0,      y  =  y0,      *^z0 

gleichzeitig  ■„ — ,   —* — ,   -~ — ,   -~ — ,    d.  h.    der    Punkt   (III)    ist    ein   Knoten- 
°  °    öw         ccc         8y         oz  ^      J 

punkt  der  durch  die  Gleichung  (II)  dargestellten  Fläche.    Und  nach  der  unter 

2)  und  4)  bemerkten  Un Veränderlichkeit  der  Function  'P  gehen  aus  dem  einen 

Punkt  (III)   15  andere  Knotenpunkte  hervor. 

5.     Wendet  man  auf  die  Göpelsche  Relation  (II)    die    erwähnten  von 

Herrn  Henoch  angegebenen    sechs  Transformationen   der  Fundamentalperioden 

an,     so    erhält    man    sämmtliche    fünfzehn    biquadratische    Relationen,     welche 

zwischen  vier  geraden  # -Functionen   möglich   sind.     Diese   fünfzehn  Relationen 

unterscheiden  sich    von    einander  nur   durch  die  Zeichen  der  einzelnen  Glieder 

und    zerfallen    hiernach    in    vier    Klassen.      Die    Unterschiede    der    Vorzeichen 

lassen  sich  dahin  zusammenfassen,   dass    man  in  der  Göpelsehen  Relation  (II) 

die  vier  Variabein  «?,  x,  y,  z  nicht  geradezu  den  viel-  ^-Functionen  gleichsetzt. 

sondern    diesen    ^-Functionen    multiplicirt    mit    einer   bestimmten   Potenz    einer 

achten  Wurzel  der  Einheit.     Man  setze 

.  _    1+V-l 
J  V2       ' 

so  dass  p  =  i  =  V—  1 ,  also  j  eine  achte  Wurzel  der  Einheit  Ist,  dann  zerfallen 
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die  fünfzehn- Relationen  in  folgende  vier  Klassen: 


j.)  ». 

■2.)  ». 

3.)  *i 

4.)  '■>:, 

5.)  ». 


I. 


II. 


'■) 

*12 

*on 

Ä 

>*» 

8.) 

^34 

tfu 

;9» 

?'*D! 

9.) 

iy^ 

*1 

/'»< 

■>'*» 

10.) 

i>is 

^0 

>»« 

>'». 

11.) 

*0 

ö-14 

J*. 

>'*« 

12.) 

tf12 

*34 

IT. 

>»» 

>*«. 

13.) 

\ 

*^14 

;'»< 

>«,. 

14.) 

*Kt 

»>u 

>*« 

/*» 

15.) 

*ü 

•'». 

>»« 

;'«,. 

Um  die  Bedeutung  dieser  Tabelle  an  einem  Beispiel  anschaulich  zu 
machen,  erwähne  ich,  dass  die  Relation  13.)  zwischen  den  .9- -Functionen  &-.2, 
&u)  &*>  '^ia  sich  aus  der.  Gleichung  (II)  ergiebt,  wenn  man 

wu*=cs,      *0.=5*cu,      y0=jev      zn~3c\2 
setzt. 

Die  Göpel  sehe  Relation  ist  identisch  mit  derjenigen,  weiche  Herr 
Oayley  in  der  ersten  seiner  beiden  Abhandlungen  p.  215  des  83.  Bandes  des 
•Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  aus  geometrischen  Betrach- 
tungen erhalten  hat,  als  er  die  Fläche  vierter  Ordnung  mit  sechzehn  Knoten- 
punkten bestimmte,  deren  Singularitäten  den  Relationen  zwischen  den  Quadraten 
der    sechzehn     >)- Functionen    entsprechen.      Aber    seine    Untersuchung   hat    ihm 
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nicht  gezeigt,  class  die  Variabeln  seiner  Gleichung  &■  -Functionen  und  die  Con- 
stanten  die  Nullwerthe  dieser  (^-Functionen  sind,  sie  hat  ihn  ferner  darüber  in 
Zweifel  gelassen,  ob  die  erhaltene  Gleichung  eine  Fläche  vierter  Ordnung  von 
derselben  Allgemeinheit  darstellt,  wie  die  von  Herrn  Kummer  untersuchte  und 
in  mehreren  Glcichungsformen  defmirte  Fläche. 

Um  diesen  Zweifel  zu  heben,  werde  ich  im  Folgenden  die  lineare  Trans- 
formation angeben,  durch  welche  die  eine  der  K  um  m  ersehen  Gleichungsformen 
in  die  Göpel  sehe  übergeht. 

6.  In  dem  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1864 
p.  253  hat  Herr  Kummer  die  Gleichung  der  Fläche  vierter  Ordnung  mit  sech- 
zehn Knotenpunkten  auf  folgende  Form  gebracht: 

Es  seien  s,  p,  q,  r  vier  in  den  Coordinaten  der  Fläche  lineare  und  von 
einander  unabhängige  Ausdrücke,  a,  b,  c  drei  Constanten,  man  setze 

und  bestimme  aus  a,  b,  c  eine  neue  Oonstante 

K  =  oM-JM-c*— 2abc— 1, 

endlich  setze  man 

ip  =  <p- — lQKspqr, 

so  ist  \p  =  0  die  Gleichung  der  Fläch«  vierter  Ordnung  mit  sechzehn  Knoten- 
punkten bezogen  auf  ein  gewisses  System  von  vieren  ihrer  singulären  Tan- 
gentialebenen. 

Ich  setze  hierin  zunächst 

p  =  tl+p1—qt— rt 
q  =  s1—pl-\-ql—r1 


\p\-\-\q\-\ 


M  =  1+ß-t-Ä+c 

ßl  =  \-\-a—b—c 

hi  =  1-a+b—o 

Cl  =  l_«_i+c 

=  <-Hp*H-</{-H4 

~2\s31pil+s\ql-\-slr\-\-p 

'1+.?,!(/!+/)?''1+9i*1}+8siJ:'i2i»,i' 
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Hieraus  ergiebt  sich 

-i-2(Mal+K)s\p\-i-2(Mb1-i-K)slql-\-2{Mc1+K)sl^ 
+2(b1c1+K)fiTäl+2(a1cx+K)Pyi-\-2(alb1-+K)p{ql--  SKs^q^, 
oder 

j      (a+l)(i+l)Co+l)«J  — 4A's1iVi1,'i 

-(«+l)(6-lXC-l)^  +  2(«-6C)[(<,+l)S^f  +  C„-l)^rn 

l+(o_l)(j_lX)J+l)f*_H2(0~o6)[(0+lX»1  +  («-l)rfa?]- 

Man  setze 

Um  K  durch  die  neuen  Grössen  w0,  x0,  y0,  zKl  auszudrücken,  führe  man 

die  Grössen 


ein,  so  dass 

-*(^).  »-*Ki).  «=4'+4-> 

Stellt  man 

#  =  aa_t-äa_|-c8_2oÄc— 1 

zunächst  durch  a't  b',  c'  dar,  so  erhält  man  der  bekannten  Identität 

1 — cos«2 — cos/S2  — cosys-|-2cosKe09^cos)' 

.  .     a-\-ß-\-y    .     —  a+ß-i-y    ■     <*— fS+7     ■     a+ß—y 
=  4sm—— ^ — -  sin ^ — —sin g — -sin ~—  - - 

analos 


4tf  = 


(aW-lXa'-Vc'Xb'-aVW-a'b1) 


oder,  wenn  man  die  AVerthe  von  a',  b',  c'  einsetzt  und  der  Kürze  wegen 
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16(w,*„  y.8ü)' 

wo  das  Produet  JT  sich  auf  die  vier  Werthe-Combinationen  «  =  ±1,  e'  =  ±l 

bezieht.     Ferner  wird 

(o+l)(6+l)(<;+l>;  +  C<i+l)(S-])(c-l)p:  +  (<.-l)(6+l)(«--l)(/i  +  (a~l)(J-l)(«+l)r{ 


-(w^+^+^-f-s*) 


2(«-&)[(a+l>W+(«-l)sM]  : 


SSM 


2(j-«)[(4+i).;,;+(6-iw>-n  =     ^g    ■-  -^ — ^oy+A') 

2(«-«S)[(c+l.)4.1+C«-lW?n  -  — gg-g— ■  g  (,<,V+»y). 

Das  schliesslich^  Resultat  der  linearen  Substitution  ist  daher  folgendes: 
Man  setze  in  die  Kummersche  Gleichung 

v  =  ™u™-*-v—y0y—%s 

q  =  w0*B—ai0x~\-yüy—züz 
r  =  ivaw— xBat— y0y-\-Z0z, 
SO  wird 

(/c-  ,:!■-  —  y-  c-)(ir-  v'1-    -,''■'  -.'•  )(V; :- — ^^n) 

V 


=  M*+a!4+y4+£4+2 


256(%^3/u3o)1 


-(W+.i/;3) 


v>isf, — a>i  y- 


wo  das  Product  H  sich  auf  die  vier  Combinationen  s  =  ±1,  s'  =  ±1  bezieht, 
eine  Gleichung,  deren  rechte  Seite  genau  mit  der  linken  Seite  *P  der  Gleichung 
(II)  übereinstimmt. 

C.  W.  Eorchardt's  Werke.  45 
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354  lieber  die  Darstellung  >lov  Kunnücrsclien  Flüche  etc. 

Die  Darstellung    der  Ku  mm  ersehen   Flüche    durch    die  Gleichung  (II) 
hat  den  V ortheil,   dass  sich  die  drei  Brüche  — ,   ■■■- ,   — ,    die  man  als  Coor- 

dinaten  der  Fläche  ansehen  kann,  in  der  Form  von  Quotienten  zweier  ^-Func- 
tionen mit  zwei  Variabein  ergeben,  welche  die  Gleichung  der  Fläche  identisch 
erfüllen,  dass  man  ferner  nach  den  Roscnhahischen  Formeln  diese  Quotienten 
der  ^-Functionen  durch^  algebraische  Functionen  zweier  Parameter  §,  t}  ersetzen 
kann,  welche  nur  Quadratwurzeln  aus  ganzen  Functionen  je  eines  dieser  Para- 
meter enthalten,  und  zwar  aus  ganzen  Functionen,  die  den  sechsten  Grad  nicht 
übersteigen. 

Berlin,  Mai  1877. 
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Zur  Theorie  der  Elimination  und  Kettenbruch- 

EntAvicklung. 


Mathematische  Al.ilusiHiir.ii^.'ii  der  Akademie  der  Wissenscliiiften  zu  Berlin,  a.  d.  Jahre  18TS  p;  1 — 17. 
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Zur  Theorie  der  Elimination  und  Kettenbruch- 
Entwicklung. 


Gelesen  in  der  Akademie  der  Wi^H^nalreu  y.u  llerlin  am  öl.  Januar   187«. 


1.  Für  die  Resultante  Ea  der  Elimination  zwischen  einer  Gleichung 
f(x)  =  0  vom  mten  und  einer  zweiten  Gleis.hunjj;  </(.c)  =  Ü  vom  nten  Grade  hat 
Herr  Rosenhain  folgende  Formel  aufgestellt: 

wo  die  Summe  über  alle  verschiedenen  Ausdrücke  zu  erstrecken  ist,  welche 
durch  Permutation  der  Grössen  x,,  .  .  .  xn+m  aus  dem  hingeschriebenen  hervor- 
gehen, und  li(xl, ...  xn;xn+i, ...  x,,^  das  Product  aller  Differenzen  x-.—x,  be- 
deutet, in  denen  i'  einen  der  Werthe  n-f-1,  .  .  .  n  +  m  und  %  einen  der  Werthe 
1,  . .  .  n  hat. 

Um  die  Lösung  des  Problems  zu  vervollständigen,  bedarf  es  bekanntlich 
überdies  der  Aufstellung  einer  Reihe  von  ganzen  Functionen  E^x),  E^Qe), ...  Ek(x), ... 
vom  Grade  ihres  Index  in  x,  welche  zugleich  ganze  Functionen  der  Gocfncienten 
der  Functionen  [(£)  und  <y(Y)  .sind  und  die  Eigenschaft  haben,  dass  das  iden- 
tische Verschwinden  von  Eh(x)  die  nothwendigen  und  ausreichenden  Bedingungen 
für  die  Existenz  eines  gemeinsamen  Factors  (A-hl)1™  Grades  der  Functionen 
f(x),  g(x)  angiebt. 

Die  Function  E,.(x)  wird  auf  die  einfachste  Weise  mit  Hülfe  von  sym- 
metrischen Functionen  von  n  +  m  —  2k  Variabein  definirt,  welche  der  Formel 
(1)  analog  zusammengesetzt  sind.     Setzt  man  nämlich 

,.-,,         p  ,                        ,         y  /'(^)---/K-*)S'C^-t+1)--^(^+,„-H) 
{£)        J\{^ ,  ...  mm^_ak)  —  -a  -  -R(- — — y-  , 

so    ist   Ek    eine    symmetrische    ganze   Function    der    Variabeln|  x, .    .  .  .  xa+lll_,2k, 
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welche  in  Beziehung  auf  jede  derselben  auf  den  Grad  /:  steigt.  Man  suche  in 
der  Function  Ek(xx, ...  xn+m_n')  den  Coefficienten  der  höchsten  d.  h.  ktsa  Potenz 
von  xK+m_Sk  auf,  bezeichne  denselben  mit  Ek(xj} ...  xn+m^S]t_^)  und  nenne  diesen 
Ausdruck  die  auf  n+m — 2k —  1  Variable  redutirte  Function  Ek.  Mit  dieser 
Reduction  fahre  man  fort,  bis  man  zu  einer  Function  einer  einzigen  Variabein 
Ek(x,)  gelangt,  dann  ist  Ek(x)  die  in  der  Theorie  der  Elimination  verlangte 
Function  k*"1  Grades. 

Diese  Definition  der  Function  Ek(x)  führt  mit  der  grössten  Leichtigkeit 
zu  den  verschiedenen  Formen,  unter  welchen  die  Function  Ek(x),  sowie  die  sym- 
metrische Function  Ek(xt ,  ...  xK_^u_ik)  dargestellt  werden  können.  Es  bedarf 
hierbei  nur  der  Anwendung  der  Interpolationsformel  für  eine  Art  von  symme- 
trischen Functionen,  welche  ich  in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie 
vom  Jahre  1860  [p.  151  dieser  Ausgabe]  gegeben  habe. 

Es  seien  F^x).  F2(x),  ...  Ff_k(x)  Functionen,  welche  den  (jj  —  1)""  Grad 
nicht  übersteigen.     Man  bilde  die  alternirende  Function 

2±F1(.1JF,(m,-)...Fr_.(.l_l1 
und  dividire  dieselbe  durch   das  Differenzen'product 

Äfft,  m,,  ...  V^ 
aller  Differenzen  .x^  —  x,,  (i,  i'  =  1,  2,  ...p—k,  i'  >>*'),  so  ist  der  Quotient  eine 
symmetrische  Function 

A(.rp^,....Vt) 

der  p—  k  Variabein  xu  ...  xp_k,  welche  in  Beziehung  auf  jede  Variable  auf 
den  Grad  k  steigt.  "Wenn  man  diese  Function  F  in  der  bereits  oben  ange- 
wandten "Weise  auf  eine  geringere  Anzahl  von  Variabein  und  schliesslich  auf 
eine  einzige  Variable  reducirt,  so  ist  die  hieraus  hervorgehende  Function  F  die- 
jenige lineare  Verbindung  der  Functionen  F,,  Fi}  ...  F^k,  welche  die  Potenzen 
xi+\  a^,  .  .  .  x"-1  nicht  enthält,  und  zwar  ist  F(x)  durch  die  folgende  Deter- 
minante : 

"\(')     *;,„     ■  ■  ;   f],r- 
i  J'",(.'0       F,  ,+i       •  ■  •    F,  - 


9) 


FQct, 


-.)  =  - 


(3>) 


F(£>  = 

\  LW     F_,t_ 
i  welcher  FU!  den  Coefiicienteu 


x*  in  Ft(z)  bedeutet. 
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Andrerseits  hat  man  für  F(xif  ...  xp_x)  die  Tnterpolationsformel*) 

.t+1,...yp;j»1>...gp_t) 


(4)         Ffy 


J  =  2F(Yl. 


F(yp_ 
-*-''    ff/v 


■  yp;y1,---7p-1)  ' 

wo  y,,  ...  /j,   beliebige  Argumente   bedeuten    und    die   Summe    auf  alle   durch 
Permutation  der  y  entstehenden  ähnlichen  Ausdrücke  zu  erstrecken  ist. 

Um   diese  Formeln   so    zu   specialis'iren ,   wie    es  für  die  Anwendung  auf 
die  Elimination  nölhig  ist,  setze  man 

9(m)  =  bn  +  +  b^+~*  +-+60  =  bn  (s-ßj-im-ß.  ). 
Es  sei  ferner  n  ä  m,  m^>k,  p  =  «-f-m — /c   und  man    setze    für  die  p — k  = 
H-f-Hl— 2A  Functionen  '-F,(a;),  i''s(a'),  ■  ■  ■  F„-k(%)  die  Functionen 


tffQB),     at'gfö,        (!,; 


0,1,..-' 


dann  geht  die  Function  F(xl}  ...xp_k)  der  Gleichung  (3)  in  die  durch  Gleichung 
(2)  definirte  Function  Ek(xI , . . .  x„+m_Sk)   über   und  für  Ek(x)   ergiebt    sich,  nach 
(ßil)  der  bekannte  Determinanten- Ausdruck 
(5)                                               £,0)  = 
/(.»■)  «,+,  «M  .    .    .    «.        0        0        0 

*/•(»  II,  .^  .       .      .       !.„_,        «_  0  0 


■VW   ■% 


-jW   »,,. 


wo  die  Grössen  a  und  6  mit  negativem  Index  gleich  Null  zu  setzen  sind. 

Man  wende  ferner  die  Interpol  atioiisformel  (4)  auf  die  Bestimmung  der 
Function  Ek(x1,  ■..xn+m_si)  an,  indem  man  annimmt,  dass  n  von  den  -p  =  n-\-m — k 
Argumenten  yx,  ...  y «.+«*.-*.  mü  ^en  Wurzeln  ßlt  .  .  .  ß„  der  Gleichung  g(x)  =  0 
zusammenfallen,  während  die  übrigen  m  — /;  Argumente  willkürlichen  Wcrthen 
tfu  <%.  .  .  .  äM_k  gleich  werden. 


»)  s. 


Abhandlung   in  den  Schriften   der   Ber 


i  Jahre  1860  [p.  154  die 
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Jeder  Term  der  Interpolationstbrmel  ist  in  einen  Functionswerth 
*.(!■,.  ■•■  W-») 
multiplicirt.  Unter  diesen  H-t-m —  2A  Argumenten  befinden  sieh  mindestens 
n—k  Wurzeln  ß  und  es  bleiben  dann  noch  m — k  Argumente  übrig,  welche  ent- 
weder erstens  mit  den  m — k  Argumenten  tilt  rfs,  ...  <yin_k  zusammenfallen,  oder 
unter  welchen  zweitens  sich  mindestens  noch  eine  Wurzel  ß  befindet.  Aber 
man  beweist  leicht,  dass  in  dem  zweiten  Fall  der  Functionswerth  Et  ver- 
schwindet, dass  also  in  der  die  lnter|jo.latioiisl'oiinel  bildenden  Summe  nur  die- 
jenigen Glieder  übrig  bleiben,  welche  Functionswerthe  enthalten,  unter  deren 
Argumenten  sich  sämmtliche  Grössen  i)\,  ...  Sm_b  befinden.  Diese  Functions- 
werthe sind 

„,,         ,       .         ,     .       W-Kfl-WJ-rOC) 
*W"  ■■■  <"-•  ! ä— >  =      i?(ft,. ..?,-,;■>,.  ■■■■>,-,)    ' 

sie  werden  multiplicirt  in 


-R(A_,+„  •■•  C.i  A,  -  A-,.  »„-  *_) 
Der  Theil  dieses  Products,  welcher  die  Argumente  d\,  ...  <)',„_(  enthält,  ist 
?(.■>,  )■■■?('»—) „_, 

«(A.  ■■■««;  ■»,.  -  »—O-Stf-w. ■•••  C.i  ■>.>■■■  ■>.-.)        "    ' 

er  reducirt,  sich  also  auf  eine  von  den  Grössen  ()\,  .  .  .  d'm_k  unabhängige  Coli- 
stallte,  welche  gemeinschaftlicher  Factor  aller  Glieder  der  Summe  ist,  so  dass 
sich  für  Ek(xlt  ...av+m-sO  der  von  den  3  unabhängige  Ausdruck 

ergiebt.  Die  Rechnung  führt  hier  von  selbst  auf  die  (m — k)te  Potenz  von  6„, 
welche  der  in  Beziehung  auf  die  Wurzeln  ß  symmetrischen  Summe  als  Factor 
hinzugefügt  werden  muss,  um  dieselbe  zu  einer  ganzen  Function  auch  in  Be- 
ziehung auf  die  Goefficientcn  b  zu  machen. 

Reducirt   man    die   symmetrische    Function  Ek    auf  eine  Function  Ek(x) 
einer  einzigen  Variabein,  so  ergiebt  sich  für  dieselbe  der  Ausdruck 
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welche    Summe    der    sogenannte    Sylvestersche    Ausdruck    für    diese    Func- 
tion   ist. 

Macht  man  die  zweite  Annahme,  dass  unter  den  Argumenten  y, ,  ...  yn+m_t 
sieh  die  m  Wurzeln  «,,  ...  am  der  Gleichung  f(x)  =  0  befinden,  während  die 
übrigen  n—k  Argumente  willkürliehen  Werthen  d,,  ...  d\_t  gleich  werden,  so 
ergeben  die  nämlichen  Betrachtungen  eine  zweite  Art  der  Darstellung  der  Func- 
tion Et.     Die  Zusammenstellung  beider  Arten  liefert  die  Gleichungen 

£,(»,.  •  •  •  »w—») 

=  s  «■»1)-/fc_»)?K-M)-gfe.i-,)-„) 


(6) 


:(-i)'""--''c'^K°,).-,-?(°,-»)-£r"''''°;;''c''''''ri') 


und    für    die    durch    Gleichung  (5)    definirte    Function   Ek(x)    die    beiden   Dai 
Stellungen 


I  biW  =  c-i)<--»"v-' - ;  ' —  -  •■■     •-«)-c*  "J 


(0>) 


.  J-  '.£ 


fi(«,_I+1.  .-«„;«„ -=._,) 
/(A)-«A,-»)0«-|5„-,+,)-(»-Ä,) 


2.     In  der  zur  Definition  von  Et(x,,  ...  sB+m_SÄ.)  benutzten  symmetrischen 
Summe 

v  ^-••/K-^K-m)---ff(^+^-> 


kommen  als  Factoren  in  jedem  Gliede  n—k  Functionswerthe  /■(#()  und  nur 
m— k  Functionswerthe  </(#(,),  also  von  der  letzteren  Function  n—m  Factoren 
weniger  als  von  der  ersteren  vor. 

Man  betrachte  diejenige  symmetrische  Summe,  welche  der  vorliegenden 
analog  gebildet  ist,  in  welcher  aber  sowohl  die  Anzahl  der  in  einem  Gliede 
vorkommenden  Werthe  der  Function  g,  als  auch  die  Anzahl  aller  Variabein 
um  n—m  erhöht  ist,  und  bezeichne  dieselbe  mit  E'k.  Diese  durch  die 
Gleichung 

™,  v         y  fjK ) ■  ■  - /K-J ?(Vt+l)- -g(*W-a) 

A.(#,  •  ■  ■  ■  '%„_..J   =   -i 07 % 

s"  ?  "(•i.-'Ui'^.-'U) 

C.  W.  Borchardt's  Werke.  4(i 
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definirte  symmetrische  ganze  Function  der  2n — 2k  Variabein  xt,  ...  xin_«k  ist 
in  Beziehung  auf  jede  Variable  vom  Grade  k.  Indem  man  auf  dieselbe  die 
Interpolationsformel  (4)  unter  der  Hypothese  anwendet,  dass  p  =  2n—k  und 
dass  von  den  2n — k  Argumenten  y  eine  Anzahl  von  n  mit  den  Wurzeln  ß1}  ...  ßn 
zusammenfallen,  gelangt  man  zu  dem  Resultat,  dass  die  Function  El,  wenn 
man  sie  auf  n-^-m — 2k  Variable  reducirt,  sich  von  der  Function  Ek  der  näm- 
lichen Variabein  nur  durch  den  Factor   b*~'"  unterscheidet,  so  dass 

*!(«!>  ■  •  ■  «.+»-,»)  =  C" £,("..  ■  •  ■  ■»„+,„-»)• 

Die  zur  Definition  der  Functionen  E'k(xx,  ...x,in_,ik}  angewandte  symmetrische 
Summe,  in  deren  einzelnen  Gliedern  gleichviel  Factoren  f(xt)  und  g(xL)  vor- 
kommen ,  lässt  aber  eine  merkwürdige  Transformation  zu ,  auf  welcher  die 
sogenannte  Bezoutsche  abgekürzte  Elimination»- Methode  beruht.  Setzt  man 
nämlich  n — k  =  v  und 

F(x  w>  =  /(%(yW(y>0) 

^     J '  y  —  x  ' 

so  dass  F(x,y)  die  Bezoutsche  Function  ist,  "welche  sowohl  in  x  wie  in  y  auf 
den  (n—  l)ten  Grad  steigt,  so  ist  die  Determinante 

2±*V„«i+1)FC*„  <*r+,)...-%„*„) 
sowohl  durch'A(a^, ...  #„),  als  auch  durch  A(xr+1, ...  arto)  theilbar.    Es  versteht 
sich  von  selbst,  dass  der  Quotient 

2±/.^1,v„Wv<>>,,+>)'---fK.*3,) 

6>  -  &(.1,...,„)A(„,+1,...^) 

sowohl  in  Beziehung  auf  xlf  ...  xt,  als  auch  in  Beziehung  auf  xr+l}  .  .  .  xSl,  eine 
symmetrische  ganze  Function  und  nach  jeder  Variable  vom  Grade  k  ist,  der- 
selbe ist  aber  nicht  nur  in  Beziehung  auf  jedes  dieser  Systeme  von  v  Variabein, 
sondern  in  Beziehung  auf  alle  2u  Variable  x,,  ...  %,  symmetrisch  und  von 
der  Function  E'k  nur  durch  das  Zeichen  verschieden.  Es  besteht  nämlich  die 
merkwürdige  Identität 


o)   Ar,  Vw,      r\=(-v 


A(*1,...«F)A(«^.1,...^)  -^    "         ~      ü(^,...^;^+1,...^) 
welche,  wenn  man 
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setzt,  nach  Division  durch  /"(^O- ■•/(%•)  in  die  folgende: 


Ud 


yO,+1)— K^)       y(^)— yQO 


(>■"> 


=  (-i) 


9>CX+1)-yQ^) 


übergeht. 

Entwickelt  man  die  Determinante,  welche  den  Zähler  der  linken  Seite 
dieser  Gleichung  bildet,  und  betrachtet  dasjenige  Glied  dieser  Entwicklung, 
welches  in 

(7b)  9&1)<p(^)...<fixi).(f(a>i,+i+l)<)>(a>1,+;+^...(f(xS!,) 

multiplicirt  ist,  so  ergiebt  sich  als  Multiplicator  desselben 

C-tf*fc— i 4r-^± ~ ~  ■ 


Indem  man  für  jede  dieser  Determinanten   den  Wer'th   setzt,    welcher  aus    der 

allgemeinen  Formel 


2=b- 


=  C-i) 


«rl>   Aft,...*  )A(«,,...u  ) 


Ä(v 


•',> 


folgt,  und  das  Product  durch  A(xi} ...  x„)  A(xP+l,  ...  xir)  dividirt,  ergiebt  sich 
nach  einigen  Reduetionen  als  Coefficient  von  (7b)  in  der  Entwicklung  der  linken 
Seite  von  Gleichung  (7a)  der  Ausdruck 

Hv-i)  ! 

(-1) 


R(*t 


J  ' 


wodurch  die  Gleichung  (7a)  verificirt  ist. 

Die  Gleichung  (7)  besteht  unabhängig  von  der  Natur  der  Functionen 
f,  g,  welche  in  dieselbe  eintreten.  Man  kann  die  2e  Variabein,  welche  auf 
symmetrische  Weise  in  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  enthalten  sind,  will- 
kürlich in  2  Systeme  von  v  Variabein  theilen  und  alle  verschiedenen  Ausdrücke 
der  linken  Seite  der  Gleichung  (7)  haben  denselben  Werth. 

Wenn  man  die  Function  QEj.  der  2v  Variabein  xu  ...  zr,  jc„+1,  ...  x.ir  in 
der  oben  angewandten  Weise  auf  eine  geringere  Anzahl  von  Variabein  und 
namentlich  auf  eine  Variable  des  Systems  xly  ...  xv  und  eine  des  Systems 
xP+1,  .  .  .  Xj,.  reducirt,  so  erhält  man  die  Function  von  2  Variabein 


«.(*.»)  =  (-i) 


C^fcy) 
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in  einer  interessanten  Form  als  Determinante  dargestellt.     Es  sei  nämlich 

F(x,  y)  =  £ca,xayß,  (n,/9-=0,l,...n— I) 

wo  caß  =  Cß„,  und  zugleich 


*PM=  gQe*if*     </^)  =  £"**> 


dann  ergiebt  sich 


n 


U*,y)  = 


F(",  jr)     %+,(</) 


■?._,(;<) 


und,  indem  man  hierin  nochmals  den  Coeflicienten  von  y*  aufsucht. 


(8") 


iM  ' 


welchen  letzteren  Ausdruck  ich  bereits  in  meiner  Abhandlung  vom  Jahre  1860 
[p.  169  dieser  Ausgabe]  gegeben  habe. 

3.  Man  denke  sich  die  Functionen  E„(x)  nach  den  fallenden  Wertlico 
ihres  Index  k  geordnet,  so  wird  im  Allgemeinen  auf  die  Function  E,,(x)  des 
Grades  k  in  x  die  Function  Ek_,(x)  des  Grades  k  —  1  folgen.  Aber  in  beson- 
deren Fällen  kann  auf  eine  bestimmte  Function  Ek(x)  des  Grades  k  eine 
Function  Ek_x(x)  folgen,  in  welcher  die  Coefficienten  der  Potenzen  k*-!. 
.r6-5,  ...  a/*4"1  verschwinden,  während  xh  die  erste  Potenz  von  x  in  Ek_y(x)  ist, 
deren  Coefficient  von  Null  verschieden  ist.  Nennt  man  eine  Function  E  eine 
vollständige  oder  unvollständige  Function  E,  je  nachdem  ihr  Grad  ihrem  Index 
gleich  oder  niedriger  als  ihr  Index  ist.  so  ist  nach  der  gemachten  Annahme 
Ek(x)  eine  vollständige,  Ek^(x)  eine  unvollständige  Function,  deren  Grad  von 
k —  1   auf  h  <C  k  —  1    gesunken    ist.      In    diesem    Falle    ist    aus    dem   Ausdruck 

(b-*)(b— k— 1) 

(8a)    der   Function    ($,.(#)  =  ( — l)        s  bl~,"Ek(x)    zu    ersehen,    dass    auf   die 


/Google 


Zur  Theorie  der  Elimination  und  Kot  Umbruch -Entwicklung.  365 

unvollständige  Function  Ü^_,(a0  die  identisch  verschwindenden  Functionen 
S*_a(a;),  ■  ■  ■  E/l+1(x)  folgen  und  dass  die  Function  Eh(x)  die  erste  nicht  iden- 
tisch verschwindende  Function  ist,  welche  auf  Ek_x(x)  folgt.  Diese  Function 
Eu(x)  ist  eine  vollständige  Function  und  unterscheidet  sich  nur  durch  einen 
constanten  Factor  von  Ek_t(x). 

Die  umfassendste  Annahme,  die  man  über  die  Aufeinanderfolge  der 
Functionen  E  machen  kann,  besteht  in  Folgendem.  Als  erste  dieser  Func- 
tionen kann  man  die  Function  f(x)  selbst  ansehen,  und  zwar  als  eine  unvoll- 
ständige Function  EK_t(x),  deren  Grad  auf  m  gesunken  ist.  Hierauf  folgt  unter 
Auslassung  der  identisch  verschwindenden  Functionen  E„_^(x),  £„_<,(«),  . . .  Em+.j(x) 
die  vollständige  Function  E,„(x),  die  nur  um  einen  constanten  Factor  von  E0_x(x) 
oder  f(x)  verschieden  ist,  dann  eine  unvollständige  Function  Em_j(x),  deren 
Grad  von  m  — 1  auf  m,  gesunken  ist,  hierauf  unter  Auslassung  identisch  ver- 
schwindender Functionen  die  vollständige  von  Em_i(x)  nur  um  einen  constanten 
Factor  verschiedene  Function  E,u  (x),  dann  die  unvollständige  Function  E,„  -,(x). 
deren  Grad  von  m,-  l  auf  m3  gesunken  ist,  hierauf  nach  Auslassung  identisch 
verschwindender  Functionen  E  die  vollständige  von  E,.„  _,  (x)  nur  um  einen 
constanten  Factor  verschiedene  Function  E„,  (x)  a.  b.w.,  bis  man  schliesslich 
auf  eine  Function  E  kommt,  welche  gemeinschaftlicher-  Factor  von  f(x)  und 
g(x)  ist  und  sich,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  unter  den  beiden 
Formen  Em  _1_i(x)  und  Em  (x)  darstellt,  von  welchen  die  letztere,  wennm^  =  0 
ist,  in  die  Constante  E0  übergeht. 

Bekanntlich  sind  die  bei  der  Kettenbruch-Entwicklung  des  Bruches  y^i- 
entstehenden  ßcstl'unctionen  nur  um  constante  Factoren  von  den  Eliminations- 
funetionen  E  verschieden.  Diese  Factoren  sind  bisher  nur  für  den  sogenannten 
regulären  Fall  bestimmt  worden,  in  welchem  die  Functionen  E  sämmtlich  von 
dem  Grade  ihres  Index  sind. 

Um  auch  für  den  irregulären  Fall  die  Bestimmung  dieser  Factoren 
auszuführen,  nehme  ich  in  Ucbereinstiinmung  mit  den  obigen  Hypothesen 
Über  die  Aufeinanderfolge  der  Functionen  E  an,  die  zur  Ketten  brach-  Ent- 
wicklung  des    Bruches    3\A    nöthige    successive    Division    habe    zu    den    Rest- 

funetionen    (pj{x),  <p2(%),  ■  ■  ■  %(%),  ■  ■  ■  <fh(ti)   geführt,    welche   durch  die  Glei- 
chungen 
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<p,0)  =  «,»,(*) +  ¥,(<») 


SV»  =  »,»,W 

definirt   werden    und    beziehungsweise    auf  die  Grade  mn  m^ 
steigen,    so   dass  n,  m,  m^,  ms,  ...  m,,  ...  m     eine  Reihe    voi 
positiven  ganzen  Zahlen  bilden.     Man  setze 


n — 1 —  m  =  nn,    m — 1- 
(9) 


N. 


so  dass  ur  allgemein  vom  Grade  n,.  +  l  ist,  und  bezeichne  mit  — -  den  Näherungs- 
wert]! des  Kettenbruchs 

/oo  -  »»,  +  ...  ,  i 


welcher  sich  ergiebt,    wenn  man  den  Kettenbruch  bei  ur  abbricht,  so  dass  die 

Grössen  pa,  pv,  p.2,  ...  pr   von    den  Graden  n—m,  n—mx,  n — m%,  .  . .  n—m,. 

und  die  Grössen  q0,  qu  q2,  ...  qr  von  den  Graden  0,  m—mu  m — m2,  . . .  m — mr 
durch  die  Gleichungen 

Po  =  V  2o  =  1 

j>1  =  p0M1+l,  q1  =  u1 

Pr=Pr~lUr+Pr-V  %  =  2r-lUr+2r_S 

definirt  werden  und  den  bekannten  Rektionen 
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/O)  =  M,(")+«H(')  =  ...  =  s,»,C«)-l-3MywW 
genügen. 

Aus  der  Gleichung 

geht    hervor,    class    die   gebrochene  Function   ( — 1)'        f+1 . . . .   für  x  =  ßt    den 

Werth  /'(#)  annimmt.  Da  yr  vom  Grade  n—tn,r  ist  und  5pr+1(s).  als  Rest  bei 
der  Division  durch  <p,(x)  eine  Function  ist,  die  höchstens  vom  Grade  mr —  1, 
die    aber   in   dem  vorliegenden  besonderen  Falle   auf  den   Grad  m,+l    sinkt,    so 

wird    der  Bruch  (—  IT*1— — durch    die    bekannten    Werthe    desselben    für 

Pr  ■ 

die  n  Werthe  x  =  ß{  nach  der  Cauchyschen  Interpolationsformel  vollständig 
bestimmt,  wenn  man  diese  Formel  auf  den  Fall  anwendet,  in  welchem  der 
Nenner  vom  Grade  n — mT,  der  Zähler  vom  Grade  mr —  1  ist. 

Fügt   man    zu    der   durch  Gleichung  (6a)   definirten  Function  Ek(x)   die 
neue  Function 

W  =  C 


hinzu,  so  dass  der  Coefficient  von  xK~*  in  Pk(x)  und  der  Coefficient  von  x*  in 
Ek(x)  identisch  sind,  so  ergiebt  sich  nach  der  Cauchyschen  Interpolations- 
»formel 

(__!)  ___  „    (_!)  r_____^ 

oder  mit  Benutzung  von  (9) 


(-i)"' 


MW« 


Man  kann  daher  gleichzeitig  setzen 
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wo  Xr+i  einen  constaivten  Factor,  «,.+1  ein  ifc  — Zeichen  bedeutet,  und,  wenn  man 
in  der  ersten  dieser  Gleichungen  r—1  für  r  setzt. 

Diese  Gleichung  gilt  auch  noch  für  r  =  0,  in  diesem  Fall  ist  /'(a.')  für  y0(a:) 
zu  setzen  und  n  für  m_t,  da  ferner  En_x(x)  mit  /"(a;)  identisch  ist,  so  hat 
man 

Dies  vorausgesetzt,  seien  <p"„  p".  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  x 
in  <fr(x),  pT  und  man  bezeichne  die  Coefficienten  von  x",  xl~~',  .  .  .  x1"  in  Ek(x) 
mit  (k,  k),  (k,  A—l),  .  .  .  (A,  A),  so  hat  man 

also,  durch  MultipHcation   dieser  Gleichungen  und  wenn  man  zur  Abkürzung 

K  =  Ov-i-i.  *0<»„  «O 

setzt, 

oder,  da  man  aus  der  Gleichung 

g(ai)  =  p^OO+P^iP^O) 
die  Folgerung 

5m   e=  J9*  y" 

zieht, 

1  =   (-1/V£.'Wi-Vy+i^ 

Hieraus  ergiebt  sieb  erstens 

«,8,-+1  =  (-1)*'' 
und,  da  überdies  s„  =  1  ist, 

zweitens  ergiebt  sich 

also,  mit  Hülfe  von  Xa  =  1, 
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so  dass  der  allgemeine  Werth 


(10)  Xr  = 


lr-9lr- 

T.  J~ 


ist,  worin  bei  geradem  r  der  Zähler,  bei  ungeradem  der  Nenner  mit  l0  \ 
während  bei  geradem  r  der  Nenner,  bei  ungeradem  der  Zähler  mit  Z,  schliesst, 
und  wo 

l0  =  («-1,  i»)(»,  m)  =  ..(■,  ■»),     i,  =  (m-1,  «.,)(»„  «,), 
(,  =  (.1,-1,  m,)(»>„  «,),      .  .  . 
und  allgemein 

(10^)  lr  =  (m,._  -1,  m,)(«p,  «,). 

In  dem  regulären  Fall  sind  zwei  auf  einander  folgende  Zahlen  mr_,,  mf 
nur  um  eine  Einheit  verschieden  und  jede  der  Grössen  !,.  wird  daher  ein 
Quadrat. 

In    diesem    Falle    verschwinden    die    Zahlen  n,,  n2,  .  .  .  n,.    und,    wenn 
m  =  n — 1  ist,  auch  n„,  und  es  wird  daher  alsdann 
sr  =  +1 . 
4.     Die  beiden  Reihen  von  Grössen 
(»_1,  «),     (*_1,  »,),     (»,-1,»,),     ...     (,.,_,-l,  .»,),     ...     C^_,-l,  me) 
(,»,  m),  (m„  ,„,),  (»„  ».,),         .   .  .  (».,,  ,»,.),  .   .   .  (,»,,  ,„„), 

deren  Producta  die  einzelnen  Factoren  l  der  Zähler  und  Nenner  der  Mul- 
tiplicatoren  ).  bilden ,  sind  nicht  unabhängig  von  einander ,  sondern  die 
Grössen  der  zweiten  Reihe  lassen  sich  aus  denen  der  ersten  zusammensetzen. 
So  ist 

(m — 1,  m,  )"1+1 
C»,  >»)  =  <<•„)•"'  =(»-1.  •»)VH.     (»V  '».)  =   („_!,  m/.,H-)-,  ■     ■  •  ■ 

Um  den  Zusammenhang  dieser  beiden  Keihen  von  Coefricienten  zu  bestimmen, 
kann  man  folgendennassen  verfahren: 

Wendet  man   die   in  Art.  1  Gl.  (1)  [p.  154   dieser  Ausgabe]   meiner  er- 
wähnten Abhandlung  vom  Jahre  1860  gegebene  allgemeine  Interpolationsformel, 
wie  in  Art.  2  jener  Abhandlung  [p.  156  dieser  Ausgabe],  auf  n — k  ganze  Func- 
C.  W.  Borchardt's  Werte.  47 
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tionen  F^x),  Fk+1(x),  .  .  .  Fn_1(x)   an,    deren  jede   vom  Grade   ihres  Index   ist, 
so  ergiebt  sich 

J£±ir,0,)...F„,fc_,)     _   fc  2±F,(|31)...F_,(ft,_,)     R(ß,__l+„. .J.ym,,...  »=,_,) 


In  dem  vorliegenden  Falle  setze  man  k  =  m,.  und  ersetze  die  n  —  k 
Functionen  F  durch  folgende  Reihe  von  Functionen: 

wo  jedem  Exponent  vt  nach  einander  die  Werthe  0,   1,   ...  nt  beizulegen  sind. 
Ferner  benutze  man  zur  Bestimmung  des  Quotienten 

a±^,(«.  ..*;_,(?„_„,) 

die  Gleichungen 

so  findet  man,    dass    der  Quotient  nur   um  einen  constanten  Factor   von    dein 
Product 

f(ß,)-f(ß,-,„) 

verschieden  und  dieser  constante  Factor  gleich 

c-iya, 

ist,    wo    s    die   Summe    der    Zahlen    ttj-t-1,  na-\-l,  ...    bedeutet,    welche    mit 
nr_l-\-l  oder  mit  n,.  +  l  schliesst,  und  .ff,,  folgenden  "Werth  hat: 

JJ,  =  (KP  "h(p!)"i+'...Cp;_,)"'+'. 

Nach  dieser  Bestimmung  reducire  man  die  auf  der  linken  und  rechten 
Seite  der  Interpolationsformel  stehenden  symmetrischen  Functionen  von  n—mt 
Variabein  in  dem  Sinne  des  Art.  1  auf  eine  Function  einer  Variabein,  so  wird 
die  linke  Seite  nur  um  einen  constanten  Factor  verschieden  von  <pr(x~)  und  dieser 
constante  Factor  gleich 

h 

wo  t  die  Summe  der  Amben  (ni-\-l)(ni.-\-l)  bedeutet,    *,  i'  =  0,   1,  ...  r  zu 


/Google 


Zur  Theorie  der  Elimination  und  Keüenbvucli- Entwicklung.  371 

setzen  sind  und 

k  =  «ircsf:)"'1"«)*14"---«-,)"'-1*'«)"'*'- 

Zugleich  reducirt  sich  der  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck 

R(ß,  -.,.+,.  ••■?,;»,.  •■■■*„-„,) 
auf  (x — ßn_m  _,.,). .  .(#—/?„).     Multiplicirt   man    die    so  erhaltene   Gleichung  mit 
&n~"V)  so  ergiebt  sich 

("i)T  ~A»,W  =  (-1)' -?«„>) 

und  hieraus  durch  Gleichsetzung  der  Coet'ticienten  von  x'"r   auf  beiden  Seiten 

welche  Gleichung  mit  Benutzung  der  Relationen 

*?9?  =  *,i     — 55— =  <9'r+i  =  C— 1)      r         («,  «) 

schliesslich  in 

übergeht.     Demnach   hat  man   zwischen    zwei    auf  einander    folgenden  Grössen 
(mr,  mr),  (»V+i,  m/+])  die  Relation 

(m  __1     m        V«r+1+1 


(")  (»*,+i,  »',+,)  = 


(«•„  «O""" 


Diese  Gleichung  giebt  nach  und  nach  die  Ausdrücke  der  (m,.,  m,.)  durch 
die  (m^ —  1,  m,.). 

Der  allgemeine  Ausdruck  ist 


(«•_,-!,  «•,-_,)"-,('»^,-l,  •»,_,)" 


wo  bei  geradem  r  der  Zähler,  bei  ungeradem  der  Nenner  mit  (n—1,  m)*0  schliesst, 
während  bei  geradem  r  der  Nenner,  bei  ungeradem  der  Zähler  mit  (in —  1,  m,)"1 

47* 
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schliesst,  und  wo 

(12a)  »<  -  0,H-l>m*j+2-V 

Die  Gleichung  (11)  giebt  für  r  +  1  =  fi  und  in  dem  Falle,  wo 
mr  =  0  ist, 

(0,  0)  =  ^-=i — — 

(»„-,.  «•„!,)> 

Sie  zeigt,  dass  in  dem  hier  betrachteten  irregulären  Fall  die  Resultante 
E0  =  (0,  0)  der  Elimination  zwischen  den  Gleichungen  f(x)  =  0  und  g(x)  =  0 
in  Factoren  zerlegbar  wird. 
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Malheinalipclu.'   Alfh.iiH'Uuisjmi   der   Akailftmiu  clcv   Wissenschaften   zu   finrlin,  ;■,.  d.  Jalire  1878  p.  33 — 9G. 
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Theorie  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  aus  vier 
Elementen, 


■Gelesen  in  der  Akinli'uiui  ckr  Wissenschaften  i. 


Einleitung. 

Im  Jahre  1876  habe  ich  der  Akademie  *)  als  Haupt- Resultat  meiner 
Untersuchungen  über  das  arithmetisch -geometrische  Mittel  aus  vier  Elementen 
die  Bestimmung  desselben  durch  ein  Doppel -Integra!  -imtgetheilt,  bin  indessen 
den  Mathematikern  die  Theorie  schuldig  geblieben,  welche  mich  zu  diesem 
Resultat  geführt  hat. 

Die  seit  Lagrange  und  Gauss  bekannte  Bestimmung  des  arithmetisch- 
geometrischen Mittels  aus  zwei  Elementen  durch  ein'  einfaches  Integral  pflegt 
aus  der  Transformation  zweiter  Ordnung  der  elliptischen  &  -Functionen  abge- 
leitet zu  werden.  Ebenso  kann  das  von  mir  aufgestellte  analoge  Resultat  mit 
Leichtigkeit  vermittelst  der  Transformation  zweiter  Ordnung  der  hyperelliptischen. 
^--Functionen  von  zwei  Variabein  hewiesen  werden.  Indessen  werde  ich  mich 
dieses  Hülfsmittels  in  der  hier  folgenden  Abhandlung  nicht  bedienen,  sondern' 
wie  ich  vor  Jahren,  unabhängig  von  der  Theorie  jener  Transcendenten,  durch 
algebraische  Betrachtungen  auf  den  Begriff  des  arithmetisch  -  geometrischen 
Mittels  aus  vier  Elementen  geführt  worden  bin,  so  auch  den  Ausdruck 
desselben  als  analytische  Function  jener  Elemente  auf  algebraischem  Wege 
ableiten. 

Um  für  diese  Abhandlung  die  Notiz  im  Monatsbericht  f876  nicht  vor- 
auszusetzen, beginne  ich  damit  den  Algorithmus 


:l:;  MoLiutüticndit.    der    Akademie   der   Wissen  schuften    zu  Berlin,    1876   p.  Gll    (und   1877  Fei 
[p.  S27  dieser  Ausgabe]. 
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:i(V^+V«) 

.  KYii-i-Ybi) 

aufzustellen.  Die  wiederholte  Anwendung  desselben  auf  vier  reelle  positive 
Elemente  a,  b,  c,  e  führt  auf  eine  unbegrenzte  Reihe  von  Systemen  transfor- 
uürter  reeller  positiver  Grössen  a„,  bK,  c„,  e„,  welche  sich  mit  wachsendem  n 
ein  und  derselben  Grenze  <j  nähern,  deren  Bestimmung  den  Gegenstand  der 
Untersuchung  bildet. 

Durch  Auflösung  der  obigen  Gleichungen  nach  \Ui,  Yb,  Vc,  Ve  ge- 
langt man  zu  einem  neuen  Algorithmus,  den  ich  den  umgekehrten  Algo- 
rithmus nenne,  der  aber  nicht,  wie  der  ursprüngliche,  eindeutig  sondern  zwei- 
deutig ist.  Die  wiederholte  Anwendung  des  umgekehrten  Algorithmus  auf 
vier  reelle  positive  Elemente  führt  zwar  ebenfalls  auf  eine  unbegrenzte  Anzahl 
von  Systemen  transformirter  Grössen  und  man  hat  bei  jedem  Schritt  die  Wahl, 
wie  man  Über  die  Zweideutigkeit  des  Algorithmus  entscheide,  aber  welche 
Entscheidung  man  auch  treffen  möge,  so  bleiben  die  transformirten  Grössen 
bei  unbegrenzter  Wiederholung  nicht  immer  im  Bereich  der  reellen  positiven 
Grössen,  es  sei  denn,  dass  die  gegebenen  Elemente  einer  Ungleichheitsbedingung 
genügen,  welche  darin  besteht,  dass  das  Product  des  grössten  und  kleinsten 
Elementes  grösser  sei  als  das  Product  der  beiden  mittleren,  in  welchem  Fall 
ich  die  Elemente  ein  eigentliches,  im  entgegengesetzten  Fall  ein  un  eigentlich  es 
System  von  Elementen  nenne. 

Indem  ich  für  die  Elemente  «,  b,  c.  e  diese  Ungleich  heitslmdingting,  in 
symmetrischer  Form  ausgesprochen,  an  die  Spitze  der  Untersuchung  stelle,  ge- 
.  winne  ich  den  Vortheil,  den  umgekehrten  Algorithmus  eindeutig  machen  zu 
können,  denn  es  zeigt  sich,  dass  derselbe,  auf  ein  eigentliches  System  a,,  &,, 
C|,  et  angewandt,  ein  und  nur  ein  eigentliches  System  a,  b,  c,  e  liefert,  während 
das  zweite  ein  uneigentliches  System  u*.  b*,  c*,  e*  ist,  welches  mit  dem  ersteren 
in  dem  einfachen  Zusammenhange 

•iyif  =    y-a-yb+yt+y~e 

2\!<f  =       ]fa +}ß —Y~c +y~e 

aV?  =■    y«  +yi +yc  -ye" 
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steht.  —  Ich  bringe  nun  die  Elemente  «,  b,  c,  e  mit  einem  System  von  Varia- 
bein w,  x,  y,  z  und  die  transformirten  ax,  61?  cls  e,  mit  einem  zweiten  System 
von  Variabein  w-,,  xy,  yly  zx  in  Verbindung  und  deiinire  die  Abhängigkeit  beider 
Variabeinsysteme  von  einander  durch  die  Gleichungen 

4]/^  =  2wa!  -H  2ys 
4V7iy,  =  2«y  +  2^ 
4]/^  s1  =      2ws    .+   2«!/, 

durch  welche  w  =  ya,  x  =  Vo,  y  =  Vc,  3  =  Ve  und  u!t  =  Vo^,  ,x,  ===  V^,. 
^  =  Yöi,  z-i  =  Ye^  zusammengehörige  Werthsysteme  werden.  Endlich  bilde 
ich  aus  den  Variabein  w,  x,  y,  z  die  homogene  biquadratische  Function 

<i>  =  Mi+a^-l-i^+a*— B(u?a?-+«pi?)--  C(wV-HbV)— £r>s3M-a>y)+2.ffw£i/2, 
deren  Coefficienten  die  folgenden   rationalen  Functionen  von  ]/a ,  Yb,  Vc ,   Ve  : 

B  =    a'+y— e8— ^  c  =  a'H-^— ft8— e'         ß  =  »»+*— ff— a> 

«6 — cö  ;  «c — &e  '  ae — bc 

K  _  tTä7~  (a+S+c+QQH-S— c— Q(a— &+C— Q(a— 5— c+<Q 
k  (ab—ceXac—beXae—bc) 

sind  und -welche  ich  die  Göpel  sehe  biquadratische  Function*)  nenne.  Dann 
lässt  sieh  mit  Hülfe  der  Function  <1>  die  Transformation  der  Grössen  Ya,  Yb, 
Vc,  Ye,  tu,  x,  y,'  z  in  die  Grössen  Vä1}  Yby,  Vc,,  Ve, ,  w\,  xt,  y,,  zx  in  fol- 
gendes analytische  Factum  zusammenfassen: 

Man  bilde  aus  den  Variabein  w,  x,  y,  z  und  den  Constanten  Yä}  Yb, 
Vc.  ye  die  Göpelsche  Function  0,  ferner  aus  den  nämlichen  Variabein  und 
den  oben  definirten  Constanten  V"  ,  yi*,  Vc* ,  Ye*  die  Göpelsche  Function 
<!>*,  endlich  aus  den  Variabein  wu  ai,,  y,,  2,  und  den  Constanten  Vaxt  Yb,,  Vc, , 
Vßj  die  Göpelsche  Function  ^ ,  dann  ist  die  letztere  Function  von  dem 
Product  der  beiden  ersteren  nur  um  einen  constanten  Factor  verschieden,  man 
hat  nämlich 

266  o**,  =  #.#*. 

*)  Es   ist   dieselbe,    von   deren   Anwendung   zur   Darstellung  der  Ku  ramerschuu    biiiuadrai.isdicn 

Fläche  mit  16  Ki'otenpvmkien  ich  bereits  im  Journal  für  die  reine  und  angiMvainlttj  Mathematik,  Bd.  83 
p.  234,  1877,  [p.  Ml  dieser  Ausgabe]  gehandelt  habe. 

C.  W.  Borchardt's  Werke.  48 
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Die  Bedeutung  dieser  Gleichung,  welche  das  Fundament  der  ferneren  Unter- 
suchung bildet ,  besteht  darin ,  dass  dieselbe  mit  Hülfe  der  Transformations- 
Gleichungen,  welche  alj  &,,  cr,  eu  w17  xu  y,,  s,  als  Functionen  von  a,  b,  c,  e, 
w,  x,  y,  z  definiren,  zu  einer  reinen  Identität  wird. 

Da  die  Gleichung  <P  =  0,  geometrisch  aufgefasst,  bekanntlich  eine 
Kummersche  biquadratische  Fläche  mit  sechzehn  Knotenpunkten  darstellt,  so 
folgt  aus  obiger  Identität,  dass,  wenn  der  Punkt  w,  x,  y,  z  auf  der  Kumm  er- 
sehen Fläche  0  —  0  (mit  den  Oonstanten  Yä,  Yb,  Yc,  Ye  )  liegt,  der  Punkt 
«>i)  a?ls  J/i,  Si  gleichzeitig  auf  einer  Kummerschen  Fläche  <PX  =  0  (mit  den 
Constanten  Y<h,  Yb[,  Y(h,  Ye[)  liegt. 

Aber  dies  Entsprechen  beider  Punkte  lässt  sich  noch  genauer  feststellen. 
Die  Kummersche  Fläche  besteht  nämlich  aus  acht  nur  durch  die  Knoten- 
punkte mit  einander  in  Verbindung  stehenden  Tb  eilen,  von  welchen  fünf  im 
Endlichen  liegen,  während  drei  aus  je  zwei  Schalen  (nappes)  bestehende  sich 
ins  Unendliche  erstrecken.  Unter  den  ersteren  ist  nur  einer,  welcher  in  keinem 
Knotenpunkte  mit  den  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Tlieilen  in  Verbindung 
steht.  Diesen  einen  von  den  vier  anderen  endlichen  Theilen  umgebenen  nenne 
ich  den  centralen  Theil  der  Kummerschen  Fläche.  Liegt  der  Punkt  w,  x,  y,  z 
auf  de.m  centralen  Theil  der  Kummerschen  Fläche  rI>  =  0,  so  liegt  gleichzeitig 
der  Punkt  w%,  x,,  ylt  zy  auf  dem  centralen  Theil  der  Kummerschen  Fläche 
0!  =  0  und,  während  der  erstere  seinen  centralen  Flachentheil  einmal  durch- 
läuft, durchläuft  der  letztere  den  seinigen  viermal. 

Unter  Voraussetzung  dieser  Resultate  und  mit  Anwendung  eines  Jacobi- 
schen Satzes  finde  ich,  dass,  wenn  die  Quotienten 

E_iL,     ,  =  -£,     £  =  i 

die  Gleichung 

0  =  F  =  *(1,  l  V-.  0  =  ~i *(*,  a,  y,  z) 
und  demzufolge  die  Quotienten 


die  Gleichung 
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befriedigen,  wenn  ferner  die  positive  Constante  ju  durch  die  Gleichung 


bestimmt  ist  und  fa  ebenso  von  «15  blt  c1}  e,  abhängt,  wie  fi  von  a,  b,  c,  e, 
die  Gleichung 

3F    =  *      ^^ 
M  5?  '''  es," 

besteht,  nach  welcher  der  auf  der  linken  Seite  stehende  Differential-Ausdruck 
bei  seiner  Transformation,  abgesehen  von  dem  numerischen  Factor  i,  unver- 
ändert bleibt.  Diese  Gleichung,  in  welcher  die  Jacob ische  Schreibart  der  Diffe- 
rentiale beibehalten  ist,  hat  folgende  Bedeutung:  Wenn  |,  tj,  £  durch  zwei  Para- 
meter <p,  y>  so  ausgedrückt  sind,  dass  ihre  Werthe  die  Gleichung  F=0  iden- 
tisch befriedigen,  so  hat  man  an  die  Stelle  der  Zahler  der  beiden  Brüche  die 
simultanen  Werthe 

dy 
,  dy 

\.  d<p 

zu  setzen.     Es  seien  die  Parameter  <p,  ifi   so  gewählt,    dass  die   zwischen    zwei 
Paaren  gegebener  numerischer  Grenzen  liegenden  Werthe  derselben  alle  Punkte 
des  centralen  Flächentheils  von  tf>  =  0    und  jeden    nur    einmal    ergeben,    dann 
erhält  man  durch  Integration  obiger  Gleichung  zwischen  diesen  Grenzen 
5(i),  £)     d<pdyi  ff  d(i},,  ft)      dcpdyi 


dn  dt  = 


ÖCy,  y>) 


t/f/j  dtp  = 


dg>  dift  =»  ( 


ac 

dy 

dt 

dip 

dip 

dq> 

3C, 

9lJ( 

«, 

dtp 

Sif 

dtp 

)  dif.  dtp 


|  dq-dip 


ff  3(1,0    dydy,    _     ff 


0(f.  y>)    '      dFt 


Aber  unter  KinCührung  der  Parameter  (f\.  yjt,  welche  der  Fläche  fI>i  =  0  ebenso 
angehören  wie  <p,  y  der  Fläche  #  =  0,  und  unter  Berücksichtigung  der  oben 
angegebenen  Art  des  Entsprechens  der  centralen  Theile  beider  Flächen  4>  =  0 
und  ^  =  0  kann  man  das  Integral  rechter  Hand  durch  ein  nach  <pu  y>x 
zwischen  denselben  Grenzen  genommenes  ersetzen  und  erhält 


// 


'ff- 


öC^i>£i)     dtf>idip1 

8(<fv  %)       5JT' 
''•  öS, 
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Beide  Gleichungen  zusammengenommen  ergeben  also  das  Resultat 


ff  3(1,0     if'M'     _    ff 

]J  a&,v      w-JJ. 


r  f,äiT 

d.  h.  das  über  den  centralen  Theil  der  Kummergehen  Fläche  <I>  =  0  ausgedehnte 
Integral,  welches  die  linke  Seile  dieser  Gleichung  bildet,  oder,  kürzer  geschrieben, 
das  Doppel-lnte 


ff 


er 

ist  eine  Function  von  a,  b,  c,  e,  -weiche-  nrtgeünäert  bleibt,  wenn  man  an  die 
Stelle  dieser  vier  Grössen  ax,  6,,  c,,  et  setzt. 

Hiermit  ist  das  Problem  im  Wesentlichen  gelöst,  denn  eine  Func- 
tion, welche  diese  Eigenschaft  besitzt,  ist  bekanntlich  eine  blosse  Function 
der  Grenze  a. 

Es  erübrigt  nun,  die  richtig  gewählten  Parameter  <p,  yj  einzuführen, 
den  Algorithmus,  von  welchem  ausgegangen  wurde,  in  unbegrenzter  Wiedei'- 
holung  auf  das  Doppel- Integral  anzuwenden  und  zur  Grenze  überzugehen, 
so  findet  sich  das  obige  Doppel-Integral  von  ■  dem  reeiproken  Werthe  des 
arithmetisch  -  geometrischen  Mittels  g  nur  um  einen  numerischen  Factor  ver* 
schieden. 


Aufstellung  des  Algorithmus.    Begriff  des  arithmetisch-geometrischen 
Mittels. 

Es  seien  a,  b,  c,  e  vier  reelle  positive  Quantitäten    und    man  bilde    aus 
denselben  die  symmetrische  Function 

«  =  (ab-ceXac-beXae-bo). 

Je  nachdem  tu  positiv  oder  negativ  ist,  mögen  a,  b,  c,  e  ein  eigentliches  oder 
uneigentliches  System  von  vier  Elementen  heissen  und  ich  werde,  wenn  nicht 
ausdrücklich  das  Gcgentbcil  festgesetzt  wird,  stillschweigend  annehmen,  dass  die 
vier  Elemente,  mit  welchen  ich  mich  beschäftige,  ein  eigentliches  System 
bilden,  d.  h.  dass  <«  positiv  sei. 
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Durch  den  Algorithmus 

„,.  =  KV^+ysö 

in  welchem  alle  Quadrat  wurzeln  mit  positivem  Zeichen  zu  nehmen  sind  und 
welcher  sich,  wenn  jeder  der  Grössen  e,  s'  der  doppelte  Werth  s  =  ±1, 
e'  =  ±l  beigelegt  wird,  in  die  eine  Gleichung 

(1*)  4C«1+e61+e'c14-Ee'e1)  =  (^  +  ^]ß+  e'Yc  +  te'Yef 

zusammenfassen  lässt,  leite  man  aus  a,  b,  c,  e  die  neuen  ebenfalls  positiven 
Grössen  «-,,  6ls  e15  ^  her,  welche  die  ersten  transformirten  der  Elemente  a,  b, 
c,  e  heissen  mögen. 

Diese  Grössen  sind  ganze  homogene  quadratische  Functionen  von  Ya , 
Vi,  Yc,  Ye,  so  dass  sie  unverändert  bleiben,  wenn  man  Yä,  Yb,  Yc,  Ye 
gleichzeitig  durch  —  Ya,  — Yb,  —  Yc,  ■ — Ye  ersetzt,  überdies  ist  ax  eine  sym- 
metrische, also  einwerthige  Function,  während  bu  eu  e,  die  drei  verschiedenen 
Werthe  einer  dreiwerthigen  Function  sind.  Alle  vier  haben  die  gemeinsame 
Fundamental  -Eigenschaft,  unverändert  zu  bleiben,  wenn  eine  der  drei  Permu- 
tationefi 

fBi  -  (V*  vs  f°  Tfi\   fCs  _  (V'  y*  v«  VA   (E)  _  {t'}ß  r>  v» \ 

(  '~\yifaYi  f>'    ^""^i/iy«^'    c  ''\yi  T'Yi  T°>> . 

auf  sie  angewandt  wird. 

Man  führe  die  Hülfsgrössen 


(2) 

c  =  a  —  b  +  e 


ein,  so  dass 

(2*)  ae— Sc  =  4(a«— Je) 

ist,  und  nehme  an,  dass 

(2")  a  >  b  >  o  >  ,, 
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dann  ist  aus  den  Gleichungen  (1)  ersichtlich,  dass  auch 

ff,  >  6j  >  cx  >  e1. 

Wenn  die  Ungleichheiten  (2**)  stattfinden,  was  von  jetzt  an  stillschweigend 
angenommen  wird,  so  sind  ab  —  ce,  ac—be  von  selbst  positiv,  daher  reducirt 
sich  die  Bedingung  w  >  0  auf  ae  —  bc  >  0,  oder  nach  (2*)  auf 

ae-bc  >  0. 
Diese  Bedingung  kann  aber,  da  a,  6,  C  von  selbst  positiv  sind,  nur  erfüllt 
werden,  wenn  auch  e  positiv  ist.  Man  hat  daher  das  Ergebniss:  Sind  a,  b, 
c,  e  vier  positive  Grössen,  welche  ein  eigentliches  System  von  vier  Elementen 
bilden,  so  sind  die  vier  Hüilfsgrössen  u,  6,  e,  e  ebenfalls  positiv  und  bilden  ein 
eigentliches  System;  ein  Satz,  welcher  sich  umkehren  lässt,  da  die  Gleichungen 
(2)  bestehen  bleiben,  wenn  man  a,  b,  c,  e  mit  ^-a,  ^-b,  -^C,  -£-6  vertauscht. 

Man  bezeichne  mit  üti  ht,  C1;  e,  vier  Hülfsgrössen,  welche  aus  den  trans- 
formirten  als  bl;  c„  e1  ebenso  gebildet  sind,  wie  o,  £),  c,  e  aus  den  Elementen 
a,  6,  c,  e,  dann  ergeben  die  vier  Gleichungen,  welche  in  (1*)  enthalten  sind, 

Vi— bici  =  4C«iei~Vi)  =  i(«— *— c-he)(Y^~Yfc), 
woraus 

a1el—blcl  >  0 

hervorgeht,  d.  h.  aus  einem  eigentlichen  System  von  Elementen  a,  b,  c,  e  ergiebt 
der  Algorithmus  (1)  wiederum  ein  eigen/! ich.es  System  von.  tnnvformwten  Grossen 
a,,  &i,  cn  et. 

Der  Algorithmus  (1),  wiederholt  angewandt,  führe  auf  die  ferneren 
transformirten  Systeme  «ä,  i3,  Cj,  ea,  ...  «„,  &„,  ca,  en,  von  denen  jedes  aus 
dem  vorhergehenden  durch  den  Algorithmus  (1)  abgeleitet  ist.  Aus  den  beiden 
in  (1*)  enthaltenen  Gleichungen 

4(a_Ji+c_ei)  =  (^-y^  +  ^-VÖ2 
folgt 

und  da  nach  (2**) 
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ist,  so  hat  man 


:  ««-«), 


woraus  durch   wiederholte   Anwendung 


«„-*,  <  ~o-» 


folgt,    d.  h.    mit    wachsendem    n    nähern    sich    die    n"*"    transformirten    Grössen 

am  Ki  cm  en  &in  und  der  selbe/n-  Grenze  g.  welche  ein  .zwischen,  dem  grössten  und 
kleinsten  der  .Elemente  a,  b,  c,  e  liegender  Mittelwerth  ist  und  welche  ich  das 
arithmetisch-geometrische   Mittel  aus  den  vier  Elementen  a,  b,  c,  e  nenne. 

Aus  dem  Zusammenfallen  der  Grössen  a„,  bn)  c„,  e„  in  den  einen  von 
der  Null  verschiedenen  Grenzwerth  g  folgt  Überdies,  dass  der  Quotient  aus  je 
zweien  dieser  Grössen  sieh  der  Grenze   1  nähert. 


(•+»-•-«) 

v'  =  i(.Y^-Y^) 

(a-i  +  c-.) 

<'  =  i(yS-i/J7j 

i>-6-«  +  .) 

<'=«y»7—  yso 

Einführung  von  sechs  zu  den  Elementen  coordinirten  Grössen. 

Zu  den  vier  quadratischen  Functionen  «,,  ö15  cu  <?,  von  V«,  Vö,  ]/c,  ]/e 
mögen  durch  die  folgenden  Gleichungen,  deren  rechte  Seiten  sich  in  ihrer  Zu- 
sammensetzung von  den  rechten  Seiten  von  (1)  nur  durch  die  Zeichen  unter- 
scheiden, sechs  neue  ebenfalls  positive  Grössen : 


0-v 


hinzugefügt,  werden. 

Vergleicht  man  die  zehn  Ausdrücke  (1,  3)  mit  den  Eulerschen  ratio- 
nalen Werthen  für  die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution,  so  zeigt  es 
sich,  dass  die  neun  Brüche 


die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  mit  der  Determinante  +1  bilden. 
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Die  sechs  durch  (3)  als  Functionen  von  Ya,  Vb,  Vc,  Ye  definirten  Grössen 
b\,  c[,  e[,  b",  c'l,  e'l  lassen  sich  auch  als  Functionen  der  ihnen  coordinirten 
Grössen  au  bx,  cu  e:  darstellen.  Denn  die  vier  in  (1")  enthaltenen  Gleichungen, 
nach  Ya,  Yb,  Yc,  Ve  aufgelöst,  'geben  diese  vier  Grössen  als  lineare  Func- 
tionen von  yö^,  Vö,,  Vclf  Vc7  und  diese  Wertlie  von  ]/a,  Yb,  Vc,  Ye,  in  (3) 
st,  geben 


(3*)  c\  =  kv^t; +y^),  <  =  kVv^-Vvj 

«j  =  KVvT+VSJA).    <'  =  KV^  — VVT)= 

wo  alle  Quadratwurzeln  positiv  zu  nehmen  sind. 

Da  die  sechs  Grössen  b\,  c[,  e[,  £",  c",  e"  durch  die  vier  ihnen  coor- 
dinirten Grössen  rtlf  blf  c1}  eL  eindeutig  darstellbar  sind,  so  kann  man  auf  die- 
selbe Weise  zu  den  gegebenen  Elementen  a,  b,  c,  e  sechs  coordinirte  positive 
Grössen  b',  c,  e\  b",  c",  e"  hinzufügen,  indem  man  dieselben  durch  die  Glei- 
chungen 

v —KVöB+y«),  6"=icyäb-yc?) 

(4)  e'  =  ^y^+yR),    c"  =  KV^— V&Ö 

«'  =  KV«+V5c^    e"  =  KV«  — VBc ) 
definirt,  in  welchen  alle  Quadratwurzeln  positiv  zu  nehmen  und  die  Hülfsgrössen 
a,  6,  C,  e  nach  (2)  zu  bestimmen  sind. 

Die  sechs  durch  (4)  definirten  zu  den  Elementen  a,  b,  c,  e  coordinirten 
Grössen  hangen  von  diesen  ebenso  ab,  wie  die  sechs  durch  (3)  definirten 
Grössen  von  as,  blt  c,,  ex,  daher  bilden  die  nenn  Brüche 


wiederum   die    Coefficienten   einer    orthogonalen    Substitution  mit   der  Determi- 
nante +  1. 

Die   hieraus    sich    ergebenden   Relationen    zwischen    den    zehn    positiven 
Grössen  a,  b,  c,  e,  b',  b",  c',  c",  e,  e"   stelle   ich    unter  Einführung  der  Hülfs- 
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grosse  X  in  dem  folgenden  Schema  zusammen: 

i.  bn-\-b"'2  =  tf+b3— o»— *?s  =  !(aö-t-ce) 


+  c"a  = 

=  o!+c 

— 4>— 

<•  = 

^(ac+be) 

+  e"ä  = 

=  <!>  +  (! 

— 4'- 

c2  = 

Kae -t-6c) 

6"— b' 

>  =  »'■- 

-«"■  = 

«"- 

«"» =  Vabce 

b'b' 

—  ,«J- 

-..= 

Kai 

—  ce) 

cV 

=  ac- 

-6«  = 

Kit 

-be) 

ii 

=  ac- 

-4»  = 

K« 

-6c) 

(ab-c 

,){ac- 

^)((f(;- 

-4») 

=  &'4"«V'«V' 

=  «4'- 

-44" 

15 

«• 

b'   =  ei  — bc' 

=  44'- 

-ab" 

IG 

«' 

b"  =  bc 

— cc' 

=  c4'- 

-eh" 

17 

4' 

c'   =  *, 

-ee1 

=  «4'- 

-cb" 

18 

4' 

c"  =  ee 

— ««■ 

=  «'- 

-HO" 

19 

4' 

c'  =bc 

-ei 

=  cc'  - 

-««" 

20 

4' 

c"  =  ce 

—be' 

CA) 


aX=V  c'  e'-\-b"c"e"  =  ^Vabce(a+b~|-c+c) 
bk  =  b'c"e"-{-b"c'e'    =  il/abce(a+b— .c—  e) 
<a  =*  &'V«"+fi'cFV   =  jyäbceCa— 6-J-c— e) 
24.      e^  =b"c"e'+b'c'e"   =  iYaice(a — b — c-i-e). 

Defmirt  man    im  Anschluss  an  die  vier  letzten  Gleichungen   vier    neue 
Grössen  St,  33,  S,  (5  durch  die  Gleichungen 

i.  3U  =  6'  c'  e'~~b"c"e"  =  j(bce+ace-i-ftbe-i-a&c) 

2.  SA  =  b' c"  e" —b"  c' e'   =  £(bce-i-ace— abe— abc) 

3.  ©A  =  b"c'e"—b'c"e'   =  £(bce— ace-t-abe— abc) 

4.  ©A  =  b"c"e'—b'c'e"   =  J(bee—  ace—  abe-i-abc), 


(15) 


so   genügen    dieselben    den    folgenden    unter   Einführung  der   neuen  Hülfsgrüssc 
,«s  =  -jj-    aufgestellten    ltetat innen: 


C.  W.  Bocchardt's  Werke. 
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1- 

(a+«)Jl  =  26V  e'                  5.     («~9f)A  =  26' W 

2. 

(6+3)2  =  2b'c"e"                6.     (b—SS)X  =  26"  cV 

3. 

(e +(£);.  =  2iVe"                l.     (0  —  6)A  =  26V'e' 

4. 

(e+@)i=326"c"e'                8.     (e— <§)X  =  26V  e" 

9. 

«s  —  3l2  =  6a  —  23*  =  c^  —  (52  =  «*  —  0-'  =  4/ia 

10. 

206+313)  =  2(>+(S@)  =  V  ^^rf " 

(C) 

13. 

2(ac+ä@)  =  2(5e+23(S)  =  4jis-^±£— 

2(<xe+3l@)  =  2(6c+S3G)  =  4^a  e   f  » 

dl    .       b'b"c'c"e'e"          (ab—ceXac—beXae—bc) 

11        V               "P                                 abce 

14, 

«3i+623+c(S+e©  =  A 

15. 

6'9(+6"3  =  cV 

16, 

c'a+c"g  =  e'b' 

17. 

•  «+«"«   =  b'c'. 

ÜB 

seien 

b'ni  clj   eli   &m's   c«;   e«     die    Grössen,    welche    von    an 

,  K,  c„ 

)    #« 

ebenso  abt 

langen. 

,  wie  b',  c',  e',  b",  c",  e"   von  a,  b,  c,  e,  dann  ist. 

WOgL'T) 

der 

i'i'ir 

n  =  <x 

)  stattfindenden  Werthe 

(4*) 

b               c               en 
lim  —  =  lim  — -  =  lim  —  -  =  1 , 
a                  a                 a 

aus 

(A 1-3)    ersichtlich ,    dass   jede    der    sechs    coordinlrten   Grössen 

K;    <L, 

e«; 

K t  c»  s  e»  für  n  =  00  Null  zur  Grenze  hat. 

Da  jede  dieser  sechs  Grössen  unendlich  klein  wird,  während  aB,  6„,  c„, 
e„  sich  derselben  von  Null  verschiedenen  Grenze  </  nahem,  so  liegt  die  Ver- 
muthung  nahe,  dass  die  Producte  cle'n>  etc.,  welche  den  linken  Seiten  der  Glei- 
chungen (A  9-20)  analog  gebildet  sind ,  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ord- 
nung werden,  dass  dagegen  jedes  der  beiden  Producte  anb\,  bnb",  etc.,  deren 
Differenz  dem  Product  c'„ß',,  etc.  gleich  ist,  unendlich  klein  nur  von  der  ersten 
Ordnung  wird,  woraus  dann  weiter  folgen  würde,  dass  sich  jeder  der^.  drei 
Quotienten 

K         <'         <' 

K  '      <~ '      <~ 
für  n  —  00  der  Einheit  als  Grenze  nähert. 
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Um  diese  Vernmthung  zu  bestätigen,  setze  man 
c'e'  b'e'  b'c' 


und  allgemein 


K: 


"a  h'  ' 


Die  Gleichungen  (A  9,  is,  n)  auf  die  Form 

ab'  ab'  '        a  c'  ac'  '        a  e'  a  e' 

gebracht,  zeigen,  dass  p,  q,  r  zwischen  0  und  1  liegen;    da  überdies  nach  (4) 
b',  c'.  e    der  Ungleichheit  b'  >  c  >  e'  genügen,  so  ist 

p  <q  <r 
und  ebenso 

$n  <  In  <  V 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nach  (1,2,3) 

b\d        6  c 

andrerseits   nach  (4) 

__  _ÄY_      (Vftb+Vce)(Vöc+ybe)  =  (a-He)Vbc+(b+c)Vöe 

und  hieraus  ergiebt  sich,  da  Yae >•  Vbc  ist, 

r>  (n+B+c+e)VFc  /5c 

4«yöe  '      '  'ne' 

folglich 

r,  <  r2 
und,  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Ungleichheit, 

rB  <  r8", 

also  für  n  =  co.  da  r<  1  ist, 

limrffl  =  0, 

woraus,  da  pK,  q„  kleiner  als  r„  sind,  hervorgeht,  dass  auch  diese  Grössen  Null 

zur  Grenze  haben.     Demnach  hat  man  mit  Berücksichtigung  von  (An,  13,  v?) 

0"  c"  e" 

(5)  lim  ~  =  1 .       lim  -"  -  =  1 .       lim  -f  =  1 . 

"n  Sl  Su 

49* 
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Mit  Hülfe  hiervon  erhält  man  aus  (A  16,  äo) 

e'  b"  b'  c" 

(5*)  lim-~~  =  0,       lim-^-  =  0. 


Umkehrung  des  Algorithmus. 

Man  löse  die  Gleichungen  (1)  nach  Va,  Yb,  Yc,  Ve  auf  und  nenne  die 
hieraus  hervorgehende  Operation,  vermittelst  welcher  man  von  a,,  b1}  c„  e, 
zu  a,  b,  c,  e  Übergeht,  den  umgekehrten  Algorithmus.  Man  nehme  ferner  an, 
die  positiven  Grössen  Oi>&i>c1>eJ,  welche  ein  eigentliches  System  bilden, 
seien  gegeben,  die  Grössen  a,  b,  c,  e  aber  durch  den  umgekehrten  Algorithmus 
aus  den  ersteren  zu  bestimmen.  Nach  Yä,  Yb,  Yc,  Ve  aufgelöst,  geben  die 
Gleichungen  (1) 

2}/a  =  Yä^+YK  +  Y^+Yti. 
2yT  =  Yal+Yf,—  VcT  —  VeT 

2y7  =  y^_y^_i/^+y^. 

Wenn  man  jeder  der  vier  Quadratwurzeln  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  ihre 
beiden  Vorzeichen  giebt,  so  enthält  das  System  (6)  sechzehn  verschiedene 
Lösungen  für  Ya,  V7>,  Ve,  Ve.  Aus  diesen  sechzehn  Lösungen  wähle  ich  zu- 
nächst diejenige  aus  und  nenne  sie  die  eigentliche  Lösung,  in  welcher  jede  der 
vier  Quadratwurzeln  yöi,  yßj,  Vd,  Y^i  positiv  genommen  ist.  Da  der  Voraus- 
setzung nach  «j,  6„  c„  en  also  auch  a,.  b,,  c1;  tu  ein  eigentliches  System  bil- 
den, so  bilden  in  Folge  der  Identität 

Y\iL  —  Yh^  =  Yäe  —  V^ö 
Va,   V&,  Vc,   Ye   ebenfalls    ein    eigentliches  System,    und   da  die    drei    ersteren 
dieser  vier  Grössen  nach  (6)  positiv  sind,  so  muss  auch   ye   positiv  sein.     Man 
hat  daher  folgendes  Resultat: 

Es  seien  o,  >  by  >  c,  >  et  vier  gegebene  positive  Grössen ,  welche  ein 
eigentliches  System  bilden.  Man  bestimme  aus  denselben  durch  die  Gleichungen 
(6),    in    welchen  alle  Quadratwurzeln  positiv   genommen  werden,    Va,   yb,  V  c , 
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V«  ,  so  sind  diese  vier  Grössen  ebenfalls  positiv,  bilden  ein  eigentliches  System 
und  genügen  der  Bedingung  Vä>Vi>Vc  >  Ve . 

Nimmt  man  in  (6)  zwei  der  drei  Quadratwurzeln  Vb,,  VT,,  Ve,  negativ, 
die  dritte  und  Voi  positiv,  so  erhält  man  drei  Lösungen,  welche  aus  der  eigent- 
lichen Lösimg  durch  die  Permutationen  (B),  (0),  (E)  hervorgehen.  Nimmt 
man  dagegen  Yäi  und  eine  der  drei  Quadratwurzeln  Vblf  Vc7,  1%  negativ,  die 
beiden  anderen  positiv  oder  endlich  alle  vier  Quadratwurzeln  negativ,  so  erhält 
man  vier  fernere  Lösungen,  welche  sieh  von  den  vier  bereits  betrachteten 
nur  durch  gleichzeitige  L'mkebrung  der  Zeichen  von  Va ,  Vb,  Vc,  Ve  unter- 
scheiden. 

Diese  acht  Lösungen,  in  welchen  eine  gerade  Anzahl  von  Quadratwurzeln 
auf  den  rechten  Seiten  von  (6)  positiv,  die  übrigen  negativ  genommen  werden, 
sind  also  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden  und  sämmtlich  auf  die 
eigentliche  Lösung  zurückzuführen. 

Es  bleiben  nun  acht  fernere  Lösungen  übrig,  welche  aus  (6)  hervor- 
gehen, wenn  man  von  den  Quadratwurzeln  Va,,  Yb\,  Vti,  V^i  eine  ungerade 
Anzahl  mit  positivem,  die  übrigen  mit  negativem  Vorzeichen  nimmt.  Diese 
acht  Lösungen  lassen  sich  auf  ähnliche  Weise,  wie  dies  mit  den  ersten  acht 
Lösungen  geschehen  ist,   auf  eine  derselben  zurückführen,   nämlich  auf  die  Lösung 

2y^  =  yä,  —  Vb,  —  Vc7— Y"e7 
2fff  =  yäl—yh]^-Yc^]/tl 
■■zy^  =  y^-Hi/b^-|/^+y^ 
2y?  =  yä.+vX+V^— V07, 

wo    die   vier  Quadratwurzeln  vat,  Vb,,  Vc15  Vci   wiederum    positiv    zu    nehmen 
sind  und  welche  ich  die  uneigentliche  Lösung  nenne. 

Durch  Elimination  der  Quadratwurzeln  Voi,  Vb,,  Vc1;  Vt,  zwischen  der 
eigentlichen  und  uneigentlichen  Lösung  drückt  man  die  letztere  durch  die 
erstere  vermittelst  der  Gleichungen 

2V^  =  —V«  +  Vä  -H"|/^  -I- }fe 

2]/¥  =       fa —}ß +-fc +Y~e 

2  V?  =    y~a+yb~  y~c+y~e 

2V?  =       -fa  +Vi  H-Vc  -  ye 


3*) 
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chungen  (6*)  folgen,   wie  sich  von  selbst  versteht,  die  Be- 


=  iC"*-H**H-o*-r-«*: 

=  K1/Ö*7'  +  |/SV 


dagegen  hat  t 


m 


=  .(«•+«•-<••*-»•)  =  -6-;  =  -kvsj  -im 
-  ic«"+«*-**-«*)  -  -«;■ = -kvs  -yso 


-SVX"*«-— 5*«*)  =  —644,0,  «,*;<< 
e*,  e*  bilden   also   ein  uneigentliches  System 


=  Klff4>-V??)  =-4;  =  -«.+»-„-.) 

=  iOR^-Wf)  ==  -«;  =-k«+«-J-0 

woraus  hervorgeht,  dass 

negativ   ist.     Die  Grössen   «*,  6*. 
und  man  hat  folgendes  Ergebnis* 

Wenn'  man  den  Algorithmus  (1)  umkehrt  und  diesen  umgekehrten  Algo- 
rithmus auf  die  positiven  Grössen  «ls  6,,  c,,  e,  anwendet,  welche  ein  eigentliches 
System  bilden,  -so  erhält  man  ein-  einziges  eigentliches  System  von  positiven  Ele- 
menten a,  b,  c,  e.  Ausserdem  erhält  ■■man  ein  zweites  durch.  (0;,:)  defatirtes  System 
a*,  lf,  d",  e* ;  dies  ist.  aber  ein  uneigentliches. 

Da  das  System  a",  b*,  c*,  e*  aus  «,  h,  c,  e  dadurch  hervorgeht,  dass 
von  den  Grössen  Vq,,  ]/&,,  Vü,  Ve,  eine  ungerade  Anzahl  das  Zeichen  wechseln, 
so  besteht  zwischen 

X 
die  Relation 


=  ]/a*b*c*e* 


man  hat  daher  unter  Berücksichtigung  von  (B  1-4)  die  Gleichungen 
(7*)     9l*=>—  «„     SB*  =«■  — 5815     <BJ  =  — 6X,     6?  =  —^,     **  =  - 
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4. 

Variabeinsysteme,  welche  mit  den  Elementen   und  den  transformirten 

Grössen  in  Verbindung  stehen.     Coordinirte  Variabein  erster  Art. 

Man  ordne  den  Quadratwurzeln  Yä,  Vi,  ]/c.  ye  der  Elemente  ein 
System  von  Variabein  w,  x,  y,  z  (die  ursprünglichen  Variabein)  und  den 
Quadratwurzeln  Vö^ ,  V b, ,  Vc, ,  Ve~,  der  transformirten  Grössen  ein  zweites 
System  von  Variabein  wl,  x,,  yu  s,  (die  transformirten  Variabein)  zu  und 
defmire  die  Abhängigkeit  beider  Systeme  von  einander  durch  die  Transfor- 
mationsgleichungen 


41^,«,,  = 

io'  +  *>  +  J 

a+J 

C8) 

4\/el!h  = 
41/7,  z,  = 

Im,,    + 
2-wy     + 
Iwz    -+- 

2j/2 
2« 
2ay 

che  i 

;nan  in 

die 

eine 

Gleichung 

(»•) 

KTß, 

M>, 

+sys 

1«,+«,y^jr, 

+  «e'V^2,; 

=  (w-\-ex-\-e'y-\-ep,'  z)' 

zusammenfassen  kann  und  aus  welchen  sich  als  entsprechende  Werthsysteme 
beider  Variabeinsysteme 

*v=y^,    *=yF,    y=ys-,    z=M7 

ergeben.  Positiven  "Werthen  von  w,  x,  y,  z  entsprechen  positive  Werthe  von 
w\-  #1)  Vi>  z\  UDfl  diese  letzteren  Variabein,  als  Functionen  der  ersteren  be- 
trachtet, haben  wiederum  die  Fundamental  -Eigenschaft,  unverändert  zu  bleiben, 
wenn  man  auf  w,  x,  y,  z  eine  der  drei  Perm utatio neu 

(I)  =  ("S"l    (Y)^"*»2),      m=(«"i") 
U  in  3  j/  y       \y  z  w  a>/'  y        \zy  x  w! 

anwendet.  Jedes  Werthsystem  w^.  xl}  yx,  zv  wird  daher  viermal  durch  positive 
Werihe  w,  x,  y,  z  dargestellt,  niimlich  durch  die  vier  Systeme 
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Den    vier    transformirten   Variabein   wu   xl}   y,,   z1    seien    sechs 

neue  Variable 

durch  die  Gleichungen 

4"|/6[«J  =  «»a-Hai3—^—  3%       4'|/5['a£  =  2wos  —  2yz 

(9)                 ^V^Vi  =  vP-k-tf— o?—  &,      ±y7;y';  =  2wy  —  2xz 

^y^z\  =  w2+  zt—x'—y*,      41/cj7  2"  =  2w2  —  2xy 

coordinirt,    so  dass  den  Werthen  w  =  Va,  x  =  }/b,  y  =  \c,   z  - 

=  Ye   nach  (3) 

die  Werthe  x\  =  YK ,  y\  =  Vc[,  z\  =  Y*k%  a%  =  YW ,  y"  =  Yd[ , 

z"  =  Ve['  ent- 

sprechen,  dann  bilden  wiederum  die  Brüche 

IYb1x1  Ve\  z[       —  V<<| 

-v<-<     v^yi     y^<    :  v*>, 

ein  System    von    neun    Coefticienten    einer    orthogonalen   Substitution    mit    der 
Determinante  -f-1. 

Man  denke  sich  die  sechs  Va.ria.beln  x[,  y[,  z\,  x",  y[',  z"  als  Functionen 
der  ihnen  coordinirten  Variabehi  w,,  xt,  y,,  z,  ausgedrückt  und  bezeichne  mit 
x',  y',  z',  x",  y",  z"  die  nämlichen  Functionen  der  ursprünglichen  Variabein 
w,  x,  y.  z,  so  dass  w  =  Ya,  x  =  Yb,  y  =  Y~c,  z  =  Ye,  x'  =  ]/T/,  y  =  Yc\ 
3'  =  Ye',  x"  =  Y&',  y"  =  Vc",  z"  =  Ye"  zusammengehörige  Werthe  der  zehn 
Vai'iaheln  sind,  dann  bilden  die  Variabehi  w,  x.  y,  z  mit  den  ihnen  coordinirten 
x',  y\  z',  x",  y",  z"  ein  System  von  zehn  Variabein,  deren  Verhältnisse  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  die  neun  Brüche 

|     Ybx         V?z'      -yj'f  1 

(i)  j-y?^"     ycy       y?v  j  =  y»« 

1      Mc'y'       -VF*"         Mez     I 

die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  mit  der  Determinante  -+- 1  sind. 
Aus    dieser    Bedingung    folgen    Relationen,    welche    theils    zwischen    den 
Quadraten,    theils    zwischen    den    Producten    der    zehn    Variabein    stattfinden. 
Zwischen   den   Quadraten  derselben  hat  man  fünf  lineare  .Relationen,   nämlich 

1.  b' Vs-j-J" '  x"2  =  aws-i-hx2 —  vy-  —  e,z2 

2.  e'y'ä  +  c"y"s  =  a«Ja  —  baß-^-cy1  —  es? 

3.  e'2'2  ■+■  e"z"-  =  avfl  —  h^  —  cy^-^e^ 

4.  b'x"J  —  b"%"2  =  c'y's  —  c"i/"a  =  e'z'3  — e"z"s, 
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aus  welchen  zwischen  je  vier  Quadraten  folgende  zwölf  lineare  Relationen  folgen, 
die  ich  in  Form  von  Doppclirleiclum^en  darstelle*): 


1.    2.         c 

y'2-r-ö"  z"?  =  c"  i/'2 -h  e' s'2    =  <w2  —  &#a 

3.    4.        e 

«"»-t-y«""  =  e"  s"a4-i'*'a  =  öw8-  c#9 

;,.   6,       b 

(E) 

7.    8.         c 

y'2  —  Jz'*    =<?>y"Z-~e"z"*=~oyi  —  ezl 

9.  10.         e 

z'2  —  b'x'2    =  e"  z"2 —  b"a?'i  =  ezi  —  ba? 

11.  IS.       6 

x'1 —  c'j/'2    =  6"aj"a  —  c"-y"sssa  Sa^  — c^a. 

ierzu  kommen  fünfzehn 

Relationen  zwischen  den  Producten,  nämlich 

l. 

y&V'W    =  Yalwx  —  }lce  yz 

2. 

yc'c"  y'y"     =  ~\jac  loy  —  ]/oe  #3 

3. 

]/<?'(]"  z' z"     =  yäß  vsz  — y~bc  xy 

4. 

ifUy'z'   =  y^v  wx' ~yw  xd' 

5. 

YJfJ'y-'z"  =  -föVmd—  YäWwte" 

C. 

\/c"e'  y"z'     =  ]fcWyat'  — ~]/ eb"  zx" 

(F)                  l 

\/c'e"  y'z"     =  ]fe¥  zx' — ]/cb"  yx" 

yb'e'  x' 's'       =   yac'  wy]  —  ]//■«:"  ■//■//" 

9. 

yb"e"  x"z"  =  ]/c7  yy' — Yac"  wy" 

10, 

Yb'e"  x'z"    =  ]/7/  zy'  —']/bc'  xy" 

u. 

yf/"c'.,v"z'    =  ^bc7  xy' — y 'ec"  zy" 

12. 

yiV  x'y'     =  yö7  «ig'  —  l/ee77  22'' 

13. 

V*"c"  *"«/"  ==  Ye7  zz'  —YtuFwz" 

14. 

YW7x"y'     =  V'be1  xz' -Y^ yz" 

15. 

}/l>'c"  x'y"      —   y<.'fi'  jys'  — y/ji»"  ;<?£". 

*}  Von  den  beiden  jedi.tr  Dopi>^!^!cii.'liiiiig'  gc-ebcnei]  Nummern  bezieh!   sich  die  crsi.ere  auf  Gloiid,- 
setzung  des  ersten  und  dritten  Theils,  die  letztere  auf  Glek'hseViung  des  zweiten  und  dritten  Theils. 
C.  W.  Boreliardt'a  Werke.  50 
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Coordinirte    Variabein    zweiter    Art.      Göpel  sehe    bi  quadratische 
Relation. 

Nachdem  im  letzten  Artikel  zu  (Jen  ursprünglichen  Variabein  w,  x,  y,  z 
sechs  Functionen  derselben  x',  y',  z',  x",  y",  z"  als  coordinirte  Variable  hinzu- 
gefügt worden  sind,  welche  ich  im  Folgenden  coordinirte  Variable  der  ersten 
Art  nennen  werde,  untersuche  ich  jetzt,  welche  neuen  Variabeln  aus  x',  y\  z\ 
x",  y",  z"  hervorgeben,  wenn  man  auf  w,  x,  y,  z  eine  der  drei  Permutationen 


(!)=(«•»«),     m={w'V°),     (Z)  = 

V*  v)  z  y)  y       \y  z  w  x) 


anwendet,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  erstens  jede  derselben  doppelt 
angewandt  die  ursprüngliche  Variabeln  folge  wiederherstellt  und  dass  zweitens 
zwei  derselben  hinter  einander  angewandt  die  dritte  ergeben. 

Im  Allgemeinen  würden  diese  drei  Permutationen  den  6  coordinirten 
Variabein  erster  Art  18  neue  hinzufügen,  also  die  Anzahl  alier  auf  24  bringen. 
Aber  es  giebt  einen  besonderen  Fall,  in  welchem  sich  diese  24  Variabein 
durch  Coincidenzen  auf  12  redlichen.  Dieser  speeielle  Fall,  welcher  eine  Be- 
dingungsgleiehung  zwischen  w,  x,  y,  z  erfordert,  liegt  der  folgenden  Unter- 
suchung zu  Grunde. 

Man  wende  zunächst  die  Permutation  (X)  auf  die  Variabein  x',  x"  an. 
Nach  der  Relation 

(Fl)  yW'x'x"  =  yäbwm—yes'yz 

bleibt  bei  Anwendung  der  Permutation  (X)  das  Product  x'x"  unverändert, 
d.  h.  .geht  x1  in  Ix"  über,  so  geht  gleichzeitig  x"  in  -j-x'  über.  Es  bedarf 
daher  nur  einer  Beditigungt-gleichung  £  =  1,  damit  unter  Anwendung  der  Per- 
mutation (X)  die  Variabein  x',  x"  in  einander  übergehen.  Diese  Bedingungs- 
gleichung in  die  Variabein  w,  x,  y,  z  auszudrücken,  hat  keine  Schwierigkeit, 
In  der  That  nach  den  Gleichungen  (Dl),  (Fl)  des  vorigen  Artikels  stehen 
die  Variabein  x\  x"  mit  w,  x,  y,  z  durch  zwei  Relationen  in  Verbindung, 
nämlich 


(Dl) 

Vi/-'  +  6"*'" 

=  a.vp-trba?  —  cy1 — 

(PI) 

VWV.I 

"  =  lÄiioi-y^yi 
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Gehen  überdies  unter  Anwendung  der  Permiitation  (X)  die  Variabeln  x',  x"  in 
einander  Ober,  so  hat  man  die  dritte  Gleichung*) 
(Dl,X)  b"x'*+b'x"*  =  a^  +  bvß  —  c^  —  eyK 

Die  gesuchte  Bediiignngsgleiehnng  ist  daher  das  Kesultat  der  Elimination  von  x' 

und  x"  zwischen  diesen  drei  Gleichungen,  d.  h.  sie  ist,  wie  man  sofort  übersieht, 

eine  homogene   biquadratische  Gleichung  in  w;  x,  y,  z. 

Die  sich  zunächst  darbietende  Art  der  Elimination  von  x',  x"  zwischen 

den  obigen  drei  Gleichungen  besteht  darin,   dass  man  (Dl)  und  (Di.X)  nach 

x'1    und   x"3   auflöst,    wodurch    man    unter   Berücksichtigung    der   Gleichungen 

(A  i,  fl-12)  die  Werthe 

'km"*  =  c'e'w*  -\-o"e"xi  —  c"e'yi — c'e"zi  =  XIJ 
(10)  rii_  (        s        „  ,  ,  _       „ 

erhält.  Quadrirt  man  ferner  die  Gleichung  (F 1)  und  substituirt  für  x''\  x"2 
ihre  Werthe  aus  (10),  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  rechte  Seite  von  (Fi) 
mit  L  bezeichnet,  b'b"L'L"~Ui  =  0,  eine  Gleichung,  weiche  mit  Benutzung  der 
Formeln  (A  21-24)  und  (0  13)  die  Form 

ti?&  =  b'b"L'L"—lß  =  0 
Hierin  sind  V,  L"  durch  (10)  bestimmt,  L  ist  durch  die  Gleichung 
(11*)  L^Yubwx-f^yz 

gegeben  und  <1>  ist  die  biquadi'atische  Function 

(12)  *  =  P— B  Q  —  CR  -  ES  +  2  KT, 


annimmt. 


(!:<■; 


P  =  W*-iraAjryi^rz'-,       B  = 

Q=      M  +  tf*,         c__ 

R=      w'y'  +  x'z*, 

E  = 
S=      vfi'  +  tff, 


Yabce  X' 

bb"c'c"e't>' 


ab- 

—  ce 

u'+c'- 

-&—e 

0,0 

-be 

a^+e"- 

-b>— c 

ae 

-8t 

YilTe    _ 

]ÄF 

c  abee 

*)  Ich  werde  itii  Folgenden  alle  aus  den  Gieid  Hingen   des  vorigen  Artikel?   durch    eine  der  Pcrinu- 
tationen  (X),  (Y),  (Z)  heivorgdiendun  GiuiolLuiiguii  duduiTh  bezdeimoi).  dass   ich  X,  Y,  7,  zur  Bezeichnung 

der  uvspi'üufrlidieii  Gleidsving  hinzufüge. 

50* 
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welche,  gleich  Null  gesetzt,  mit  dem  Namen  der  Göpelschen  biqnadratischen 
Relation  bezeichnet  wird. 

Von  den  Eigenschaften  der  Function  #  führe  ich  folgende  an: 

1)  sie  bleibt  unverändert  bei  den  Permutationen  (X),  (Y),  (Z),  sowie  wenn 
man  zweien  der  Variabein  w,  x,  y,  z   das  entgegengesetzte  Zeichen  giebt: 

2)  die  Function  *J>  und  ihre  vier  ersten  Differential quotienten,  nach  w,  x,  y,  z 
genommen,  verschwinden  gleichzeitig  für 

(SB)  w  =  yä ,      m  =  Yb,       y  =  ]/ö ,        z  =  ]/e  ; 

3)  die  Function  ll>  verschwindet  überdies  für 

(X)  w=-yF,     x  =  -]/¥' ,     y  —  0     ,     3  =  0 

es)  w  =  yj,  *=o   ,  s  =  yp,  2  =  0 

(3)  »  =  i/7,   *  =  o   ,  y  =  o   ,   z  =  yr,; 

4)  eine  Iiomoyme  hiqnadratiwhe  .Function  von  w,  x,  y,  z,  welche  steh  als  lineare 
Function  der  fünf  Ausdrücke  P,  Q,  B,  S,  T  darstellen  lässt  und  für  die 
vier  Werthsysleme  (3ß),  (S),  (?)),  (3)  verschwindet,  ist  von  <?>  mw  !fm  einen 
constanten  Factor  verschieden; 

von  welchen  die  ersten  beiden  bereits  früher  von  mir  ausgesprochen  sind 
(Bd.  83  p.  239  —  240  des  Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik), 
[p.  348  —  349  dieser  Ausgabe]. 

Unter  einer  etwas  veränderten  Form  erscheint  die  Function  <P,  wenn 
man  die  Elimination  zwischen  den  Gleichungen  (Di),  (Fi)  und  (Di,X)  fol- 
gendermassen  bewerkstelligt:  Man  bilde  die  Summe  und  Differenz  der  Gleichung 
(Di)  und  der  doppelt  genommenen  Gleichung  (Fi),  so  ergeben  sich  die  beiden 
Gleichungen 

(12**)  (yVa'+yF'x"f  =  tDt,      (\/Vx'-l/F'x"f  =  1)i, 


m  =  Vi ., 

»+y5»+y»y+y« 

(18) 

,-yi, 

B  +  Ybx:  —  \/cy—  Ye 

,  =yi, 

v  —  ybz-t-y'cy  —  Ye 

i  =T«> 

«-yi'-yiy+i* 

und  hieraus 

--  l'Fitjj. 
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Zwischen  dieses'  Gleichung,    (Dl)   und  (Di,X),    welche    alle    drei  in  x'^,  x"** 
linear  sind,  eliminire  man  diese .  beiden  Grössen,  so  ergiebt  sich 

V»*9J  =  M, 

wo 

IM  =  (b'*+b"*Xaw*+ba?— ctf— «')— 2b'b"(bws+ax'~  eif— czs) 

und  21,  $8,  (£,  IS  die  durch  (B)  definirten  Grössen  sind. 

Diese  Elimination    führt   daher  zu.  folgender  Form    der    biquadratischen 
Function  <I>: 

(13*)  4^3>  =  Wjl)ä— (3t«y3+SÖ^+%2+@33y, 

wo  *  durch  (12),  lu,  i,  %  %   durch  (13)   und   %,  SB.  g,  @,  /*a   durch  (B)  und 
(C  13)  defmirt  sind. 

Bemerkt  man,  dass  die  quadratische  Form 

gleichzeitig  unter  den  drei  Gestalten 

IM  =  (b'^b''*)(avß+bx*-  —  ctf~ez^)—2b'b'\bw^axi  —  ey'l--czi) 
=  {c''2  +  c"2Xaw2-\-cyi—bx''  —  es2)  —  2c' c"  (cw'^-haf— ex'1— bz3) 
=  (e'2-r-e"2X«wa+«ä—  *^— c.'/a)  —  2eV'(ö«s-)-«32— ca?~  bif) 
und  das  Product  tD£t)5  unter  den  drei  folgenden: 

lür^ä  =  C*'^'a— ?»"^"3>S  =  OY3-^"2)2  =  (e'z'*-e"z"*f 
dargestellt   werden    kann,    so    geht   hieraus  hervor,    dass    (P  =  0   zugleich  das 
Resultat    der  Elimination    von    y',  y"   zwischen   (D2),  (D:2,Y)   und  (Fa)    und 
das  Resultat  der  Elimination   von  z\  z"  zwischen  (Ds),  (D3,Z)  und  (F3)  ist. 
Man  hat  also  das  Ergebniss: 

Es  seien  von  jetzt  an  w,  x,  y,  z  nicht  mehr  von  einander  unabhängige 
Variable,  sie  seien  vielmehr  durch  die  homogene  -  biquadratische  GÖpelsche  Rela- 
tion <f»  =  0  mit  einander  verbunden,  wo  0  durch  Gleichung  (12)  definirt  ist, 
dann  gehen  bei  gleichzeitiger    Vertauschung 

von    w    mit    x    und    y    mit    z    die     Variabein    x',    x", 


■in  einander   über. 
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Von  den  18  Variabein,  die  aus  x',  y\  z',  x",  y",  z"  dureh  die  drei  Per- 
mutationen (X),  (Y),  (Z)  hervorgehen,  coincidiren  also  6  mit  den  ursprüng- 
lichen. Die  noch  übrigen  12  coincidiren  ebenfalls  paarweise.  In  der  That, 
delinirt  man  die  Variabein 

5",    Y"    als  die  Wertlie.   in  welche  resp.   y',    y"    durch  die  Substitution    (X) 

%',      %"       »        »  »  »  ,  ,  3',      *"  >  «  ,  (Y) 

X',    X"     „     „          „         „                   „  x',  a"       „        „             „             (Z) 
übergehen,  so  sind  gleichzeitig 

Z",    Z'    die  Werthe,  in  weiche   z',  z"  durch  die  Substitution    (X) 

X",    X'     „          „         „        „        a',  x"  „        „             „             (Y) 

5"',  y  .     ,      »     „     y,  y    „     „        „        cz> 

übergehen.  Denn  durch  (Z)  gehen  z\  z"  in  0",  0',  durch  (Y)  gehen  2',  s" 
in  Z' ,  Z" ,  folglich  gehen  durch  beide  Permutationen  (Z),  (Y)  hinter  einander 
angewandt,  d.  h.  durch  (X),  die  Variabein  z\  z"  in  Z",  Z'  über,  w.  z.  b.  w.; 
und  ähnlich  wird  die  zweite  Entstehungsweise  der  Variabein  X",  X',  Y",  Y' 
aus  der  vorausgesetzten  eisten  bewiesen. 

Es  kommen  also  durch  Anwendung  der  Permutationen  (X),  (Y),  (Z) 
auf  die  edordinirten  Variabein  x',  y',  z',  x",  y",  z"  erster  Art  sechs  und  nur 
sechs  coordinirte  Variable  X\  Y',  Z',  X",  Y",  Z"  zweiter  Art  hinzu.  Beide 
Arten  mit  den  ursprünglichen  Variabein  w,  x,  y.  z  zusammen  bilden  also  ein 
System  von    Ifi  Variabein,  welche  in  folgendem  Quadrat: 

.%'  z"         X"         X' 

y      r      y    y» 

z'         Z"         Z'  z" 

angeordnet  werden  mögen. 

Die  gegenseitige  Abhängigkeit  dieser  16  Variabein  wird  dadurch  definirt, 
dass  das  System  der  neun  Brüche 

I    ]fi<»        Ve'z'      -W'y") 
I    i/7  y     -yV'z"       }/7z    | 

und    die    drei    Systeme    von   neun    Brüchen    (II),  (III),  (IV),    welche   aus  (I) 
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durch  die  Permutationen  (X),  (Y),  (Z)  hervorgehen,  die  Coefficienten  einer 
orthogonalen  Substitution  mit  der  Determinante  -|-1  sind.  Diese  vier  Forde" 
rungen  sind  zwar  nicht  unabhängig  von  einander,  die  vierte  ist  vielmehr  von 
selbst  erfüllt,  wenn  es  die  drei  ersten  sind:  es  genügt  indessen  für  das  Folgende 
zu  wissen,  dass  jede  aus  einer  der  vier  Forderungen  folgende  Gleichung  eine 
nothwendige  Relation  zwischen  den  16  Variabein  giebt. 

Die  aus  der  Forderung  (T)  folgenden  Relationen  zwischen  den  10  Varia- 
bein w,  x,  y,  z,  x',  y',  z',  x",  y",  z"  sind  in  den  Formelsystemen  (D.  E.  F) 
erschöpfend  dargestellt.  Die  aus  den  Forderungen  (II,  III,  IV)  sich  ergebenden 
Formeln  erhält  man  daher  aus  den  Systemen  (D,  E,  F),  indem  man  auf  die- 
selben die  Permutationen  (X),  (Y),  (Z)  anwendet  und  dabei  berücksichtigt, 
dass  die  Variabein 


durch   (X)   in 
„       (Z)   „ 


übergehen    und   dass  jede  Permutation  zweimal   hinter  einander  angewandt  auf 
den  "Werth,   von  welchem  man  ausging,  zurückführt. 


Ausdrücke  der  sechzehn  Variabein  durch  unabhängige  Veränderliche. 

Indem  man  die  im  vorigen  Artikel  gegebenen  Definitionen  des  Zu- 
sammenhanges zwischen  den  ursprünglichen  und  coordinirten  Variabein  erster 
und  zweiter  Art  zu  Grunde  legt,  kann  man  sich  die  Aulgabe  stellen,  entweder 
die  coordinirten  Variabein  durch  die  ursprünglichen  auszudrücken,  oder  alle 
16  Variabein  durch  die  nämlichen  unabhängigen  Veränderlichen  darzustellen: 
ich  werde  mich  zunächst  mit  der  letzteren  Aufgabe  beschäftigen. 

Man.  kennt  bereits  in 

(2S)  w  =  ]/a,  x  =  -fb,  y  =  y~c,  z=fe 

ein   für  diese  Variabein  mögliches,    d.h.    die    Gleichung   sf>  =  0  befriedigendes, 


. 

* 

S 

* 

x" 

y' 

s" 

'' 

2" 

- 1» 

* 

V 

*" 

m' 

T 

Y" 

Z" 

Z' 

3 

* 

W 

, 

X" 

X' 

y" 

y' 

Z' 

\z" 

' 

V 

. 

« 

X' 

X" 

Y" 

Y' 

z" 

1 
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Werthsystem  und  weiss,  dass 

OB')     x'  =  l/V,     y>  =Yc\      z'  =  Ye',     x"  =  yV>,     y"  =  ]/7' ,     z"  =  ]ß~' 
ein  gleichzeitiges  Werthsystem  der  coordinirteu  Variabein  erster  Art  ist.     Bildet 
man    überdies    die    sechs    Gleichungen    (Di,Y),    (Dl,Z),    (D2,Z),    (Ü2,X), 
(D3,X),    (Du,  Y)    und    substitnirt    in    dieselben     das    Werthsystem    (SB),    so 
findet  man 

(SB")  X'=  F  =  ^'  =  X"=  Y"  =  Z"  =0 

als  die  gleichzeitigen  Werthe  der  Variabein  zweiter  Art.  In  dem  Complex  der 
16  Werthe  (2B,  3B',  SB"),  die  man  zusammen  mit  (3BU)  bezeichne,  besitzt  man 
also  ein  zusammengehöriges  reelles  Werthsystem  der  16  Variabein.  Dies  fest- 
gestellt, denke  man  sich  die  Gesammtheit  der  mit  dem  Werthsystem  (3B(,)  con- 
tinuirlich  zusammenhangenden  redk-n  Wertb  Systeme  der  IG  Variabein,  dann  ist 
die  Aufgabe,  die  16  Variabein  durch  neue  von  einander  unabhängige  Veränder- 
liche so  darzustellen,  dass  diese  Ausdrücke  die  Gesuuimthe.it  jener  Werthsysteme 
erschöpfen. 

Da  alle  Relationen  zwischen  den  16  Variabein  homogen  sind,  so  bleibt 
eine  Variable,  z.  B.  w,  willkürlich  und  nur  die  Verhältnisse  unter  denselben 
bilden  den  Gegenstand'  der  Untersuchung.  Für  die  Anwendung  auf  das  arith- 
metisch-geometrische  Mittel  genügt  es,  von  den  15  Quotienten  die  folgenden 
sieben : 

— ,  — ,  — ,  — ,  A  x,  — 

in  Betracht  zu  ziehen.  Es  lässt  sich  aus  den  Relationen  zwischen  den  16 
Variabein  leicht  beweisen,  dass,  wenn  w,  x,  Z%  z",  V",  y',  y,  z  bekannt  sind, 
die  übrigen  8  Variabein  sich  rational  aus  diesen  darstellen  lassen,  so  dass  die 
Realität  der  letzteren  aus  der  Realität  der  ersteren  folgt. 

Unter  den  Quadraten  der  6  Functionen  w,  x,  Z",  z".  Y",  y  finden  fol- 
gende Relationen  statt: 

(El)  Cy*    +e"z"*   =aw*-ba? 

(E9,X)  c"Y"*-\-JZ"i   =  am»—  hv? 

(E8,Y)  c"y'*  —  e"Z'!i  =  vvfi  —  exK 

Eine  derselben  ist  eine  Folge  aus  den  drei  übrigen,  welche  von  einander  unab- 
hängig   sind.      Man    kann    daher    aus   dreien   der    sechs   Quadrate,    z.  B.    aus  w;8, 
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— 

y« 
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'  = 

c'u 
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-c". 

o<+lY">  +cy". 
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Y'"\  y"2>  ^Q  übrigen  a?,  Z"'J,  z"2  linear  zusammensetzen.  Man  eliminire  zm 
zwischen  der  ersten  und  dritten,  xl  zwischen  der  ersten  und  dritten,  a)a  zwischen 
der  zweiten  und  vierten  Gleichung,  so  ergiebt  sich  unter  Benutzung  der  Rela- 
tionen (A  e,  17-20) 

(14) 


Es  seien  «3,  «4  zwei  willkürliche  reelle  Constanten,  welche  nur  der  einen 
Bedingung  unterworfen  sein  sollen,  dass 

(14*)  k  =  k3— a4 

positiv  sei;  dies  vorausgesetzt,  stelle  ich  die  Gleichung  zweiten  Grades  in  t  auf 

bee"T"2        ace'y"i        b'c'c"w*    „ 

t — «3  t — o,  «3 — «4 

Da  der  Voraussetzung    mich    sämmtliche    16   Variabein  reell  sind,    so    sind  die 

Zähler  bee"Y"*,  ace'y'2  positiv  und  das  letzte  Glied — —  negativ,  daher 

hat  die  Gleichung  in  t  nach  den  bekannten  Eigenschaften  der  Gleichungen 
dieser  Form  zwei  reelle  AVurzeln,  von  denen  die  grössere  p  zwischen  -|-oo  und 
«3,  die  kleinere  q  zwischen  »3  und  ai  hegt,  und  man  hat,  wenn  man 

«0  =  (<-ri(<-j) 

setzt,  die  Identität 

b'c'c"w'if(f)  _     b'e'e"wi(t—j>)(t—q) 

Cs-^X*-o,X«-«J  ~      («■-«.X'-'sX«-«») 

(15) 

■  ti^'YÜ.      aca'y'3        b'c'c"w* 

t—as     +  t—a4  a3— at   ' 

Man  bestimme  drei  neue  Constanten  cta,  au  u.2  aus  den  drei  ersten  der  folgen- 
den neun  Gleichungen: 


(16)       4.     -t_i.  = 
ß3— at 

«3 — a4  c' 

C.  W.  Rorchardt's  Werte. 


c'c"   '        '       h.j— ß+  b'c"  '        '      ß3  —  a+  b'c' 

beb"  «0 — ß^  aeb"        ^       av — a2  e'b"e" 

b'c'c"''  a, — a  b'c'c"'        '      a, — a,  b'c'c" 
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so  dass  die  letzten  6  aus  den  drei  ersten  mit  Hülfe  von  (A  6, 9,  n,  14, 17, 20) 
hervorgehen.  Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  zwischen  den  a  die  Ungleich- 
heiten 

%  >  «1  ■>  «a  >  a3  >  u4 

bestehen.  Man  setze  in  Gleichung  (15)  nach  einander  t  =  a0,  uXi  «s,  «3,  a, 
ein,  so  ergiebt  sich 


(". 

— «,)(««— 

°.)~ 

-(«"Y' 

*-*-. 

'</"- 

-4'»') 

«•"*««,) 

-(«r-" 

+ 

«y"- 

(«■ 

-«,)(•",- 

«,) 

-c'm!2) 

/:" -v:- /(<!„') 

-(4Y"> 

4- 

ys  - 

(.«: 

— »i)C"i- 

-«.) _ 

-c'W) 

8Vo"l 

«■««,) 

~bee' 

'Y"> 

(«1- 

-«,)' 

CoV'i 

»VW 

woraus  hervorgeht,  dass  f(f)  zwischen  «t  und  ß3,  sowie  zwischen  «3  und  #4 
das  Zeichen  wechselt,  dass  also  p  zwischen  er,  und  «ä  liegt,  so  dass 

"o  >  ßi  >  P  >  «s  >  «s  >  5  >  °4- 

Die  obigen  fünf  Gleichungen   ergeben  folgende  Ausdrücke   für  die  fünf 

Quotienten   — -  ,  — ,  — ,   ,  -£- : 

Man  setze 

Po  =  V«ü— P'     3>i  =  Vtt,— Pi     Ps  =  VP— «a-     P3  =  VP— «s»     ft  =°  VP— a4 
(17)  

?0  =  Vß0-~?'         ?1  ==  Vß] 2'         'l'i  —  Vai 1l         (h  =  Vtt3 2)         ?4  ==  VS  — tt4) 

so  dass  diese  10  Quadratwurzeln,  über  deren  Vorzeichen  die  Bestimmung 
vorbehalten  bleibt,  sämmtlich  reell  sind,  ferner  seien  En,  Els  Es,  Ea,  E4  die 
fünf  positiven  Grössen,  deren  Quadrate  durch  die  Gleichungen 

„        ,„  b"      abee  b"     bce'e"        _,„  6"     aee'e" 

o  b'      (cV')a  '  c'      (b'c-'J  '■<  c"      (b'c'y 

C18J  ,    „  , 

a  6  c  c  "  6  c:  c 
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bestimmt    sind    und    zwischen    welchen    unter  Einführung  einer  neuen  positiven 
Constante  h  die  Relation 

i    bje* 


(18*) 

stellt. 

dann 

hat 

h'  = 

man 

abee, 
V{dc 

•e"        1 

")•        4" 

1,\Wt 

E0  — 

"PA' 

E,^- 

=  i>l?l. 

CW) 

E,lf 

=  P>?8. 

E,f 

Ausser  den   obigen  fünf  Ausdrücken  /"(«„),  ...  />(«4)    bilde  ich  aus  Glei- 
chung (15)  noch  überdies  /'(/)  und  setze  darin  t  =  ct,„  dann  ergiebt  sich 

-  b'c'c''^  f(a0)  =  -  b'c'c''w2  (2^-p-g)  =  bee"Y"*+ac</tf*—V(ac+be)vP, 


oder  nach  Elimination  von  Y"%  vermöge  der  ersten  Gleichung  (14) 
(20)  Ml^!  (2«u—  p— q)  =  acb'w?-hbeb"a?— c'c"e'y'K 

Nachdem  in  den  Gleichungen  (19)  die  Werthe  der  fünf  Quotienten 
— ,  — ,  — ,  — — ,  — -  in  p,  q  gegeben  sind,  bleiben  noch  die  beiden  Quo- 
tienten — -,  —  zu  berechnen  übrig.  Hierzu  müssen  die  Relationen  zwischen 
den  Producten  der  16  Variabein  benutzt  werden.    Aus  den  beiden  Gleichungen 

(F7)  "|/cVT  y'z"      =  yetJzx'  —^W  yw" 

(FG,X)  y?V  Y"Z"  =  yWzrf'  —  iWyo! 

ergiebt  sich  durch  Multiplication 


\b'b"c'c"e'e"y'z"Y"Z"^-\f^(b"f^-b'^y0¥'  nfx"—  b'b"yz(ca>"s+ea>'2)=  U. 

Die  rechte  Seite   U  dieser  Gleichung   ist,    unter  Benutzung   der  Bezeichnungen 
L,  L',  L"  (10,  11*),  folgende  homogene  biquadratische  Function  von  w,  x,  y,  z: 

£7  =  VW(6"2/a-f-6V)Z,  —  b'b"yz(cL"+eL'). 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass,  wenn  man  mit  &'[>  diejenige  biquadratische 
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Function  bezeichnet,  welche  aus  'P  durch  die  Operation 

(31)  <S*  -  V.-^-^V'y-^- 

entsteht,    U  von  <?«£  nur  um  einen  constanten  Factor  verschieden  ist.     In  der 
That,  nach  (11)  ist 

ft?&  =  b'b"  L'L" — 1?, 
wo 

XU  '=  c'  e'  w9-j~c"e"i$ —  d'e'y*  —  c'e"^ 

L  =  YäBwm-}fcyz, 
daraus  folgt  unter  Berücksichtigung  von  (A  23,24) 

SV  =  —2cyz,      HL"  =  —  2eyz,     <SL  =  —  }f~^(b"  f+b'z*), 
also 

Msrf*  =  VV'(U'3L'+U  tW)— 2LSL 

=  —  2b'b"yz(cL"+eL')-h2lfc(b"tf+b'zi)L  =  217, 

w.  z.  b.  w.,  und  daher 

Einen  anderen  Ausdruck  von  TJ  erhält  man,  wenn  man  nur  für  }/b'b"  x'x" 
seinen  Ausdruck  L  in  w,  x,  y,  z.  nicht  aber  zugleich  für  x"\  x"s  ihre  Ausdrücke 
L',  L"  einsetzt.     Dann  ergiebt  sich 

13=  y^e(b"f-+-b'zs)(V^bwx  —  ]^yz')  —  b'b"ys(cx"2+ex'2) 
=  Yäbce  v}x(b"ys  —  b'si')~yzU', 
wo 

U'  =  ce(b'Y+b'g*)+b'b"(ew"*-\-ex's). 

Ans   C7'  eliminire  man  x"2  und  a/2  vermöge  der  Relationen 

(Efi)  W*  +  tftf>  =  aw»  —  e# 

(Ell)  b'x'a    — o'y'a  =  ba?  —cy'J, 
so  ergiebt  sich 


U'  =  acb' vfi-^-beb"  a? — c'c"e'y'2 
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oder  nach  (20) 


&Vc"       ......  ^ 


yFFOTwyz"r'z"  =  o 

Man  führe  in  diese  Gleichung,  nachdem  sie  mit 
, E.E.E.E, 

Vf«,-«,)(«,-ö 

multiplicirt  ist,  für  -— ,     --  ihnen  proportionale   Variable  ein,  indem  man 

/i)Q\  "l^ä  V  3      4  z 

setzt,  und  bezeichne  zur  Abkürzung  mit  P,  Q  die  Producte 

(23*)  p  =  PiM!,.      Q==  ?!?!?.?<. 

dann  verwandelt  sich,   unter  Berücksichtigung  der  Identitäten 


W\/W'yz  =  YZw>, 
die  Gleichung  (22)  in 

(24)  PQ  =  l>«%(r'+z')-(Pl+1üYZ- 

Eine  zweite  Gleichung  zur  Bestimmung  von  Y,  Z  ergiebt  sich  folgender- 
massen:  Man  setze 

/,(!)  =  ((-«,)('-«,)■     «')  =  ('-<•>)('-«.). 
so  hat  man 

f,(t)fi<i)-Ui>fM 
p— <t 

(24*)         =  («i+ßa — "a — at)P9 — (a^j-a^Xp+jJ+Kjttj^j+aJ-  ß3ß4(ß1+ß^) 

(«,-«)X«,-»J(y-»,Xg-°,)-(°,-»,X»,— sXf— '.Xg-».) 
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oder,  mit  Benutaimg  der  Gleichungen  (16,   18,   19), 

p— q  w"A  * 

Aus  der  ersten  Gleichung  (14)  leitet  man  durch  die  .Substitution  (Z) 

her,  folglich  ergiebt  sich 

f24"-) — - — = = r ~r  =—»(oVi—"'z)  "-"-'  »-  —  /•-■ 

>         '  p  —  q  pl — q*  w*  v     *  ' 

d.  h.  man  hat  zur  Bestimmung  von  Y,  Z  die  zweite  Gleichung 

(25)  *•-«■  =  -<.?-<&xr>-z>). 

Man  addire  zu  dieser  Gleichung  die  mit  2i  =  2y — 1  multiplicirte  Gleichung 
(24),  so  erhält  man 

(P+iQf  =  lY(%+iPi))-Z(p^iqJ\ 
also 

±(P-H<2)  =  Y^+ipJ-Z^+iqJ. 

Da  der  Voraussetzung  nach  Y,  Z  reell  sind,  so  kann  diese  Gleichung  nur  da- 
durch bestehen,  dass  der  von  i  unabhängige  Theil  besonders  befriedigt  wird 
und  der  in  *'  multiplicirte  ebenfalls  besonders,  d.  h.  man  hat 

P^  — 9o     '      '  Po"  2*     ' 

wo  das  ±  — Zeichen  überall  dieselbe  Bedeutung  hat. 

Hiermit  sind  zwar  die  Werthe  der  7  Quotienten  gefunden,  aber  die  Vor- 
zeichen der  Wurzeln  bleiben  noch  zu  bestimmen. 

In  den  Gleichungen  (19)  kann  man  von  jedem  WurzelgrÖssenpaar  pm, 
q,a  die  eine  willkürlich  nehmen  und  die  zu  machende  Zeichenbestimmung  auf 
die  andere  werfen.  Die  10  Wurzel  grossen  ]i,„.  q,„  zerfallen  in  zwei  Kate- 
gorien: pu  pa,  q-i,  q(  können  verschwinden,  die  übrigen  sechs  aber  nicht.  Die 
letzteren  behalten  daher  immer  das  nämliche  Zeichen.  Die  ersteren,  welche 
verschwinden  können,  sind  beider  Zeichen  fähig,  aber  welches  Zeichen  sie 
auch  haben    mögen,    man  wird   immer  zwei  reelle  Winkel  y,  y  so  bestimmen 


/Google 


Theorie  des  arithmetisch -^eoiuolrlfidiüti  Mittels  uns  vier  Elementen.  407 

können,  dass 

P\  =  V«!-—  f  =  yä^—ä^-  sintf ,     q3  —  Vk3 — q  =  Vk3 — «4  .sini// 

i>a  =  Vp—"t  =  V«!-  «3  ■  cos  9 ,  ?4  =  Vs— «4  =  Vas— °4  ■ cos  * 
und  dass  $p,  i/i  innerhalb  der  Grenzen  —  n  und  -\-7i  liegen.  Verfügt  man 
gleichzeitig  über  das  Zeichen  der  anderen  Factoren  pä,  piy  q1:  q%,  welche  nie  ihr 
Zeichen  ändern,  so,  dass  sie  alle  positiv  genommen  werden,  so  haben  die  Winkel 
(p,  yj  eine  ganz  bestimmte  Bedeutung,  und  zwar  die  nämliche  für  die  hyper- 
elliptischen  Functionen  von  zwei  Variabein,  wie  für  die  elliptischen  die  Amplitude. 
Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  um  die  Zeichen  in  den  Werthen  von 
— ,  — , Nimmt   mnn   r/..    willkürlich    positiv,    so  richtet  sieh  das  Zeichen 

W    '      W    '      Ml,  3  r 

von  —  nach  dem  Zeichen  von  plt.  Da  pa,  qü  beide  das  Zeichen  nicht  wech- 
seln, so  ist  der  Quotient  — -  nur  positiver  oder  nur  negativer  Werthe  fähig, 
je  nachdem  p„  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen  genommen  wird.  Es 
wurde  aber  angenommen,  dass  unter  den  Werthen  dieses  Quotienten  der  posi- 
tive Werth  y —  enthalten  sei,  folglich  muss  auch  p0  positiv  genommen  werden. 
Es  bleibt  endlich  das  doppelte  Zeichen  der  Werthe  von  Y,  Z  zu  be- 
stimmen.    Nach  der  oben  gefundenen  Gleichung 

A(p)Uq)~fl(y)Up)=  ps-<?  =     ffyyi+^j 
p—q  p—i  «* 

ist 

<?  >  P\ 
überdies  ist 

<il  >  ph 

daher 

die  Werthe  von 

p\—% 

sind  daher  sämmtlich  positiv  oder  sämmtlich    negativ,  je   nachdem    das  untere 

oder   obere  Zeichen  genommen   wird.     Dasselbe  gilt  von  dem  Quotienten    — , 

,             .  .                              „                E.E, 
welcher  nach  (23)  von  Z  nur    um  den  positiven   constanten  Factor    ■     .-■  

verschieden    ist;    da    aber    unter  den  Werthen   dieses    Quotienten   der    positive 
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Werth  ]/—  sich  befinden  soll,  so  muss  das  untere  Zeichen  gelten  und  man  hat 


Vi— P%    '  ?'—  Pl 

P=%Y—PÜZ>      Q=p9Y—q0Z, 

woraus   man    sieht,   dass  auch  Y  nur  positiver  Werthe  iahig  ist,    da   sonst  die 
Gleichung 

in  welcher  Q,  p0!  q0,  Z  positiv  sind,   einen   Widerspruch  enthielte. 

as        Z"       z"       Y"       v' 
Die    gesuchten    Ausdrücke    der    7   Quotienten    — ,   ,  — ,  ,   ^—, 

-?■--,    — ,   welche  die  reellen  mit  dem  WVrthsvsIvm  (Üv,"1;   eontinuiHicb   zusammen- 

WJ    '      Ml    '  ■  x         ' 

hangenden  Werthe  dieser  Quotienten  erschöpfen  und  jede  mögliche  Combination 
von  7  Werthen  einmal  darstellen,  sind  daher  durch  die  Gleichungen 

^_  —  <n„      n  £_^„„       r — =P3q3,    \^-=fsu,    E0—  =p0% 

(■>-')  ^l^a        y   _  ft«-?or  ^3^4        3    _    %Q— PoP 

w  ~~       qt—pl 

Pa2>4 

gegeben,  in  welchen  die  Werthe  der  «,  E  aus  (16,  18)  zu  nehmen  sind.    Hierin 
sind  die  zehn  Grössen  pms  qlu  durch  die  Gleichungen 

P„  =  V(«0 — «|)cos^+(eE0— «jjsiny* 
Pi  aB5  Vai — S  -  siny 
p2  =  V«!— aa  -  cos$ 
P3  = 

#4   = 

(27*) 

ffo  = 

fli  = 

y2  =  Y(äs- — otjjoos^-f-faj — a4)siii^ä 

33  =  y«3— «4  ■  sini/i 


=  ! 

E,E,       j,         Pa<Z~%P 

] 

Vö,— «,  "        «5— ?5    ' 

v» 

P  — P,AS>2„ 

c» 

VC«, 

ffiS 

)cobsp,+(o1—  a^ain?5 

K«, 

— a4 

)  cos  <f'*  -+-  (a2— «+)sin  tp'- 

VK 

-«1 

)cosip",+  («a — «+)sin'ü/- 

VC«, 

-s 

JooB^+ft^- — a4)gilll/'i! 
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zu  bestimmen,  wo  allen  "Wurzeln  ihr  positiver  Wertli  beizulegen  ist  und  die 
Winkel  <f,  t/>  alle  Werthe  von   — n  bis  -\-n  durchlaufen  müssen. 

Stellt    man   sich  dagegen   die  analoge  beschränktere  nur  auf  die  3  Quo- 
tienten   — ,    -^-,    —  bezügliche  Aufgabe,    ho    bemerkt    man,    dass    in   den  "Aus- 
w  '     w  '     w  °-  D 

drücken  (27)  dieser  3  Quotienten  die  Sinus  und  Cosinus  von  (p  und  y  nur  in 
ihren  Quadraten  und  in  ihren  Producten  singpcosy,  sinycosi/'  vorkommen, 
woraus  hervorgeht,  dass  die  3  Quotienten  unverändert  bleiben,  wenn  man  <p 
oder  y>  um  n  vermehrt. 

'  Man  erhält  daher  alle  mit  dem  Wertluystera  (9B)  contmuirlich  zusammen- 
hangenden Werthe  der  3  Quotienten  — ,  —,  —  und  zwar  jede  mögliche  Com- 
bination  von  3  Wer/lwi  einmal  dv,rch  die  Ausdrücke 

g.  E,E,       y  _ff>Q—qllP 

(28)        ''°'w    ~~Pt,q"'       ]/K]  —  a%    w   _      aj— P«,      ' 

wenn  man  in  den  Werthen  (27*)  der  pm,  q,u  durch  <p,  ip  jeden  dieser  Winkel 
die    Werthe  von  — -^n  Zras  -h-g-71  äv.rchkurfen  lässt. 

Aus  der  Eigenschaft  der  Quotienten  — ,  -^-,  — -,  ihr  Zeichen  nicht  zu 

ändern,  geht  hervor,  dass  die  Bedingung,  mit  dem  Werthsystem  (2B)  contmuir- 
lich zusammenzuhängen,  welche  die  Werthe  (28)  erfüllen,  gleichbedeutend  mit 
der  Bedingung  ist,  dass  ic,  x,  y,  z  überhaupt  gleiches  Zeichen  haben. 

7. 

Sechzehn  aus  den  Variabein  w,  x,  y,  z  gebildete  lineare  Verbindungen. 

Zusammenhang    zwischen    den    Zeichen    derselben.      Darstellung    einer 

Kummersehen    biquadratischen    Fläche    mit    sechzehn   Knotenpunkten 

durch  die  Göpelsche  Relation. 

Während  sieh  einerseits  die  16  Variabein   durch   eine  derselben  und  die 

im  vorigen  Artikel  eingeführten    unabhängigen  Veränderlichen  p,  q   ausdrücken 

lassen,    kann  man  andrerseits  die  12  coordinirten  Variabein  erster  und  zweiter 

Art  als  homogene  irrationale  Ausdrücke  in   den  durch  die  Göpelsche  Relation 

C.  W.  Eorchavdt's  Werke.  52 
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<&  =  0  mit  einander  verbundenen  Variabein  w,  x,  y,  z  darstellen.  In  der  That 
auf  demselben  Wege,  welcher  in  Artikel  2  aas  den  Gleichungen  (l,  3)  zu  den 
Ausdrücken  (3*)  der  b[,  c[,  e[,  b",  c",  e"  in  alt  bu  cl3  et  und  auf  diese  Weise 
zu  den  Ausdrücken  (4)  führte,  auf  demselben  Wege  gelangt  man  durch  Auf- 
lösung der  Gleichungen  (8)  und  Einsetzung  der  aufgelösten  Werthe  in  (9)  zu 
den  Ausdrücken  der  x[,  ...  z"  durch  wx,  xu  y1}  zt  oder  zu  den  ebenso  gebil- 
deten Ausdrücken  der  x',  ...  z"  durch  w,  x,  y,  z.  Mit  Hülfe  der  in  w,  x,  y,  z 
linearen  Verbindungen  In,  £,  ij,  l,  welche  in  (13)  definirt  sind,  erhält  man 
nämlich 

und  die  beiden  anderen  Gle-ichimgspartre,  welche  hieraus  hervorgehen,  wenn  man 
gleichzeitige,  Yb' x',  Vb"  x"  resp.  mit  t),  V? y\  Vc" y"  oder  mit  j,  V7z',  V?7 z" 
vertauscht. 

Man  definire  ausser  den  viar  in  w,  x,  y,  z  linearen  Verbindungen  tu,  £, 
I),  5,  welche  in  (13)  gegeben  sind,  noch  12  andere  dadurch,  dass 
ic,  r,  E),  $    durch  die  Permutation    (X)   in    to'  ,  f.'  ,  lj'  ,  j' 

»>,  r,  9.  i    »  *        (Y)  „  »",  r",  i)",  j" 

*>,  fr  9,  ä       q        »  »  C2)    „    »'",  je"',  i)'",  a'" 

übergehen  sollen.  Dann  erhält  man,  nach  der  in  den  Artikeln  4,  5  gegebenen 
Definition  der  coordinirten  Variabein,  für  jede  derselben  eine  doppelte  Art  des 
Ausdrucks  durch  die  16  Grössen  tr,  .  .  .  §'",  nämlich 


(29) 


jj       Vbt+Vm 

y5y-yW 

*- 

2yFi 

y»'f'+vW 

2y5" 

.    2y*" 

21/4' 

V^-t-Vn 

yWT-y?7r 
2y«,r 

»" 

ys«— yti 

ynJ"("+y?rj!r 

*                  21* 

2yc" 

2y7 

yij+yn 

y^V'-yr'"!)'" 

„ 

y»s-ys 

y»!)''^'''^!/?'''!}'" 

2y7 

2y„" 

2/? 

2y7 

r    ys"¥"+y(",j' 

'    yn"f"— yiv 

X" 

_y»n7P''-y1)77Y7 
2ys" 

'    ym"f"+yi)"i'T 

2yjr 

ays» 

2yv 

,„      yröY+i/r'i' 

yn)"'i)'"-  yf'"j'" 

yäv-yr'7 

y«D'"«'"+yrr 

2y? 

2y7> 

VfJ' 

2yc' 

„,     ym,,j"+y?Y' 

ys*?— Yf'?' 

ysv— v?r 

ySY+lW 

2y? 

2,/7> 

2y7> 

2V? 
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Die  zwölf  Doppel  gl  eichungeu  (39)  gelten  für  alle  Werthe  von  w,  x,  y,  z, 
welche  der  G-Öpelschen  Relation  <P  =  0  genügen,  sie  geben  zwischen  je  vier 
Wurzelgrössen,  welche  wie  VtO£,  Vt)ä,  Vto't,  Vtf%'  in  einer  Zeile  des  Systems 
(29)  enthalten  sind,  zwei  homogene  lineare  Gleichungen  mit  reellen  Coefficienten. 
also  eine  Gleichung  derselben  Art  zwischen  je  dreien  dieser  "Wurzelgrössen. 
Hieraus  folgt,  dass  unter  den  vier  Producten  lüg,  l)j,  Ju'r/j  ty'h'  nicht  zwei  von 
entgegengesetztem  Zeichen  sein  können.  In  der  That  gesetzt  irgend  drei  der- 
selben seien  nicht  von  gleichem  Zeichen,  so  hat  eins  der  drei  Producte  das 
entgegengesetzte  Zeichen  von  dem  der  beiden  Übrigen;  von  den  drei  Quadrat- 
wurzeln sind  also  zwei  reell,  die  dritte  rein  imaginär,  oder  eine  reell,  die  beiden 
übrigen  rein  imaginär.  Die  homogene  lineare  Gleichung  mit  reellen  Ooeffi- 
cienten zwischen  den  drei  Quadratwurzeln  zerfällt  daher  in  zwei  Gleichungen 
und  nach  der  -einen  dieser  Gleichungen  verschwindet  dasjenige  Product,  von 
dem  angenommen  wurde,  sein  Zeichen  sei  dem  der  beiden  (ihrigen  entgegen- 
gesetzt. Man  kann  daher,  den  Grenzfall  des  Nullwerdens  mit  einbegreifend, 
kurz  sagen:  Die  vier  in  Rede  stehenden  Producte  haben  gleiches  Zeichen;  denn 
wenn  eins  derselben  unendlich  klein  wird,  ist  man  dennoch  berechtigt,  ihm 
das  Zeichen  der  übrigen  beizulegen,  da  das  entgegengesetzte  Zeichen  ausge- 
schlossen ist. 

Es  haben   demnach 


die  viel' 

Producte 

"t          « 

K'f         Ij'j' 

dasselbe  Zeichen 

f 

>,         : 

,, 

ml)        n 

m"ij"     f"ä" 

a 

y" 

•     .    » 

» 

m      n 

m'"j"'    ft/" 

, 

y"l 

»         » 

• 

i»"j"    ^„j,, 

»"';'"    ij"'}'" 

„ 

8' 

,         > 

. 

>1J"'|)",      ff 

'    mV       i'j' 

6" 

.         , 

.. 

b'j'      r'ij' 

ro"g"      r"r," 

* 

ff". 

t",  r 

die  Zeichen  der  Producte  oi'ty',  tt)'j' 

.  «'!' 

sind 

und  Aehnliehes 

Da  <T,  & 

für  je  zwei  d"s  und  ein  y  gilt,  so  hat  man 

/  =  d"d"',     y"  =  <*"<*"',     f"  =  *P- 

Die  Zeichen  aller  16  Grössen  1t),  .  .  .  g'"  hangen  daher  von  den  Zeichen  der 
vier  Grössen  tu,  tu',  ju",  \o"\  die  ich  mit  ß,  ß',  ß",  ß'"  bezeichne,  und  den 
drei  Zeichen  <T,  d",  §"'  ab.  Aber  die  vier  Zeichen  ß,  ...  ß'"  sind  nicht  von 
einander  unabhängig.     Man  bilde   die  beiden  Producte  der  ersten  und  zweiten, 

52* 
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sowie  der  dritten  und  vierten  der  vier  Grössen 

IB     =  ]/ä«!  +  l/J  x  -\-~\fe y  -+-}/e  z 

m'    =  y"aai  -j-Ybw-hYcz  -h^e  y 

ro"  =  yity+yi,z  +-fcw+-fea> 

n'"=  Y~az  +Yby~l-Vcw+yew, 
so  ergiebt  sieh,  wenn  man  zur  Abkürzung 

r~(y^+yKx««+flö+(l^+yS7x«»+««)  =  4Vvr(J^«,-i-V5;»1) 

setzt, 

hieraus 

l^)«!'+n)"n)",  =  Byö^fl/^  «,+y*,  «,)+2F- 

=  siy^Aci/i,  «,+y*,  »,)+y^"(y^  »,+y^  »01 

»»'— B'W"  =  (a+i— 0— «X»«— •/2)  +  (yS-V")('»*+*'-.'/--2!) 

=  si/5[4f  (ysjy+ysj«;), 

und  daher 
Es  ist  aber 

(W,  <  +ysj  <)"  =  »;  f;  =  cy«, «,  +ys;  ■»,)'  -  (^ .,  +y«;  j,  j>, 

dies  eingesetzt  giebt 

Tvit)t»w"  =  lyv^cvä.^+ys^^+yiAcy^s.+y^s,)!' 

worin  eine  neue  Form  der  Gleichung  <?>  =  0  enthalten  ist.  Aus  derselben 
geht  hervor,  dass  das  Product  tu  id'ui"1ü'"  eine  nothwendig  positive  Grösse  ist, 
also  hat  man 

ßß'ß"ß'"  =  -Hl. 
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Die  Zeichen  aller    16  Verbindungen 


Zeichen  ß 
es  haben 


;<o 


,  ß",  ßm,  <r,  t",  t" 


igen    lu,  .  .  .  5"'    bangen    daher   von    den   sechs 

ab,    da  ß  durch  ß 

,  ß",  ß'"  gegeben  ist,  und 

Zeichen    ß        ßd"Ö'" 

ßV$"       ßd'ä" 

„         ß'       ß'd"d'" 

ß'S"         ß'ä'" 

»         ß"        ß"# 

ß"S'ä"'     ß"s'" 

„         ß"'      ß'"S' 

ß'"ff}    ß'"d'd", 

ßß'FT  =  +1. 

Sollen"  die  sämmtlichen  coordmirten  Variabein  x\  .  .  .  z",  X\  .  .  .  Z"  reell 
sein,  so  ist  hierzu  nach  (29)  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Zeichen 
{)■',  $",  <J""  positiv  sind.  Soll  ferner  zu  dem  betrachteten  Continuum  das  Werth- 
system 

w  =  Ya,  x  =  l/fi ,  y  =  Yc ,  z  =  Ve 
gehören,  oder,  was  bei  positiv  angenommenen  10  damit  gleichbedeutend  ist 
(s.  das  Ende  des  vorigen  Artikels),  sollen  w,  x,  y,  z  überhaupt  positiv  sein, 
so  sind  lü,  lü^  Vö",  )v'"  als  lineare  Verbindungen  von  w,  x,  y,  z  mit  positiven 
Coefficienten  positiv,  also  ß  —  ß'  =  ß"  =  ß'"  =  -1-1,  d.  h.  die  Gesammtheit  der 
Wertlisysteme  w,  x,.  y,  z,  welche  durch  die  Gleichungen  (28)  des  vorigen  Artikels 
bestimmt  sind,  fällt,  wenn  man  überdies  der  Variable  w  das  -positive  Zeichen 
giebt,  mit  der  Gesammtheit  der  Wertlisysteme  w,  x,  y,  z  zusamme?i,  für  welche 
die  16  linearen   Verbindungen  tt),  £,  ...  5'"  sämvUllch.  positives  Zeichen  haben. 

Nach  der  bereits  in  der  Einleitung  erörterten  geometrischen  Bedeutung 
der  Gleichung  <£  =  0  stellt  dieselbe  eine  Kummersehe  biquadratische  Fläche 
mit  sechzehn  Knotenpunkten  dar,  welche  in  acht  nur  durch  die  Knotenpunkte 
mit  einander  in  Verbindung  stehende  Theile  zerfällt.  Denjenigen  Theil,  welcher 
in  den  vier  Knotenpunkten  endigt,  deren  .Coordinaten  durch  das  Schema 

■<U  .1!  \  'il         '  Z 


Vi 

Vi 

Vi 

Vi 

yi 

r« 

Vi 

Vi 

fc 

Vi 

Va 

Vi 

yi 

Y~° 

yi 

Va 

gegeben  sind,  habe  ich  den  centralen  Theil  der  Fläche  0  =  0  genannt. 
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Verlangt  man  nun,  dass  alle  coordinirten  Variabein  reell  und  w,  x,  y,  z 
positiv  seien,  oder,  was  dasselbe  ist,,  dass  die  sechzehn  linearen  Verbindungen 
)ü,  £,  .  . .  j'"  sämmtlich  positiv  seien,  so  heisst  dies,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, nichts  anderes,  als  dass  der  Punkt  (w,  x,  y,  z)  auf  dem  centralen  Theile 
der  Kumm  er  sehen  Fläche  <i>  =  0  liegen  mass. 


Invariantiver  Charakter  der  Göpelschen  biquadratischen  Function. 

Ich  kehre  jetzt  zu  der  im  Artikel  5  definirten  homogenen  biquadratischen 
Function  •?'  zurück,  um  den  Zusammenhang  nachzuweisen,  in  welchem  sie  mit 
der  Transformation  zweiten  Grades  (1,  8)  steht,  ein  Zusammenhang,  der  sich 
übrigens  auch  auf  Transformationen  höheren  Grades  erstreckt. 

Wo  es  nothwendig  ist,  werde  ich  die  durch  die  Gleichung  (12)  definirte 
biquadratische  Function  durch  '/'(V«,  ]/b,  Vc,  Ve,  iv,  x,  y,  z)  bezeichnen. 
Werden  die  Constanten  und  Variabein  der  Function  nicht  hingeschrieben,  so 
ist  unter  0  immer  die  Function  mit  den  obigen  Werthen  der  öonstanten  und 
Variabein  zu  verstehen.  Setzt  man  dagegen  an  die  Stelle  der  Constanten  die 
transformirten  \/a,,  Vb,,  Vcn  Vex  und  an  die  Stelle  der  Variabein  die  trans- 
formirten wx,  xx,  yls  zt,  so  werde  ich  diese  Function  *f»  mit  <#,  bezeichnen 
und  ebenso  werde  ich  allgemein,  wenn  aus  irgend  einer  Function  5  von 
V«,  Vb,  Vc,  Ve ,  w,  x,  y,  z  die  nämliche  Function  von  Vö,,  Vbx,  Vc,,  Vel. 
wx,  xx,  yx,  z^  gebildet  wird,  diese  letztere  mit  3X  bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt,  so  hat  die  Function  'I>  in  Beziehung  auf  die  Trans- 
formation (1,  8)  einen  invariantiven  Charakter.  Besteht  nämlich  zwischen  den 
Variabein  w,  x,  y,  z  die  Gleichung 

#  =  *(]/,*, /fb,   Vc,   >e,    10,    x,   y,   z)  =  0  ■ 
und   leitet   man  nach    (1,  8)    aus    diesen   Constanten    und,    Va.ria.heln    die   neuen 
Vau  Vb[,  Vci»  V^ii   w13  iCu  yx,  zx   her,    so    besteh/   zwischen   den   transformirten 
Variabein  die  Gleichung 

*1  =  *(V^17   Vblt   V^,    Vv   wlt  *,,  yL,   2^  =  0. 

Um  dies  zu  beweisen,  betrachte  ich  die  Function  */»  in  der  Form  von  Gleichung 
(13*).     Danach  hat  man 


/Google 


Theorie  lies  a.vitliin<;.tist:h - gconiot r i st^niTi  .Mittels  aus  vier  l')l  erneuten.  415 

4/j2#  =  XDfm—M- 

also  ebenso 

Man  setze  in  ^  für  w1}  #,,  ylt  .2,  ihre  Ausdrucke  in  w,  x,  y,  z  aus  (8) 
ein,  so  ivird  '!>,  eine  Function  achter  Ordnung  in  w,  cc,  y,  z,  welche  sich  in  zwei 
biquadratische  Factoren  zerlegt.  Bildet  man  nämlich  das  Product  der  vier  in 
(8*)  enthaltenen  Gleichungen,  so  ersieht  sich 

wo 

folglich  zerlegt  sich 

in  die  beiden  Factoren 

h  =  * — m;,    7/*  =  v-t-Vj 

und  man  erhält 

Ich  behaupte  nun ,  das  .ff  nur  um  einen  constanten  Factor  von  'I» 
verschieden  ist.  In  der  That  für  che  vier  in  Art. .  5  betrachteten  Werth- 
systeme  (SB),  (3E),  (8),  (3)  erhält  nach  (C  14-17)  M  die  Werthe  X,  c'e',  b'e', 
b'c'  und  dem  entsprechend  M^  die  Werthe  kx,  c[e\,  b\e[,  b\c[.  Die  gleich- 
zeitigen Werthe  von  *P  sind  -^n(Yä  4-el/ö ' -\~  s'Yc  ■+■  ss'Ye')  =  VciibiC^i  =  Xu 
■Jg-(6'— ö")3  =  JgCe  =  c^,  3^(0'— c")a  =  Öi ei,  -^(V—  e")3  =  6Jci,  also  genau 
dieselben,  d.  h.  die  Differenz 

m—Mi  =  h 

verschwindet  für  die  Werthsysteme  (33J),  (3£),  (ä)),  ($).  Andrerseits  ist  TT  eine 
homogene  biquadratische  Function  von  w,  x,  y,  z,  welche  sich  als  lineare 
Function  der  durch  (12*)  definirten  Ausdrucke  P,  Q,  R,  S,  T  darstellen  lässt, 
denn  man  hat 

16gi  =  p_2Q_2ß  —  2S  +  8T 
und   die  vier  Quadrate  w\,  x\,  y\,  s\,   aus    welchen  Ml  linear  zusararnengesetzt 
ist,    sind  resp.    den   Ausdrücken  P-h2Q-h2R-h2S,   Q+2T,  R~^2T,  S+2T 
proportional.      Folglich  fällt  H  unter    die  Art.  5    unter  4)    betrachteten   biqua- 
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dratischen  Functionen  und  ist  nur  um  einen  constanten  Factor  von  <I>  ver- 
schieden. Dieser  constante  Factor  ergiebt  sich  durch  Betrachtung  des  Coef- 
ficienten  von  P  =  w' -\-xi-^-yi-hzi  in  tf>  und  in  H  =^—Mx  und  man  erhält 


=*  i- 


i'.'cy: 


Für  den  anderen  Factor  II*  ist  es  nicht  nöthig  eine  neue  Rechnung  zu  machen. 
Man  setze  in  «f>  für  Va,  ]/b,  Vc,  Ve  die  vier  in  Art.  3  Gl.  (6*)  definirten  Con- 
stanten V«*,  V&*,  Vc*,  Ve*,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  sie,  wenn  der 
Algorithmus  (1)  auf  sie  angewandt  wird,  dieselben  Grössen  alt  bu  cu  ex  er- 
geben, wie  ya,  yb,  \c,  ye,  und  bezeichne  diese  biquadratische  Function 
durch 

#*  =  *cv^,  yp,  y?,  y?,  w.  «,  v,  s), 

so  behaupte  ich,  dass  H*  ebenso  von  V«  ,  V^*.  V?,  V?)  w,  x,  y,  z  abhängt, 
wie  H  von  Va,  V»,  Vc,  Ve,  w,  x,  y,  z,  folglich  'I>''  proportional  wird.  In 
der  That  setzt  man  V«*,  l/ö*,  Vc*,  V?  für  V«)  V&,  Vc,  Ve,  indem  man 
w,  x,  'y,  z  unverändert  lässt,  so  bleibt  *P  unverändert,  während  nach  Art.  3 
Gl.  (7*)  St,,  »,,  6n  (£  in  —  %,  -33,,  -£,,  — (£,  übergehen.  Da  «,,  6,,  c„  e, 
unverändert  bleiben,  so  ist  dasselbe  mit  w,,  j,,  i/15  2,  der  Fall,  folglich  geht  M1 
in  — Jfj  über  und  /?  in  H*.  Hieraus  folgt  nicht  nur,  das  Hs  der  Function 
<?**  proportional  ist,  sondern,  da  nach  (7,  7*)  b",  e",  e",  ^,  in  — 6,,  — c\ ,  — e'u 
— A,  übergehen,  wenn  ]/ß,  Vi,  Vc,  Ve  in  Vö*,  V^*, ■  Vc*,  V?  übergehen,  so  wird 
K  c!  e! 

Durch  Multiplication  der  beiden  Resultate  für  II  und  H*  und  unter  Be- 
rücksichtigung der  Gleichung 

b[c[e[b'lcy; 

'"'  =  X(~" 

erhält  man   daher  das   merkwürdige  Resultat 

(31)  266o*#t  =  #.**. 

Die  Göpelsche  biquadratische  Function  tf'  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
ihre  Transformirte  tf',,   abgesehen   von    einem   constanten  Factor,    das  Product 
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der  beiden  Göpelschen  Functionen  ist,  deren  Constantensysteme  Yä,  Vb,  Yc,  Ye 
und  yü*,  Vfi*,  V?,  V'e*  durch  den  Algorithmus  des  arithmetisch-geometrischen 
Mittels  beide  auf  dasselbe  System  der  in  •/»,  eintretenden  transformirten  Con- 
stanten Yä},  Yf>{,  Yc,,   V*h  führen. 

Die  Gleichung  (31)  zeigt,  dass,  wenn  zwischen  den  ursprünglichen  Varia- 
bein w,  x,  y,  z  die  Gleichung  tf' =  0  besteht,  zugleich  zwischen  den  transibr- 
mirten Variabein  u\,  xt,  yl3  zt  die  Gleichung  <I\  =  0  besteht,  w.  z.  b.  w. 

Geometrisch  ausgedrückt  heisst  dies:  Jedem  auf  der  Fläche  #=,0  lie- 
genden Funkt  (w,  x,  y.  z)  entspricht  vermöge  der  durch  die  Gl.  (8)  dennirteii 
geometrischen  "Verwandtschaft  ein  und  nur  ein  Punkt  {w1,  xu  yl}  z^)  auf  der 
Fläche  "£,  =  0.  Geht  man  umgekehrt  von  einem  beliebig  gegebenen  Funkt 
(wj,,  xJ,  y,,  #,)  auf  der  Fläche  4\  =  0  aus,  so  hat  man  die  Wahl,  ob  man  die 
Fläche  0=0  oder  die  Fläche  <f>*  =  0  als  die  der  Fläche  'P-^  =  0  entsprechende 
ansehen  will.  Wie  man  aber  auch  diese  Entscheidung  trifft,  so  liegen  auf  der 
Fläche  <7»  =  0  (oder  *£"  =  0)  vier  und  nur  vier  Punkte  (w,  x,  y,  z),  welche 
dein  Punkt  (wlt  xt,  y{,  z-,)  entsprechen.  In  der  That,  die  Gleichungen  (8), 
nach  w,  x,  y,  z  aufgelöst,  geben 

■2w  =  Yw1+Yh^-Y\+Yh 
2,,  =Y^l+Yfl~Y^-Yh 

2V  ^Y^-Yh+y^-Vh 

2z  =  Yüt-Yh-lfc+Yh- 

Hierin  sind  16  Systeme  von  Werthen  w,  x,  y,  z  enthalten,  wenn  man  jeder 
der  vier  Quadratwurzeln  das  eine  wie  das  andere  Zeichen  giebt,  oder,  wenn 
man  zwei  entgegengesetzte  Systeme,  da  sie  denselben  Punkt  geben,  nur  für  eins 
rechnet,  8  Systeme.  Aber  die  Zeichen  der  vier  Quadratwurzeln  sind  nicht  mehr 
von  einander  unabhängig,  sobald  man  wich  für  die  eine  oder  andere  der  beiden 
Flächen  <?>  =  0,  <P *  =  0,  oder,  was  dasselbe  ist,  H=  0,  H*  =  0  entschieden 
hat,  denn  auf  der  Fläche  II  =  0  hat  mau 

VtolMito=a*-,-Mii 
dagegen  auf  der  Fläche  //*  =  0 

Y&MÄ  =  9  =  —  K* 

C.  W.  Borcbardt's  Werke.  53 
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folglich  theilen  sich  die  8  Systeme  oder  Punkte  (w;,  ic,  y,  #)  in  vier,  welche 
auf  der  Fläche  $  =  0  liegen,  und  vier,  welche  auf  der  Fläche  $s  =  0  liegen. 
Ueberdies  gehen  in  der  einen  wie  in  der  anderen  Gruppe  von  vier  Punkten 
aus  einein  derselben  die  drei  übrigen  durch  die  drei  auf  die  Coordinaten  ange- 
wandten Permutationen  (X),  (Y),  (Z)  hervor. 
Aus  den  Gleichungen 

E  =  *P  —M1 ,     fi*  =  3i  -\-M1 
folgt 

29*  =  H+H*t 

man  kann  daher  <P,  in  der  Form 

4^*,"=  H(2W—H), 

oder,  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  Ji,  in  der  Form 

JL  (  b"c''e"      i 

*>  =  A  a  MS  *{*-**     Xa       #j 

darstellen,  welche,  da 
ist,  kürzer  so: 

est*)  *,  =  -^-g^-tv  y1  0} 

geschrieben  werden  kann.  Hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  zwischen  den 
Variabein  iv,  x,  y,  z  die  Relation  <?'  ==  0  besteht,  wie  wir  voraussetzen,  die 
Differentiale  von  <?»  und  von  0,  einander  proportional  werden,  und  dass 

(32) 

Wenn  man  (31*)  partiell  nach  x  differentiirt,  so  folgt  unter  derselben  An- 
nahme 

3*,  16'-,  ,„    8* 
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9. 
Die  centralen  Theile    zweier    durch  Transformation  von   einander  ab- 
hängenden Ku  mm  ersehen  Flächen   entsprechen  sich  gegenseitig, 

Es  soll  jetzt  nachgewiesen  werden,  dass  jedem  Punkt  (w,  x,  y,  z). 
welcher  auf  dem  centralen  Theile  der  Kumm ersehen  Fläche  fP  =  0  Hegt,  ein 
Punkt  (wu  xXi  yu  zt)  auf  dem  centralen  Theile  der  Kamm  ersehen  Fläche 
«^  —  0  entspricht,  und  umgekehrt  dass,  wenn  man,  von  der  Fläche  0,  =  0 
ausgehend,  sich  dafür  entschieden  hat  die  Fläche  4>  =  0  (und  nicht  4>*  =  0) 
als  ihre  entsprechende  anzusehen,  jedem  Punkt  (wu  x1}  ylf  zt)  auf  dem  cen- 
tralen Theile  der  Kummerschen  Fläche  <!>,  =  0  vier  und  nur  vier  Punkte  auf 
dem  centralen  Theile  der  Kummerschen  Fläche  0  =  0  entsprechen. 

Zum   Beweise   hiervon   stelle    ich    zunächst,    folgende   sechs    Gleichungen 

auf,  welche  unter  Voraussetzung  der  Gleichungen  (1,  8)  reine  Identitäten  sind: 

8V«A(K  -t-Fi)    =  ww'  -Hto'V'  +  r/r'   -+■?'$'" 

Byä^O»"  4-9")  =  rem"  +  toV"  -Hiji)"  -\-tftf" 

8V^«r-|-äi")  =  »to"'  +  »W  +8j"'+8'8" 

8V«Ä  Ö)i  +  ii  >    =   W   +  *)"$'"  +hi'    -Hi'T 

sVvi  Ca"  -K')  =  ia"  -HT  +w"  +*'*'" 

6.  8y^(r;"  +  g»')  =  rr"'  -f-jr'r"  -htf "+$$'. 
Es  Hege  der  Punkt  (w,  x,  y,  z)  auf  dem  centralen  Theile  von  $>  =  0,  so  sind 
wj,  x,  y,  z  positiv,  woraus  nach  (8)  folgt,  dass  wx,  xi}  yx,  zv,  mithin  tu,,  Xo\, 
tu",  5üj",  und  nach  (8*),  dass  auch  £,,  t),,  j,  positiv  sind.  Definirt  man  für 
ttj,,  Ei,  ■••  Si"  die  Zeichen  ft,  ß[s  /?",  ß[",  ä[,  S",  S["  ebenso,  wie  in  Art.  7 
ß,  ß',  ß",  ß"\  S',  <f",  3"'  für  tu,  £,  ...  5"'  definirt  worden  sind,  so  ergiebt 
sich  aus  dem  positiven  Zeichen  der  genannten  7  Grössen  t»,,  \o\,  to",  \o'", 
Ju  i)n  äi  lin^  ™  Hinblick  auf  das  Schema  (G)  die  Zeichenbestimmung 

ßi  =  ß\  =  ß"  =  ß'"  =  +li     (Si  =  <*"  =  <*i"- 
Hieraus   geht  ferner   hervor,    dass  i}',  g',  r.",  3",  r/",  t/"    ein  und  dasselbe  noch 
zu    ermittelnde    Zeichen    haben.      Dieses    Zeichen    ergiebt    sich    aus    einer    der 
Gleichungen  (H  4,  5,  fi). 

■Denn  da  der  Voraussetzung    nach    der  Punkt  («>,  x,  y,  z)  auf  dem  cen- 
tralen Theil   der  Fläche   tf»  =  0   liegt,    so    sind    sämmtliche    16   lineare  Verbin- 

53* 


(10 


/Google 


420  Theorie  den  iivitlimotisdi-^eoiiseti'isdu'.n  Büttels  aus  vier  Elementen. 

durigen  tt),  £,  .  . .  j"'  gleichen  Zeichens,  folglich  die  rechten  Seiten  der  genannten 
drei  Gleichungen  positiv  und  daher  auch  ihre  linken  Seiten.  Hiermit  ist  der 
Nachweis  geliefert,  dass  die  16  linearen  Verbindungen  W-,  £,,  ...  j'"  sämmt- 
lich  positiv  sind,  d.  h.  dass  der  Punkt  (w1>  xlf  yu  s,)  auf  dem  centralen  Theil 
der  Fläche  $,  =  0  liegt. 

Ich  nehme  jetzt  umgekehrt  an,  der  Punkt  (w1}  iE,,  y1}  #,)  liege  auf  dem 
centralen  Theil  der  Ku  mm  ersehen  Fläche  <I\  =  0,  die  16  linearen  Verbindungen 
'"d  Ei;  ■■-  äi"?  welche  demgemäß  gleichen  Zeichens  sein  müssen,  seien  positiv 
und  man  sehe  die  Fläche  'l\  =  0  (und  nicht  4'"  =  0)  als  die  entsprechende 
der  Fläche  *I\  =  0  an.  Dann  sind  nach  dem  vorigen  Artikel  die  vier  dem 
Punkt  («?!,  xu  yL,  z,~)  auf  der  Fläche  •?>  =  0  entsprechenden  Punkte  («;,  #,  y,  2) 
durch  die  Gleichungen 

2«  =  Väi+V^-V^-VäT 
2y  =  V»!— l^rH-V^T— VäT 

gegeben,  in  welchen  die  Zeichen  der  vier  Quadratwurzeln  durch  die  Gleichung 

VWiMifc  =  Mi  =  ai  wi  ■+■  si*i  ■+■  ei  ^  +  gi  si 
mit  einander  verbunden  sind.     Aus   diesen  Wertben  von  w,  x,  y,  z  folgen  für 
deren  lineare  Verbindungen  m,  r,  l),  j    unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen 
(6)  die  "Werthe 

w  =  y^y^-i-  y5;y^"+y^yij; +y^  y^ 
v  =  y^-yvo" +y^  y^+y^  Y^+YT,  y^ 

g  =  y^~  y»;  +y^  y?~ +1/0,  y^  +yr,  y^ 
a  =  ye;  y^+yv^+yi);  y^+V«;  VsT- 

Dreien  der  Quadratwurzeln  Vöj1s  Y&,  Vt), ,  Vg,  kann  man  willkürlich  das  posi- 
tive Zeichen  geben,  während  die  vierte  alsdann  das  Zeichen  von  JVij  bekommt. 
Ist  z.  B.  §,  die  kleinste  der  vier  Grössen  H)1,  g1?  tj,,  j1;  so  gebe  man  Vro,,  y&, 
Vrj2  das  positive  Zeichen,  dann  bekommen,  selbst  wenn  Vj,  negativ  ist,  TO,  J,  l) 
evident  positive  "Werthe,  d.  h.  die  in  (G)  vorkommenden  Zeichen 
ß,     ßä"S"',     ßS'iV" 


/Google 


Theorie-  des  aritiiiiiet.isdi-giioiiuüri.sclieti  Mittels  ans  vier  Elementen.  421 

sind  positiv  und  demnach 

0  =  1,     t'  =  S"  =  Ö'". 

Genau  dasselbe  "Resultat  erhält  man,  welche  der  vier  Grössen  iDn  gn  q!s  g,  die 
kleinste  sein  mag,  da  man  immer  drei  der  vier  Verbindungen  tt),  J,  t),  5  positiv 
machen  kann. 

Ohne  auf  diese,  bereits  erhaltene  Zeiehenbesthnmung  Rücksieht  zu  nehmen, 
würden  nach  (G)  die  rechten  Seiten  (Hl, 2,3)  die  Zeichen 

ßß\     ßß",     ßß'" 
erhalten  und  die  rechten  Seiten  von  (H  4, 5,  e)  diese  drei  Zeichen  multiplicirt  mit 

6'ä"S'". 
Da    der    Voraussetzung    nach    die    16    Verbindungen    HJj,    &,   ...  j"'    positives 
Zeichen  haben,  so  sind  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (H.)  positiv,  folglich 
müssen  die  vier  obigen  Zeiehenverbinfinngen  positiv  sein,  d.  h.  man  hat 

ßß'  =  1,     ßß1'  =  1,     ßß'"  =  1,     ff'f"  =  1. 
Die  Gleichungen,  mit  den  früheren  verbunden,  geben 

ß_=ß'  =  ß"  =,ß"'  =  1,  ä'  =  6"  =  6'"  =  l, 
d.h.  die  16  linearen  Verbindungen  ID,  £,  .  .  .  5'"  sind  sämmtlich  positiv,  der 
Funkt  (iv,  x,  y,  z)  liegt  also  auf  dem  centralen  Theil  der'  Fläche  <?>  =  0.  Aus 
diesem  einen  Punkt  geben  aber  durch  die  Permutationen  (X),  (Y),  (Z)  drei 
andere  hervor,  und  da  diese  dieselben  16  Grössen  tu,  £,  ...  $"',  nur  in  an- 
.  derer  Ordnung,  ergeben,  so  liegen  sie  ebenfalls  auf  dem  centralen  Theil  der 
Flüche  *  =  0. 

Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  vermöge  der  durch  die  Gleichungen  (8) 
definirten  geometrischen  Verwandtschaft  die  centralen  Theile  der  Oberflächen 
0  a  0  und  */»!  =  0  sich  entsprechen,  und  zwar  so,  dass,  wenn  der  Punkt 
(w,  x,  y,  2)  den  centralen  Theil  der  Fläche  <?'  —  0  einmal  durchläuft,  der  Punkt 
(«?!,  xu  yls  z,)  den  centralen  Theil  der  Fläche  <?,  =  0  viermal  durchläuft. 

10. 
Aufstellung  eines  Differentials,   welches  bei   der  Transformation,    ab- 
gesehen von  dem  numerischen  Factor  ^,  in  sich  selbst  übergeht. 

In  Jacob  i's  berühmter  Abhandlung  „de  binis  quifmsHbet  funetionibus 
homogeneis  etc."     (Orelle's  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
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Bd.  12  p.  39  [Jacobi's  Gesammelfe  Werke,  Bd.  3  p.  234])  findet  sich  ein  Theo- 
rem, welches  im  Falle  von  3  Variabein  folgendermassen  lautet: 

„Wenn  zwischen  den  drei  Variabein  £„  i]1,  d,  welche  als  Functionen 
dreier  neuen  Variabein  |,  rh  £  gegeben  sind,  die  Gleichung 

/»,.  i,.-W  =  o 

besteht,  so  dass  /  ebensowohl  als  Function  des  einen  wie  des  anderen  Systems 
von  drei  Variabeln  angesehen  werden  kann,  so  ist*) 

,„,  ^i,<g,  _  aCM..?.)   dv<X 

{  '  JV    ~~    ae.1,0  '  Jf_  ' 

wo  der  erste  Factor  auf  der  rechten  Seite  die  Fuueibnaldeterminante  der 
Variabeln  §u  %,  &,  nach  den  |,  rj,  t  genommen,  bedeutet." 

Nimmt  man  an,  dass  die  Function  /"  in  den  Variabeln  f,  jj,  £  gegeben 
sei,  und  lässt  man  |[  mit  /*  zusammenfallen,  so  ergiebt  sich  als  Corollar  des 
obigen  Theorems  aus  (33)  folgendes  Resultat: 

Besteht  zwischen  den  drei  Variabeln  £,  %  £  die  Gleichung 
/=0. 
so  kann  man  das  Differential 

"df 
3& 

in  ein  anderes  transformiren,  in  welchem  dtjdZ  durch  dr:,d^  ersetzt  ist,  wo 
%,  ti  beliebig  gegebene  Functionen  von  £,  »j,  £  sein  können,  und  zwar  er- 
giebt sich 


(:t:j  ;, 


ö(Ai,.Ci) 


Es  seien  im  Theorem  (33)  £\,  %,  £,  gebrochene  Functionen 
und  w?,,  *i,  ;</i,  #,  als  Functionen  von  |,  jj,  £  gegeben,    so    giebt  Jacobi  am 

*)  S.  über  den  Sinn,    in   «eldiem  die   IHtl'eieiitude  il'jii:.  etc.  in  diesem   Artikel  xu   verstehen  -irul, 
die  Einleitimg  p.  37g. 
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angeführten  Orte  p.  40  [Jaeobi's  Gesammelte  "Werke,  Bd.  3  p.  235]  die  Formel 
^li^)   _    1        ,        ö^     dyt     dzx 

Es  seien  überdies 

j=i,  ,=i,  £=a 

und   Wi,  x,,  yl}  zl    als    ganze  homogene  Functionen    desselben  Grades  m    von 
w,  x,  y,  z  gegeben,  so  verwandelt  sich  die  letzte  Formel  in  die  folgende: 

....  aft.y»  _  »*  3(«,. «,.»,.«.) 

(i4)  '"   3d;,,o    -»;'    B(«, .,»,.)    ' 

und  wenn  insbesondere  m  =  2  ist,  hat  man 

äft.i,,!,)  _  ,  »•   ec«,,«,,»,,»,) 


;:u-> 


3(1,1,0  **>*,      8(«,*y,») 

Ich  wende  nun  die  Gleichung  (83)  auf  den  Fall  an,  wo  die  Variabeln 
£  =  — ,  jj=t^-}  £=  —    durch    die    Göpelsche    Relation    <?(»?,  ai,  y,  z)  =  0 

von  einander  abhängen,  die  Variabeln  §x  =  — ,  %  =  —  s  &  =  — -  als  Func- 
tionen von  §  =  — ,  ij  =  — ,  £=--■•  durch  die  homogenen  Gleichungen  (8) 
gegeben  sind,  und  daher  (Art.  8)  die  Variabein  |1;  jj1(  £  durch  die  Gleichung 
$i(Wj,  iCj,  i/j,  Sj)  =  0  von  einander  abhangen.     In  diesem  Fall  ist  in  Gl.  (33) 

f=  &1(y,vwvyvz1')  =  w\^(l,  |„  nv  Q  =  w\  F1 
zu  setzen.     Es  wird  daher 

e/  _     s*x  _     öf, 

und 

Bf    _       3#, 

Da  der  Annahme  nach  die  Gleichung  ^i(w1,  #,,  yu  ^,)  =  0  dadurch 
befriedigt  wird,  dass  von  den  beiden  Factoren  #,  £»*  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (31)  der  erstere  verschwindet,  so  ist  nach  (32*) 

dx  Äa  dx    ' 
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3/          161, 

""flu-' 

oder,  wenn  man 

*(« 

,.l',S,3)  =  10**(l, 

.1,0  = 

04f 

setzt, 

3/           161, 

4    dF 

Indem  man  diese  Werthe  von  -r{.-,  -~L  in  (83)  einsetzt  und  gleich- 
zeitig die  Formel  (34*)  zur  Transformation  der  Punetionaldeterniinante  benutzt, 
ergiebt  sich 

«yt,  _  ,  j>_  i_at:«,,  «,,*„«,)  <v« 
8I> 


■  A 


1,     9J       a(«,a,y,<)       JäF 


Aber  nach  den  Traiisforiiiatioiisg!ciel]imgen  (8)  findet  man 


""    a(«,,«,j,,») 


und  hierdurch  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in 


ar. 


Der  constauie  Mtiltipücator  auf  der  rechten  Seite  lässt  sich  auf  die  ein- 
fache Form- 

bringen,  wo  ,«  die  durch  (C 13)  definirte  positive  Constante  ist.     In  der  That, 

man  hat 

,'       b'c'e'-b"c"e"  g_  b'ic'Ab" c" % 

fi  —  -,-j      — -,      ftj —  -.ä 

Nun  ist  nach  (2,  3) 

4?b'c\e\  =  bee 
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und  nach  (1,  3)  und  (A  5, 6, 7) 

Wb^ejj'lc'le'l  =  b'c'Jb"c"e", 

daher 

4ß61c1eJiJe^6JViyi'  =  bce.&Ve'&Ve", 

oder,  was  dasselbe  ist, 

^•blciel(i\X\  =  b  c  e  («2  J,- . 

Man  multiplicire  die**e  Gleichung  mit  4^  =  a  und  setze  für  Qoce  seinen  Werth 
X2  ein,  so  ergiebt  sich 

oder,  wenn  man  die  Quadratwurzel  auszieht, 
4ft    =    t  Aä 

Hierdurch  nimmt  die  oben  erhaltene  Gleichung  die  einlache  Form  an 
(35)  i  •  —  -g^-'  =       öp- , 

ein  Resultat,  welches  folgenden  nassen  lautet: 

Man    bilde    eins    den    Variabel)).   £  =  — ,  «  =  -^- ,    C  =  — ,    welche    ver- 

W    '      '  M>    '  MI    ' 

miäelst  der  Göp eischen  biquadratischen  Gleichung 

&(w,x,y,z)  =  wiF=Ö 
von  einander  abhängen-,  das  Differential  zweiter  Ordnung- 

(35*)  — far, 

so  is(  rfies  em  Atisdruck,  welcher , .  abgesehen  von  dem  numerischen  Factor  \. 
unveränd&^t  bleibt,  wenn  man  in  demselben  für  die  Constanten  ]/</,  yb,  yc,  Ve 
und  die  Variabein  w,  x,  y,  z,  welche  er  enthält,  die  nach  den  Gleichungen  (1,  8) 
transformirten  (Jonstanten  V«.^  Ybt,  ]/clt  Ye[   und   Variabein  wu  x„  ylr  zx  setzt, 

d.  h.  der  Dilfereni 'ial- Ausdruck  (35*)  ist  dem.  folgenden: 

*     äFr 


C-tr.«) 


C.  W.  liorchardt's  Werke.  54 
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Hierbei  wird  (s.  die  Einleitung)  angenommen,  dass  die  beiden  Diffe- 
rentiale dtjäC  und  dr^dtx  durch  das  nämliche  Differential  dxpdy,  multiplicirt  in 
die  zugehörige  Functionaldeterminante,  dargestellt  seien  und  dass  |.  %  'Q,  also 
auch  §i,  ijls  ti>  »ich  in  $p,  ip  so  ausdrücken  lassen,  dass  diese  Ausdrücke  die 
Gleichung  F  =  0,  also  auch  F%  =  0,  identisch  befriedigen. 

Es  versteht  sich,  dass  das  Differential  (35*)  die  im  obigen  Satz  ange- 
gebene Eigenschaft,  beibehält,  wenn  es  mit  einem  rein  numerischen  willkürlichen 
Factor  multiplicirt  wird. 


11. 

Doppel  integral,    über    den    centralen   Theil    der   Kummer  sehen   Fläche 

ausgedehnt,   welches  zur  Bestimmung  des   arithmetisch-geometrischen 

Mittels  führt. 

Ich    werde    in    das   im   vorigen   Artikel   erhaltene   Differential   (35*)   die 
unabhängige n   Veränderlichen  p,   q   des   Art.  6   einführen. 
Indem  ich  in  Gl.  (33*)  des  vorigen  Artikels 


setze,  ergiebt  sich 


f-*±*  =  F,  Vl=P,  r1  = 


dtjdi   dpdq 

"SIT  ~  ~D~' 
3$ 


setzt, 


OCfVft«) 


'lfel)=<''~?)-D 


di\dt,   (p — $)dpdq 

~äP~  —  D' 

8§ 


Zur  Bestimmung  der  Functionaldeterminante   D'   dient  die   erste   Gleichung  (19), 
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aus  welcher  sich 

Eg|*  =  ng—  a0r-ha 

ergiebt,  und  die  in  (24*),  (24**)  enthaltene  Gleichung 

ftä(i'y_  yji)  =  (Ci+aa— oa— ojs  — (o,oä— o^jr  +  o^a^+oj— a3a4(a,+o3), 

aus  welchen  durch  Elimination   von  ■? 

k*(V'tf— &'£->)— (o,+oa— b,— 0JI56«  —  «r+w', 

m  =  (o0-«s)(o0-cJ-(«B-o,)(«0-oa)  -  F^^ 

m'  =  («,+«4X1^— ^X^— B|)  — C«i+«iX^,— sXoo— «0 

folgt.      Die   Determinante  T)'   bleibt  unverändert,   wenn   man    für   -?,-=-,    ----— -,   -s-jr 

a(S— «r)                        9(3— «o'0                 3(s— o0r) 
resp.    - — ^ =  2Ej;£,     5- — ■  =  0,     ^ =  0    setzt,     demnach    er- 
giebt sich 

D'  =  2Eä|Ä^ 

und,- wenn  man  die  Werthe 


einsetzt. 


i-~-  =2t"As«,      m-,-,-  =  —  2  ft^t 


4E^AS    (       qv  fiF  \ 


wo  d'b  der  in  (21)    definirte  Ausdruck   ist.     Setzt  man  für  e?*/*  dessen  p.  404, 
=  ~—v'z"Y"Z",  sc 
8AE*A2     <xZ"z"Y"i 


Zeile   16.  erhaltenen  Werth   <T<2>  =  — y'z"  Y"Z",  so  ergiebt  sich 


Das  Differential  (35*)  ist  daher 

. m(p—q)dpdq 


8AEJSA*  —  ■- 


zvy 


Man   substituire   für  — .   -^— ,   — ,   ,   -^-    ihre   Ausdrücke   (19)   und   für  As 

54* 
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naeh  (18*)  den  Werth 

so  wird  das  Differential  (35*),  abgesehen  von  dem  numerischen  Factor 
(36) 


C(p — q)äpdq 


(36*) 


»Vyy'(«i-sX°,-°4)  . 


AE0  (6'cV7 

Verfügt  man    über   die  willkürliche   Constante  k  so,    dass    C=l   wird, 


ya&ce&'i'Ve'Yf.7' 

eine  Specialisirung,  von  welcher  ich  gegenwärtig  absehe,  so  erhalten  die  Grössen 
a0,  a1}  a3,  a3,  ut  die  Werthe,  welche  ich  denselben  in  meiner  ersten  Veröffent- 
lichung*) gegeben  habe. 

Man  integrire  nun   das  Differential  (36),   welches  ich   der  Kürze  wegen 
mit  dil  bezeichnen  will  und  welches  der  Gleichung 
da  =  £dfi, 

genügt,    über    alle  "Werthsysteine    g  =  — - ,  jj  =  -%-■,   £=— ,    für    welche    die 

16  linearen  Verbindungen  Itt,  £,  .  .  .  5'"  eämmtlich  positiv  sind,  oder,  geo- 
metrisch ausgedrückt,  über  alle  Punkte  (10,  x,  y,  z),  welche  auf  dem  centralen 
Theil  der  Kumm ersehen  Fläche  <I>  =  0  liegen.  "Während  bei  dieser  Inte- 
gration jeder  Punkt  des  centralen  Flächentheils  <I>  =  0  einmal  durchlaufen 
wird,  bewegt  sich  der  Punkt  (wlt  xlf  y,,  2,)  auf  dem  centralen  Theil  der 
Kummersehen  Fläche  'I\  =  0  und  zwar  so,  dass  jeder  Punkt  desselben 
viermal  durchlaufen  wird.  Hieraus  folgt,  dass  das  über  die  angegebenen  Gren- 
zen genommene  Integral  des  Differentials  (36)  bei  der  Transformation  (1,  8) 
unverändert  bleibt. 


*)  .Monatsberichte  der  Akademie  der  WissenM'haftrii  ,.u  lkrliu,   ISTii  p.  (ilS  |_p.  'X'>~>  dieser  Ausgabe]. 
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Wenn  man  in  (36)  für  p,  q  die  Winkel  <p,  ip  einführt,  so  erhält  man 
nach  Art.  6  und  7  bei  der  Integration  nach  <p,  ip  das  in  Rede  stehende  Inte- 
grationsgebiet, indem  man  nach  jedem  dieser  Winkel  von  — ^n  bis  -h^n 
integrirt. 

Man  snbstituire  in  (36)  für  die  zehn  Wurzelgrössen  p0;  ...  pi}  qü>  ...  qt 
ihre  Ausdrücke  (27*)  in  <p,  -qi  und  führe  die  neuen  Bezeichnungen 

%  ==  l/cos<pa-|--T— siny2,  ipa  =  l/cos  i/>s  + -^ — sun/i2 

(37)  <ps  =  1/cosy2H-    ,' ,   siuy3,  ip1  =  l/cos  i/»2  + -v--r sin  qfi 

y4  =  j/coscpM —  sir±<p2,  <//3  =  1/ cos </j2 h ,,-sini/i2 

ein,  so  dass 

h  =  V«i— «j-Vs»  <h  =  V«i— «J-Vl 

F4  =  V«i— «4  •  9-4  -  <h  =  V«i— «i  ■  ^a 

ist,  dann  verwandelt  sich,  bei  Berücksichtigung  der  Gleichungen 
dp  =  —  2p,  j>ä  <i(p ,      dq  =  — 2q3qidip 

■p  —  q  =  (k1  —  «3)|l—   ,    ,    sitt y3  + -r-iy- silH/<s j 

und  unter  Fortlassung  des  numerischen  Factors  4,  das   Differential   (36)  in 

e'S"    .      .       J'c"    . 

„  1—  -j— r  sm  «/  -+-  -j— 77-  sm  iii- 


l/(ß0—«1)(ß1-ft4)(«0— «.,)(«,— «J  foPiVi-Vorirj 

und  der  constante  Factor  nimmt  die  einfache  Gestalt 

an.     Man  hat  also  das  definitive  Resultat: 
Das  Doppel- Integral 

,,  ,    b'c"    . 


"   1" —    ,     ,     Bio  y-  -r~  -r~i 

(38)  -'-y,:^  H»    I  d<P  " 


'/£7  M»    MV 


'„  <P,  5P»  •  V«  V,  Vs 
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430  Theorie  des  antlurtetisch-getmieUis.ehen  Mittels  juw  vier  Elementen. 

bleibt  unverändert,  -wenn  man  in  demselben  für  die  Constanten  Va,  Vb,  Yc,  ~]/e, 
von  vwichen  es  allein  abhängt,  nach  dem  Algorithmus  (1)  die  Constanten  V«,. 
V^,  Vcu   Ye[   setzt. 

Eine  Function  von  a,  b,  c,  e,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt,  ist  be- 
kanntlich*) eine  blosse  Function  des  arithmetisch-  geometrischen  Mittels  '/  dieser 
vier  Elemente,  zu  deren  Bestimmung  es  nur  erübrigt,  diesen  Algorithmus 
wiederholt  anzuwenden  und  zur  Grenze  überzugehen. 

Bei  diesem  Uebergang  zur  Grenze  nähern  sich  nach  (4*),  (5)  die  sechs 
Bruche 

ae  ec"  ac"  ac  ce'  ac' 

bc    '      bc'    '      cc'   '       be    '      bc"  '      ee"    ' 

welche  in  tpü,  (p3,  <pA,  t/<„;  Vi,  ips  vorkommen,  und  demnach  auch  diese  letzteren 
Grössen  sämmtlich  der  Grenze  1 ,  während  die  unter  dem  Doppel-Integral  im 
Zähler  vorkommenden  Brüche 

c'b"        W_ 

bc'  "'      be" 

sich  nach  (5*)  der  Null  nähern.  Die  unter  dem  Doppel -Integral  stehende 
Function  von  y>  und  ip  nähert  sich  also,  wenn  der  Algorithmus  (1)  »-mal 
hinter  einander  angewandt  wird,  für  n  =  oo  der  Grenze  1.  Gleichzeitig,  nähert 
sich  der  constante  Factor 

des  Integrals   der  Grenze    -     ,  folglich  hat  man  für  n  =  oc 


Diese  Untersuchung  hat  also  zu  folgendem  Ergebnis  geführt,  welches 
von'  dem  im  Monatsbericht  1876  [pp.  334  und  335  dieser  Ausgabe]  ausge- 
sprochenen nur  in  der  Form  verschieden  ist: 

Man  leite  aus  den  vier  reellen  positiven.  Elementen  a,  b,  c,  e  durch  unbe- 
grenzte Wiederhol! mg  des  Algorithmus  (1)  deren  arithmetisch-geometrisches  Mittet 
g   her  und   bestimme    nach   (4)    die    sechs    zu-    den    vier    Elementen   coordinirten 

"■)  S.  Monatsberichtedel'  Akadewio  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1876  p.  614  [p.  332  dieser  Ausgabe]. 
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Grossen  V ,  c,  e,  b",  c",  e",  ferner   bezeichne  man  mit  %(y>),  ®(*/0    {^e  beiden 
in  cos^p,  siny  und  co&ip,  sini/i  homogenen  Ausdrücke  sechster  Ordnung 

S(<P)   =  (cos(p3+-| 
(39) 


(40) 


±Pi 


')(cos5p3  -\- -j-'— sm<p2Xü0892  H -f 

sill  (/.'-; 

ä)(cosi//s~f-  j-'jj-  sin  ip2)(cosap-  -\ Tl 

■sin  (/.'-). 

■+i"  i 5 — i—  sin  «>s  -+-  -j — Fl-  sin  «i'" 

V»C»)»W 

mjo  die  Quadratwurzeln  mit  -positivem  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

In  dieser  gegen  meine  erste  Veröffentlichung  etwas:  abgekürzten  Form 
der  Aussage  ist  die  Ausdehnung  des  von  Lagrange  und  Gauss  für  das 
arithmetisch -geometrische  Mittel  aus  zwei  Elementen  gefundenen  .Resultates  auf 
das  arithmetisch- geometrische  Mittel  aus  vier  Elementen  in  einfacher  Gestalt 
enthalten. 
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Anzeige  der  vorhergehenden  Abhandlung, 

Comptcs   i'cndus   licln!(nii;ii!i!.in,>  dos  seaii'.'o-  (ii1  i'Ariiili'inio  (](.■>  ~eionirc-  dr   Park,   T.  SS  ;i.  -105  —  406,   1879. 


M.  C.  W.  Borchardt  fait  hommage  ä  l'Acad&nie  d'un  Memoire  imprime 
en  allemand  et  portant  pour  titre:  „Theorie  des  moyenncs  arifhmetico-geome- 
triques  de  quatre  Clements." 

„Dans  les  six  premiercs  pages  de  ee  Memoire,  ecrit  M.  Borchardt,  j'ai 
expose  la  voie  qui  m'a  conduit  h  l'expression  de  cette  moyenne  par  une  inte- 
grale double  .hypcrellipliqne.  et  j'espere  que  cette  exposit'ion  sera  assez  claire 
pour  suffire  a  ceux  qui  n'entreroiit  pas  dans  les  details  des  calculs. 

Dans  les  deux  dernieres  pages  [pp.  430  et  431  de  ce  volume],  j'ai  prä- 
sente le  resultat  final  dans  une  forme  plus  simple  que  celle  qui  est  contenue 
dans  ma  publication  de  1876.  Les  deux  angles  (p  et  ip.  qui  sont  les  variables 
de  l'integrale  double  proportionelle  a  la  valeur  reeiproque  de  la  moyenne,  se 
presentent  dans  cette  recberclie  comme  la  vraie  extension  de  l'amplitude  des 
integrales  elliptiques." 
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Sur  un  Systeme  de  trois  equations  differentielles 

totales  qui  definissent  la  moymne  arithmetico- 

geometrique  de  quatre  elernents. 


Bulletin  de  la  Socwte  Mathi-matimiu  de  France,  T.  1  p.  124—128,  1873  — 7<J. 


C.  W.  Borchardt's  Werk«. 
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Sur  nii  Systeme  de  trois  equations  differentielles  totales 

qui  definissent  la  moyenne  arithmetieo-geometrique  de 

quatre  elements. 


i  du  2f>  avvil   1S79  iie  la  Mutiiiu!  Müllii'-inaliqno  de  Fra 


La  moyenne  aritlmietko-geometrique  de  dcux  elements  a,  b  est  une 
fonetion  de  ces  elements  qui  satisfa.it,  comme  on  sait,  ä  l'equation 

«««+*),   Vi?]  =  /(<.,  4). 

En  partant  de  cette  equation,  j'ai  montre,  dans  nn  travail  insere  au  tome  58 
de  mon  Journal  [voir  p.  119  de  ce  volume],  que  la  moyenne  arithmetieo-geo- 
metrique de  deux  elements  peut  etre  definie  par  une  equation  differentielle  ordi- 
nale du  premier  ordre  et  du  second  degre  par  rapport  ä  la  variable  depen- 
dante,  resultat  que  M.  Bertrand  a  trouve  digne  de  faire  entrer  dans  son  grand 
Ouvrage  sur  le  Calcul  infinitesimal. 

Dans  mes  etudes  sur  la  moyenne  aritbrnetieo-geoinetrique  de  quatre 
elements,  j'ai  täche  de  trouver  une  deiinition  analogue  de  cette  nouvelle  trans- 
cendante.  Le  resultat  que  j'ai  trouve  ne  präsente  pas  eneore  tout-e  ia  simpli- 
cite  que  j'aurais  desiree,  et,  dans  la  Note  inseree  aux  Comptes  rendus  de  l'Aca-- 
demie  des  Sciences  de  Berlin  (seance  du  2  novembre  1876),  [voir  p.  333  de  ce 
volume],  je  me  suis  meme  contente  d'en  mdiquer  seulement  la  forme  generale, 
sans  donner  les  formules  dans  leur  detail. 

Mais  comme,  dans  un  sujet  nouveau,  un  resultat  sur,  ne  füt-ce  meme 
pas  dans  sa  forme  definitive,  peut  etre  utile  pour  des  recherches  ulterieures, 
j'espere  qa'il  ne  sera  pas  sans  interSt  pour  la  Societe  de  connaltre  le  Systeme 
d'equations  diilerentielks  tel  que  je  l'ai  trouve. 

Soient   a,  h,  c,  e  quatre    elements   positifs    ranges    dans    leur  ordre   de- 
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-i;;H;  Siir  tut  Systeme  de  trois  e!]iial'ums  dillereütielles  totales 

croissant  et  qui  satisfont  ä  l'inegalite 


2S' =  l/öbH-l/ce,  28"  =  yib  —  ]/ti 
2c'  =  1/oc  +  l/tTe,  2«"  =  yac— l/6e 
2e'=yöe  +  l/i7,     2e"  =  Vil  — 1/Ec, 

toutes  les  racines  etant  prises  avec  le  signe  positif,  et  soit  g  la  limite  com- 
mune ä  laquelle  on  est  conduit  en  appliquant  un  nombre  indefim  de  fois  l'algo- 
rithme 

«,  -Ko  +  6-t-o-t-«) 

4,  =  HIÖ  +  V««) 

«,  =  i(y«."+y5F). 

Cela  pose,  il  s'agit  de  definir  la  limite  g  par  des  equations  differentielies. 
Je  ehoisivai  comme  variables  intlependantes  les  trois  quantites 
eb"  bc"  ce" 

En  posant 

pi  ra  1 — g._^-gr,      2'  =  1—r-i-rp,      r'  =  l—p-\-pq, 

je  deduirai  de  p,  q,  r  les  expressions  rationelles 

(l-gX'—O         ^  q-'-Xi-p)      ,.       (l-j»)(l-g) 
-   w1  „  _   gg'  ,  _    "'    . 

Comme  variables  dependantes,  j'introduirai  trois  quantites  s.  t,  u  qui  derivent 
de  la  transcendante  g  au  moyen  de  differentiation  partielle,  et  que  l'on  definit 
de  la  maniere  la  plus  simple  par  tme  setile  equation  differentielle  totale 

.JL 


2<Jlog-*-  =  m^  +  tq^ 


/Google 


ijui  definissent  la  moyenne  ai-itl im^ti oü-üji'so m ö trique  de  quatre  elümenb.  437 

Cela  pose.  les  difterentielles   ds,  dt,  du  ■  s'expriment    en  fonetions   lineaires  de 
dp,  dq,  dr  et  du  second  ordre  en  s,  t,  u. 
Pour  plus  du  simplicite,  je  poserai 

dp         ,  dq  dr 

P„  ~£—  =  op ,  q„  — —  =  da ,  r„ =5=  dr 

r°   p  l  '  "'    q  J  "    r 

dp  dq         .  dr 

P..P,  ~£~  =  0,  p,      q  q,  — —  =  ö,  */,      r.,r, =  0,  r 

1-0-fi    p  in      aBai    g  1 J'        0  1    r  1 

s__(_M  =  2s  ,      _s-f-i— «  =  2tx,„    —s—t+u=  2«j. 

Alors   les    equations    differenticlles  qui    definissent  s,  £,  w   peuvent   etre  ecrites 

sous  la  forme  suivante: 

0  «=  Zds+J.s+fa+r^u— t)3lP+        (pt +«)*i2        +        (Pi-^H*         -S 

0  =  2rf(  +^-.i  +         (</,  — «K?>        +  (p,+»"1+s~wM9  +        (fft+iH**         —  r 

0  =r=  2dw+^.«-f-        C^-HO^P       +         (t'-'j)!?,?        +(?),  +  </,+(— s)^'--  — (7, 

S,  T,    CT  designant  les  expressions  suivantes: 

S  =  a8  dp +  «**£  + <*.$»■ 

T=  w^>  +  is  <$$  +  «*  dr 

17=  ^Jp  +  ^^  +  i^fr. 

En    choisissant   st>   ^,   it,   comine    variables   dependant.es,    les    equations   differen- 

tlelles  prennent  la  forme 

0  =  2ds1+J.s1  —  (sl-\-tJ+r1)<l1q-\-(     s1~-q1+n1)Slr+Si 
0  =  2dtl+J.t^—(pl-htl-+-u1)Slr  +  (     si  +  *i— ri)*iJ'+2'1 
0  =  2du1-hJ.ul—($1-hq1+u^)d\p-h(—pl-+-t1-l-u1)d1q-hU1, 
^D  ^D    ^A  designant  les  expressions 

Sl   =        —  *i"l*P     +  S1CSl+"l)(I?  +  Sl(Sl+*l)^ 

71,  =  ^(tj+wjtfp—        Sjft^g      -4-<1(81-K1)tf»' 

Ce  Systeme  de  trois  equations  differentielles  totales  presente  dans  sa  forme  une 
analogie  remarquable  avee  l'equation  differentielle  tinique  qui  detinit  la  moyenne 
arithmetico-geometrique  de  deux  Clements.  Les  variables  in  dopend  an  tes  p,  q,  r 
ne  sont  pas  les  seules  pour  lesquelles  on  trouve  un  Systeme  d' equations  diffe- 
rentielles    semblable    ä  celui  que  Ton   vient  de  proposer,    et    c'est,    eomme  je 
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l'espere,  un  autre  choix  de  variables  hidependaiites  qui  conduira  ä  un  Systeme 
plus  simple  d'equations  differentielles. 

Le  Systeme  propose  d'equatkms  differentielles  totales,  etant  integre, 
donne  des  expressions  qui  contiennent  des  constantes  arbitraires.  Concevons 
que  l'on  ait  donne  a  ees  constantes  les  valeurs  particulieres  qu'elles  prennent 
dans  le  cas  oü  g  est  la  moyenne  aritlimetico-geomeiTique  des  eleinents 
a,  b,  c,  e. 

Dans  ce  cas,  les  equations  differentielles  proposee.s  s'integrent  par  des 
series  ordonnees  suivant  les  puissances  et  produits  de  puissances  ascendantes 
de  1  —  p,  1  —  q,  1  —  r,  qui  eonvergent  lorsque  chaeune  de  ces  differences  est 
plus  petite  que  l'unitö,  ce  que '  Ton  demontre  aisement  en  introduisant  dans 
l'integrale  double*),  par  laquelle  j'ai  defini  la  moyenne  arithmetico-geom6triquc 
de  a,  b,  c,  e,  les  quantites  p,  q,  r. 

En  negligeant,  dans  ce  developpement,  les  termes  du  second  ordre  et 
des  ordres  superieurs,  on  obtient 

-a-  =  1. 
9 

c'est-a-dire  que,  dans  ce  developpement,  il  n'y  a  point  de  termes  du  premier 

ordre,  ce  qui  stiffit  pour  determiner  les  valeurs  que  prennent,  dans  le  cas  dont 

il  s'agit,  les  constantes  de  rintegration. 

De  ce  qui  precede  il  resulte  que  l'on  petit  developpcr  suivant  les  puis- 
sances et  produits  de  puissances  de  1 — p,  1  —  q.  \—r  la  transcendante  — ,  en 
se  servant,  pour  le  calcul  des  coefficients,  des  equations  diilercntieLles  donnees 
plus  haut. 

Je  terminerai  cette  Note  en  indiquant,  ä  cause  de  sa  simplicite,  le 
resultat  auquel  on  parvient  pour  les  termes  du  second  ordre,  qui  sont 

iO-?)(i->')+Ki-ri(i—')+Ki-ri(i-</)- 


*)   Voiv    McmoiiTs    de   r.V.'iniviusf    &■:-.    Merlin,    aniiire    1878   |>.  !H>    (Clas^o   uiath euiat ique) ,    []>.  431 
s  vohune]. 
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Sur  le  choix  des  modules  dans  les  integrales 
hyperelliptiques. 


Complcs  icndus  ln':bi.l üi n siel n i s-i- s   des   seanees  de  l'Acatleinic  (kr  Scieisces  de  Paris, 
T.  88  p.  8ii4  —  8S7,   1879. 
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Sur  le  choix  des  modules   dans   les  integrales   liyper- 
elliptiques. 


ml  1879  de  PAwrioiiiio  ik's  Sciences  de  Paris. 


En  comparant  les  formules  compliquees  que  Richelot  a  donnees 
pour  la  transformation  du  second  ordre  des  integrales  liyperelliptiques*)  et 
les  formules  simples  et  symetriques  que  Ton  reneontre  dans  la  thdorie 
de  la  moyenne  aritlinieticio-geometrique  de  quatre  elements,  on  reconnalt 
que  la  simplification  obtenue  est  due  '  ä  un  nouveau  point  de  vue  relatif  au 
choix  des  quantites  qu'il  faut  considerer  eomme  modules  des  integrales  liyper- 
elliptiques. 

Dans  les  integrales  elliptiques,  le  modale  peut  etre  defini  sous  deux 
formes  difterentes  qui  s'aecordent  pourtant  entierement,  Tone  algebrique ,  qui 
repose  sur  la  consideratkra  des  valeurs  pour  lesquelles  s'cvanouit  le  radical 
qui  se  trouve  sous  Vintegrale;  l'autre  transcendantc,  qui  donne  la  racine  carree 
du  module  en  forme  de  quotient  de  deux  fonetions  #  a  argument  zero. 

C'est  la  premiere  de  ces  definitions  que  Richelot  a  etendue  aux  inte- 
grales liyperelliptiques.  Ses  modules  x,  X,  fi  sont  bien  les  quantites  analogues 
au  module  k  elliptique  sous  le  point  de  vue  algebrique,  mais  ils  n'en  presentent 
aueune  analogie  sous  le  point  de  vue  transcendant. 


*)  II  n'est  question  ici  que  des  hd<'<jT;iii.'-s  iLjpi'roliiptiquo.s  du  jircjuier  ordre,  (vest-ä-dire  dans 
lesquelles  la  ioiidicn  sous  1b  radikal  tio  depassc  pas  le  sixiomo  dogri',  ce  quo,  dans  la  suite,  je  n'aurai  pa.s 
Jjosuin  d'ajoutev. 

C.  W.  Borchardfs  Werke.  56 
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En  effet,  soient 


les  quatre  fonetions  #  elliptiques  et  leurs  valeurs  correspondantes  ä  l'argument 
ze'ro,  entre  lesquelles  on  a  l'equation 


4  —  "S-f-«!; 

soient  de  raeme 

».,      &,.,     #,,,     &„)  je, 


0,  c3,  0 
eos,  Ü,  0 
0,        0,       «.. 


les"  seize  fonetions  &  hyperclliptiques  de  M.  Weierstrass  et  leurs  valeurs 
correspondantes  aux  argumenta  zero,  entre  lesquelles  il  existe  cette  condition 
que  les  neuf  quotients 


forment  les  coefücients  d'une  Substitution  orthogonale  au  determinant  -f-1. 
Cela  pose,  entre  la  definition  transcendante  du  module  eUiptiquc; 

V~k  =  — 

et  la  definition  transcendante  des  modules  liyperelliptiques  x,  %,  f*>  de  Richelot 


il  n'y  a  point  de  ressemblance. 
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Sur  le  clioix  des  modulcs  <kns  les  integrales  Iiypccelliptiqucs.  443 

Cette  consideration  fait  presumei*  qu'il  .peut  y  avoir  de  l'avantage  ä 
abandonner  les  modales  de  Richelot  en  les  remplacant  par  d'autres  qui  for- 
ment  l'extension  du  module  elliptique  solis  le  point  de  vue  transcendanfc. 

Considerons  rintegrale  elliptique  sous  la  forme 


qui  est  la  plus  propre  pour  la  throne  de  la  moyenne  arithmettco-giSometrique 
de  deux  Clements,  et  dans  laquclle  le  module  k'  est  defini  par  le  quotient 

c'est-ä-dire  par  le  quotient  des  valeurs  correspondantes  ä  l'argument  ze>o 
du  &  principal  #3  et  de  la  fonction  &0  qui  en  derive  par  Paddition  de  3a 
demi-periode  reelle.  Cette  definition  transcendante  du  module  k'  elliptique 
s'etend  aux  fonetions  hyperelliptiques  de  la  maniere  suivante.  II  faut  con- 
siderer  le  ■&  principal  #5  et  les  trois  &  qui  en  derivent  par  l'addition  d'une 
demi-periode  reelle,  c'est-a-dire  les  fonetions  -d-12,  &u,  i9-0.  En  y  posant 
ies  arguments  egaux  &  zero  et'  definissant  trois  raodules  x1}  xs,  xz  par  les 
equations 

cn  cä  cb 

on  a  trois  quantites  qui  forment  l'extension  exaete  du  module  elliptique  k' 
sous  le  point  de  vue  transcendant,  et  ce  sont  priieisement  ces  modules  qui 
sont  les  plus  propres  pour  la  theorie  de  la  moyenne  arithmetico-geoimStrique 
de  quatre  Clements. 

Par  les  belies  recherches  de  M.  Hermite,  on  sait  que  les  formales  de 
transformation  des  fonetions  hyperelliptiques  s'expriment  de  la  maniere  la 
plus  simple  en  fonetions  homogenes  de  quatre'  &  lies  par  one  relation  biqua- 
dratique  de  Göpel,  eondition  remplie  dans  le  cas  des  &  aux  indices  5,  12, 
34,  0.  Mais  de  tcls  systemes  de  quatre  &,  il  en  existe,  comme  on  sait,  un  grand 
nombre  *) ,    et    ii    chaque   Systeme    est    attachee    une  transformation   du  second 

*)  Ce  nombre  est  de  soixante,  et  parmi  ocs  systemes  il  y  ea  a  qninze  dans  lesquels  toua  les 
quatre  tf  sont  des  fonetions  paires. 
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444  Sur  le  choix  des  module«  (laus  Ins  integrales;  liyperelliptiques. 

ordre.  Cela  fait  preVoir  que  les  systemes  de  trois  modules  tels  que  xu  hs,  x„ 
peuvent  ßtre  modifies  de  bien  des  mameres,  et  qae,  suivant  la  transformation 
particuliere  de  laquelle  on  s'occupe,  il  existera  im  Systeme  parüculier  de  mo- 
dules qui  s'y  prete  le  mieux. 

J'espere  presenter  ä  l'Acadcmie  quelques  considerations  sur  les  formules 
de  transformation  du  second  ordre,  qui  confirmeront  entierement  le  point  de 
vue  que  je  viens  d'exposer. 
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Sur  les  transformations   du  second  ordre  des 

fonctions  hyperelliptiques  qiü,  appliquees  deux 

Ms  de  suite,  produisent  la  duplication. 


•  hel.uk>  irindai  res  tk-s  soances  rto  l'Aeademie  deä  Sei- 
T.  88  p.  8S5  — 888  et  955  —  957,  1879. 
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Sur  les  trausformations  du  seeond  ordre  des  fonetions 

hyperelliptiiiues  qui,  appliquees  deux  Ms  de  suite,  pro- 

duisent  la  duplication. 


lai  1879  dp  rAcaili'imie  de?  .Seiendes  de  Paris, 


1.  On  sait  quo  la  theorie  analytique  des  fonetions  hyperclliptiques  a 
deux  variables  a  ete  decouverte  en  raeme  temps  par  Göpel  et  par  M.  Rosen- 
hain,  qui  y  sont  parvenus  en  suivant  des  voies  tres-differentes.  En  com- 
parant  les  resultats  decouverts  pai'  les  deux  geometres  *) ,  on  voit  qu'ils  se  re- 
duisent  les  uns  aux  autres  par  une  transformation  du  seeond  ordre. 

Je  dois  ä  M.  Herrnite  la  remarque  importante  que  cette  transformation 
est  une  de  Celles  qui,  appliquees  deux  fois  de  suite,  produisent  la  duplication. 
Cette  remarque  m'a  amene  ä  faire  quelques  recherches  gencrales  sur  les  trans- 
formations du  seeond  ordre  douees  de  ce  meine  caractere,  recherches  que  j'ai 
Tlionneur  d'offrir  a  l'illustre  Academie. 

Avant  d'attaqner  le  probleme  hyperelliptique  dont  il  s'agit,  je  rappellerai 

ce  qui  existe  d'analogi]«  dans  la  theorie  des  fonetions  elliptiques. 

Les  formules  de  la  transformation  de  Landen  etablissent  une  liaison  du 

j /c' 

seeond  ordre  entre  des  fonetions  doublement  periodiques  au  module     ,      ,,■    et 

d'autres  au  module  k.  -  En  composant  les  formules  de  Landen  avec  Celles  de 
!a  transformation  imaginaire  elevnentaire,  les  fonetions  doublement  periodiques 
au  module  k  se  changent  en  d'autres  au  module  &'.  On  parvient  donc,  par 
cette    composition,    ä    une   transformation  imaginaire    et  du  seeond  ordre  qui 

conduit  du   module  k'  au  module    1  =  ■-,,,,  ■      L'expression    -^      ,,     ayant  la 

*)  Voir  les  formules  (86)  du  Memoire  de  Gö.pel,  Journal  de  Crelle,  T.  35  p.  308. 
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448  Sui  hu  irausformalious  du  secoud  ocdrc  des  ioiit'tioiis  liy po i'cl.1  iyili i^ucs 

propriete  qu'appliquee  deux  fois  de  suite  eile  reconduit  au  module  k'  duquel 
on  etait  parti,  il  est  evident,  sans  en  faire  le  calcul,  que  la  transformation 
qui  nous  occupe,  appüquee  deux  fois  de  suite,  produit  la  duplicatioc. 

Pour  parvenir  ä  la  transformation  hyperelliptique  la  plus  semblable  ä 
cette  transformation  elliptique,  posons,  avec  M.  Weierstrass, 

la  sommation  s'etendant  a  toutes  les  valeurs  entieres  nlt  n%  depuis  — co  jusqu'ä 
4-co,  et  g  designant  la  fonction  entiere 

En  donnant  a  cbacun  des  quatre  indices  /j,,,  fi.is  v1,.vi  les  valeurs  0,  1, 
on  obtient  seize  fonctions  & ,  qui  correspondent  aux  seize  conibinaisons  sui- 
vantes  des  quatre  indices: 

0,     0,  0,  0            1,     0,     0,     0  0,     1,     0,    0  1,  1,  0,  0 

0,    0,  1,  0           1,    0,     1,    0  0,    1,     1,    0  1,  1,  1,  0 

0,     0,  0,  1             1,     0,     0,     1  0,     1,     0,     1  1,  1,  0,  1 

0,     0,  1,  1             1,     0,     1,     1  0,     1,     1,     1  1,  1,  1,  1, 

fonctions  que  M.  Weierstrass  designe  par  la  Dotation 


En  conservant  la  notation  primitive  ä  quatre  indices,  on  etend  aisement 
aux  seize  fonctions  &  la  transformation  imaginaire  proposee  par  M.  Rosenbain, 
dans  le  tbeoreme  III  de  son  Memoire  couronne,  pour  le  &  principal. 

Soit 

le  determinant  des  trois  parametres  pris  avec  le  signe  qui  rend  r  positif  dans 
le  cas  des  fonctions  byperelliptiques  reelles.     Posons 
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qui,  appliquees  dcux  Ms  de  suite,  produiscnt  la  duplicatio».  449 

definissons  deux  nouveaux  argumenta  par  les  equations 

ou,  ce  qui  est  la  m&me  chose, 

posons  enfin 

et  designons  par  tj  les  fonctions  #  aüx  parametres  t'u>  t[3}  r^.  Cela  pose, 
la  transformation  imaginaire  dont  il  s'agit  peut  etre  enoncee  dang  cette  for- 
mule  imique 

On  en  conclut  que,  faisant  abstraction  du  facteur  commun 

les  fonctions  &  se  changent  en  les  fonctions  tj  de  la  maniere  indiquee  par  le 
Tableau  suivant: 

*B>  *1H         ^34'        ^0  V  %V  TtV  1u 

#v      &w>     *a,      *M  V  *!a-       —•«In      — *% 

>a3,     #1S,     ■9'M,     ■&14  i;0,       — itj1,      — itj   ,       —  ij14. 

Soient  t  les  fonctions  #  aux  arguments  2tt>i,-  2}v's  et  aux  parai'net.res 
2r„,  2t{8,  2tm,  et  y  les  valeurs  des  £  pour  yj  =  vj  =  0;  de  meme,  c  les 
valeura  des  #  pour  u,  =  v8  =  0.  Cela  pose,  en  composant  les  formales  de 
transformation  du  second  ordre  qui  lient  les  t  aux  »j  avec  les  formnies  de 
transformation   imaginaire  qui   lient  les  j;  aux  3-,  on  parvient  au  Systeme  final 


de  relations 

4?>  t,  =  il+n\,+i\l+il  =  -^^l+»,m+!'\+:^) 

4r»A,  =  iä-i;>+i»-i!  =  -y(^^^„+«i-^.) 

*r,  S,  ='i!+i:!-*-iä  =  -i-«H-«5,-^-^,) 

*)■»£«= i'— fe-ii,+i;=1^(^-»ä1-^+*y 

C.  W.  Horch 

iTdt's  Werke.                                                                                     57 
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450  Sur  les  transformations  du  scoond  ordre  (.los  foiicl.ions  hyperolliptiqnc^ 

De  ces  formales  on  tire  la  consequence  suivante.  Considerons  les 
modules  primitifs  xlf  x%.  x3  et  les  modules  transformes  Aä.  As,  A3,  definis  en 
posant 

1/1  =  ^5-,  yi,-— ,  yj,=--; 

ces  deux  systemes  de  modales  sont  lies  par  les  equations 
1+«,+.,+«, 


3  l+x,+*a+xB 

qui,  appliquees  deax  fois  de  suite,  fönt  retomber  sur  les  modules 
primitifs.  II  est  donc  evident  que  les  foi-mules  de  transformation  entre  les  £ 
et  les  &,  appliquees  deux  fois  de  suite,  prodnisent  la  duplieation. 

2.  La  transformation  hyperelliptique  imaginaire  et  du  second  ordre 
exposee  ci-dessus,  presente  une  analogie  parfaite  avec  la  transformation  ellip- 
tique  consideree  en  premier  Heu.  Mais  eile  n'est  pas  la  seule  transformation 
hyperelliptique  du  caractere  particulier  qui  nous  occupe;  il  y  a,  au  eontraire, 
une  grande  variete  de  ces  transformations,  et,  parmi  elles,  il  existe  un  certain 
nombre  de  transformations  reelles.  Comme  exemple  de  ces  dernieres,  je  choi- 
sirai  celle  qui  He  entre  eux  les  resultats  de  Göpel  et  de  M.  Rosenhain,  et 
qui  presente  en  meine  temps  im  si  grand  interet  historique. 

Soient  &  les  fonctions  hypevelliptiqnes  aux  deux  arguments  vu  v3  et 
aux  parametres  tu,  tu,  rMj  et  ij  les  fonctions  aux  arguments 


et  aux 

et  designons  respeetivement  par  c  et  y  les  valeurs  que  prennent,  pour  u,  =«  v2  =  0, 
les  fonctions  &  et  tj. 

Cela  pose,  les  fonctions  &■  et  jj  se  transforment  les  unes  dans  les  autres 
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qui,  appliquees  deux  fois  de  suite,  produisent  la  duplication.  451 

par  le  Systeme  d'equations 

2Y2>Vm    =    ^5  —  ^0+^3  — ^H 

2/l4^14  =  ^?  —  &l  —  D'U  +  &U- 
Done,  en  definissant  deux  systemes   de  modules  *,,  #ä}  *3  et  £,,  Jl2,  A8  par  les 
formales 

les  deux  systemes  de  modules  se  trouvent  lies  entre  eux  par  les  cquanoiis 


1+«.+* 


1— «.— ic-H 


3         1+^-i-Xa-HXj  ' 
eqnations  qui   montrent  que  la  transformation  dont    il  s'agit,    appliquee   deux 
fois  de  suite,  fait  retomber  sur  les  modules  primitifs  et  produit  la  duplieation. 

La  complete  analogie  de  ces  formuäes  avec  l'expression  X  =  1  ,, 
mentiormee  plus  haut,  justme,  d'une  autre  maniere,  l'introduction  des  quantitea 
par  lesquelles  j'ai  remplaee"  les  modules  de  Richelot. 

Les  Ibnctions  lim-aires  et  t'racüomiaires,  qui  expriment  dans  ces  recherches 
les  modules  transformes  par  les  modules  primitifs,  ont  cette  propriete  que  Ton 
parvient  ä  leurs  fonctions  inverses  en  eehangeant  entre  eux  les  deux  systemes 
de  modules.  En  rendant  homogenes  les  equations  qui  lient  les  deux  systemes 
de  modules,  on  les  r6duit  aux  equations  suivantes: 

2yt  =  a0-i-al~-xa  —  aB 
2ya  =  a>0 — xl-\~xi —  xz 

que  Ton  resout  egalement  en  eehangeant  entre  eux  les  x  et  les  y, 

57* 
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452.        Sur  les  transformations  dn  sccond  ordre  des  .fbuctioiw  Siypcrelliptiques  etc. 

On  forme  aisement  des  equations  lineaires  de  8,  16,  32,  .  .  .  inconnues, 
douees  de  la  meine  propriete  fundamentale:  il  sninra  de  les  proposer  dans  le 
eas  de  huit  inconnues. 

Soient  «,,  sa,  s3  trois  quantites  dont  chacune  est  =  ±1,  et  posons 

Designons  par  a,  ß,  y  les  indices  1,  2,  3  dans  im  ordre  quelconque,  et 
donnons  ä  y 

l'indice    0    quand    s^  =  +1 ,      s„  =  H-l ,      e3  =  +1 

»  «  V  B,t    =    —  1.  eß    =    +ll  Ey    =    +1 

|Sy       „        ea  =  +l,      sß  =  —  t,      sr  =  —  1 
„       123      „        £,=—1,      «3=—  1,      e8=—  1. 
Cela  pose,   les  huit   equations  lineaires   entre  les  x  et  ies  y  ont  la  pro- 
priete  d'etre  resolues  par  un  echange  des  x  et  des  y. 

Mais,  quoique  ces  equations  lineaires  a  huit  inconnues  jouent  un  röle 
dans  la  question  «nalogue  relative  aux  fonctions  byperelliptiques  a  trois  variables, 
elles  n'y  embrassent  pas  la  question  entiere. 
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Sur  deux  algorithmes  analogiies  ä  celui  de  la 
moyenne  arithmetico-geometrique  de  deux 

elements, 


In  Müiuocium  Dorainiei  Chelini.     Colledn.iiea  inaihcmatica  edita  cura  et  studio 
L.  Cremona  et  E.  Beltrami,  1881,  p.  200  —  212. 
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Sur  deux  algorithmes  analogues  ä  celui  de  la  moyenne 
arithmetico-geometrique  de  deux  elements. 


Lettre  adressee  ä  Mr.  L.  Cremona,. 


Cher  ami  et  confrere, 

Vous  avez  bien  voulu  me  permettre  de  vous  envoyer  une  Note  scien- 
tifique  pour  faire  partie  du  volurae  destine  a  la  memoire  de  votre  eminent 
eompatriote  Chelini,  que  j'ai  eu  l'avantage  de  eonnartre  en  1844  pendarrt  mon 
sejour  ä  Rome.  Cette  aimable  invitatio!)  nrencourage  ä  vous  offrir  quelques 
considerations  sur  deux  algorithmes  analogues  ä  celui  de  la  moyenne  arith- 
met.ico-^eomet.rique,  mais  d'un  caraetere  plus  elementaire. 

Je  montrerai  que  la  methode.  qui  dans  le  volume  58  de  mon  Journal 
[p.  119  de  ce  volume]  m'a  conduit  ä  determiner  par  une  equation  difförentielle 
du  premier  ordre  la  moyenne  arithmi;tico-^.;omct.rique,  s'upplique  avec  le  mgme 
succes  aux  deux  algorithmes  qui  l'ont  le  sujet  de  cette  Note,  et  qu'il  y  a  inline 
ici  des  circonstances  qui  simplifient  notamment  le  resultat. 

L'algorithme  des  moyennes  aritl'Linet.ico-g6ometriqiies  de  deux  elements 
etant,  comme  on  sa'it, 

je  considere  en  premier  lieu  l'algorithme  suivant: 

Soient  m,  n  deux  quantites  positives,  et  posons 

(1)  OT2=^Lp-,     %  =  V^h 

de  Sorte  que  l'on  a 
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456  Sur  deux  algorillmics  analogues  ä  celui  de  la  raoyenne 

les    quantites  m; ,  nt   convergeront   pour  des    valeurs    croissantes    de    i  vers   la 
meine  limite  co. 

Designons    par    f(m,  n).   une    fonction    qui    reste    invariable,    lorsqu'on 
remplace  m)tn  par  mls  n,;  eile  sera  neeessairement  fonction  de  w  seul.     Soient 

df    _  df   _ 

6m   —'t'         du    ~  * 

Ö/-  =  ,,       ■-£-  — 
entre  ,«,  f  et  /*!,  v,  ou  aura  les  deux  relations  lineaires 

4,it  =  2^jH -v1 

t  n,        ■"   m.  \ 


Mais  la  fonction  Lineaire    w  =  m/n-hn?  de  ,«,  v  n'eet  pas    la  Beule   qui 

reste  invariable  lorsqu'on  remplace  w.,  n,  ju,  v  par  m„  n15  («M  iv     Une  seconde 
fonction 

ü  =  jj/t  +  mv 

a  une  propriete  analogne  exprimee  par  l'equation 

Oomme  — -   est  une  fonction  homogene  de  m,  n,  on  peut  definir  par  les  equa- 
tions  doublos  suivantes  tes  exprewsiony 


l  —  m(v  -d~ u    Bv-\  -  -n  (i> 

V      dm             dm  )                \ 

dn 

6? 

(      öu<             6vi  \                ( 
X    =  m,  1  v,  -= —  —  m,  -=- —  1  =  —  n.\v. 
1            L  V  *  om1         L  dm1  /              1\  ' 

du1 

1   ön, 

Cela  pose, 

il  y  a  entre  ?.,  Xt  la  relation  simple 
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arithmetico-geomotrique  di>  deux  eleraents. 
qui,  multipli^e  par  n1  —  ma  =  4(nJ  —  m\),  se  transforme  en 


En  y  ajoutant  I'equation 
on  trouve 

c'est-ä-dire  qu'en  prenant 


L  =  —-!/,,  ou,  ce  qui  est  la  meine  chose, 
nL  =  n.L.. 


II  est  evident  que  lorsque  les  variables  w,  n  coi'ncident  en  la  meine 
valeur,  L  s'evanouit.  Mais  I'equation  nL  =  n^Lx,  appliquee  im  nombre  indefini 
de  fois,  raontre  que,  pour  des  valeurs  quelconques  de  in,  n,  on  a 

L  =  0. 
En  posant 


I'equation  L  =  0  se  transforme  en 

(2)  ci-*')-: 

Le  quotient 


est   toujours  le    meine,    quelque  -soit    la  fonction  f  de  cd,    de   laquelle   on  est 
G.  W.  Borchardt's  Werke.  58 
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458  Sur  deiix  al^orithme-H  analogue*  ä  celui  de  ia  moyenne 

parti.     Or,  je  dis  qu'on' a  simplement 

En  effet,   dans  le  cas  particulier  de  f=  —  et  en  posant 


De    plus,    en    designant    par    r',   z'    les    derivees    de    r,  z    par    rapport    ä 
on  a 

n*p  =  r',      n'v  =  —Qcr'+r) 


„    -       (i_^),.'_;cr  • 
et  de  Y& 

r'    1         ez — 1 

ce  qui,  a  l'aidc  de  l'equation  dilTerentielle  (2),  se  reduit  a 

d'oü 

»•  =  ez, 
c  designant  une  constante. 

■    Supposons    a  present   que   «j<b,   i<1;    alors   Vetjuation   cliffOrentielle 
(2)  etant  mise  sous  la  forme 

doime 

V 1—  #3 . 3  =  co-nst. — 'arosinai, 
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Comme  z  doit  rester  fini  pour  m  =  n,  c'est-a-dire  pour  x=  1,  la  constante 
ne  peut  6tre  que  -~-,  d'oü 

yi— ^.  s  =  arc  cos«  =  arcsinj/l — 1$ , 

ce  qui  fait  voir  que,  pour  des  valeurs  mfinhnent  petites  de  Vi  —  x2,  z  devient 
6gal  ä  I'unite\  Comme  d'aillenrs  r  a  la  mßme  valear  pour  je=1,  la  con- 
stante c  est  =  1,  et  l'on  a 


ce  qui  donne 

(3) 


Si    au    eontraire    m  >  n,    a;  >  1 ,    lYquation    differentiellc    (2)    etant    mise  sous 
la  forme 

4-0^-1.2) — -L=  =  °- 

donne 

^xa  — 1 .  s  =  logfiB-hV^ — 1  )-f-const. 

Mais    la    seconde   partie  de  cette  equation   dcvant    s'evanouir  pour  z—  1,    la 
constante  est  =  0,  donc 

V^=l.s  =  logOM-V**— 1), 

et  comme,  pour   des   valeurs  infiniment  petites  de    VI — -j,    z  converge  vers 
— ,  c'est-ä-dire  vers  l'unite,  on  a  aussi  dans  ce  cas 


(4) 


log 


Vms— w? 
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460  Sur  deux  algoriüimw  iinalogues  ;■  celui  de  la  moyenne 

Oorame  seconcl  exemple  on  pourrait    considerer  l'algorithme  donne"  par 
les  equations 

, Jf+Ä 

A\  =  YJfN,       Mt= — — - 

, M.-+-N. 


mais  cet  algorithme  se  reduit  immediatement  an  precedent  en  posant 

M=m,      N=  —  : 
ee  qui  conduit  a 

At  =  m„     A7  =  « 


sorte  que  la  limite  ß  de  l'algorithme  (5)  est  donnee  pai 


_  YIl(N-M) 

~  iß* 

an:  cos  |.<    , , 


pour  M<CN,  et  par 


pour  M~>  N. 


yM-j-VAt—N 


Pour   m  <  n    ("algorithme    (1)    contient   la   regle    connue    pour    calculer 
les  circonferences   des  polygones  ä  2p  cötes  inscrits  et  circonscrits  ä  un  eercle 
donne,  ees  circonförences  etant  connues  pour  low  polygones  ä  p  cöt^s. 
En  posant 

_  _R_  _    R 

tg(f  '  siny  ' 
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aritlimetico-geomutrique  de  denx  Elemente. 

la  limite  a>  se  reduit  a 

_  Ä 

Si,  en  particulier,  on  f'ait,  p  designant  im  nombre  entier, 
—       1  =        * 

on  trouve 

=    L. 

Dans  le  eas  de  p  =  4,  cela  fait  voir  qu'en  partant  des  valeurs 
__  J_  1 

Valgorithme  (1)  conduit  a  la  limite  —  ■ 

De  meme  en  posant  dans  l'algorithme  (5)  et  pour  M  <  N 

M=  Rcos,f        N  = — 

sinip     '  sin  y  cos  f/- 

la  limite  ß  se  reduit  ä 

ü  =  R- 

f 

Si,  en  particulier,  on  fait 


Dans    le    eas    de   p  =  4,    cela    fait    voir    qu'en    partant    des    valeurs    ration- 
nelles 
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l'algorithme  (5)  conduit  ä  la  limite 


Excusez,   eher  ami  et  confrere,    le  long  retard  de  cette  lettre,  prolong« 
en  dernier  Heu  par  une  maladie,  dont  je  ne  suis  pas  encore  gueri. 

Berlin,   5  mai   1880. 
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Süll'  integrazione  di  alcmii  sistemi  d'equazioni  differeiiziali 


non  lineari 


Atti    della    quin  in    imione    (i'.'S'li    fdeiL'ikiti    iUtliaiii    kimta    in  Lneca   nel   Seitembre   rbl    1813,    p.  500 — SOI. 


Adunanza  del  Giorno  28  Settembre. 

Udito  cd  approvato  dall"  assemblea  i!  proeesso  verbale  dell'  antecedente 
tornata,  cui  leggeva  il  Segretario  praf.  Giorgi,  si  fece  il  sig.  Borehardt  di 
Berlino  ad  esporre  le  proprie  ricerche  sali'  integrazione  di  alcuiu  sistemi  d'equa- 
zioni differeiiziali  non  lineari,  i  cui  integral!  da  esso  ottenuti  si  compongono 
d'integrali  ellittici.  Usando  egli  vari  metodi  presenta  i  suoi  risultati  sotto 
diverse  forme:  e  ravvicmate  fra  loro  quelle  di  un  medesimo  resultato  vien 
condotto  a  formole  di  trasformazione  utili  nella  teorica  degli  i1.1tcgr.1H  ellittici. 
Oos'i  dall'  integrazione  di  uno  di  que'  sistemi  di  equazioni  differenziali  ha  otte- 
nuto  la  formola  d' integrazione  data  per  la  prima  volta  da  Gauss:  mentre  da 
un  altro'  esempio  ricavava  la  formola  di  trasformazione  del  3"  ordine  scoperta 
dal  Legendre  nella  tcoria  dclle  funzioni  ellittiche. 

II  teorcma  fond  amentale  a  cui  s'appoggiano  le  sue  rieerclie,    vertenti  in 

specie    sui  casi    particolari  del  medesimo  in  cui  tre  o  quattro  sono  le  variabili, 

e  il  seguente: 

„Siano  xx,  x*,,  x„,  ...  xx  n  variabili  disposte  per  ordine  d'indici,    inten- 

dendo   che   l'ultimä  preceda  la  prima,    come   se  fossero  disposte  sulla  periferia 

d'un  circolo;  si  formino  le  differenze  fra  due  variabili  eonsecutive,  cioe  le  diffe- 

renze 


e    si   ponga   il  differenziale  d'ogni  variabilc  proporzionale  al  prodotto  delle  due 
differenze  in  cui  entra  la  variabile  suddetta,  di  guisa  che  si  abbia 

C.  W.  Borchardfa  Werke.  59 
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risulterä  che  il  sistema  proposto  d' equazioni  differenziali  avrä  sempre  due  inte- 

grali   algebrici,   cioe 

(•,-«0(<v-«0...(«_,-«.)(«,-«J  =  c 

ed 

(»-»,)(»,—*,)+(«,—«,)(«,— «,M K«_— »»X<«_,— "O+O,— «,X«u,— «■)  =  r. 

il  primo  de'  quali  nel  caso  di  un  numero  pari  di  variabili  si  decompone  in  due 
equazioni,  cioe 

(^-- iX^-.,)...(«M-..)  =  c, 
(•i— iX«.-«.)-(».   -«,)=  c„ 

di   maniera   che   nel   caso  di  n  pari  si  hanno  tre  equazioni  integral!   algebriche, 
e  solamente  due  nel  caso  di  n  dispari. 

Terminö  1'autor.e  col  dire  di  proporsi  la  pubblieazione  in  altra  Oppor- 
tunität deir  analisi  relativa  ai  sistemi  analojrlii  d'equa/.ioni.  differenziali  a  5  e  6 
variabili,  intorno  ai  quali  ha  trovato  che  per  mezzo  degli  integrali  forniti  dal 
teorema  generale  sopra  enunciato,  e  da  un  miovo  principio  dello  Jaeobi  chia- 
mato  da  questo  detl'  ultimo  molttplicatore  si  perviene  a  ridurre  que'  due  pro- 
blerai  alle  quadrature. 
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Rede  beim  Eintritt  in  die  Akademie  der  Wissenschaften 

zu  Berlin,  gehalten  in  der  öffentlichen  Sitzung  am 

3.  Juli  1856. 

ilonatsbevidil  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Juli   1SSÜ  p.  379—381. 


Indem  Sie  mich  durch  Ihre  Wahl  in  diese  Körper  schuft  beriefen,  hüben 
Sie  mich  einer  Ehre  für  würdig  gehalten,  die  ich  glucklieh  sein  würde  mir  in 
der  Zukunft  zu  verdienen. 

Nach  den  beiden  grossen  Meistern,  die  bis  vor  Karzern  die  Analysis  an 
dieser  Akademie  vertreten  und  die  ich  zugleich  als  Lehrer  und  als  glänzende 
Vorbilder  verehre,  wird  es  für  den  minder  Begabten  eine  schwer  zu  lösende 
Aufgabe,  das  Missverhältniss  zwischen  der  auszufüllenden  Stelle  und  der  Be- 
fähigung einigermassen  auszugleichen.  Es  bedarf  für  Um  der  Anspannung  aller 
Kräfte,  wenn  er,  zugleich  in  der  eigentlichen  Forschung  und  in  der  abgerun- 
deten Darstellung  des  Gefundenen,  solchen  Mustern  nicht  ganz  erfolglos  nach- 
eifern will.  Dass  ich  in  diesen  beiden  Beziehungen  die  Erfordernisse  frucht- 
bringender wissenschaftlicher  Thätigkeit  wenigstens  nicht  aus  den  Augen  ver- 
loren habe,  davon  mögen  Ihnen  vielleicht  meine  Arbeiten  Belege  gewesen  sein; 
und  allein  der  Anerkennung  hiervon  darf  ich  ein  Wohlwollen  zuschreiben,  für 
welches  ich  mich  Ihnen  zu  tiefer  Dankbarkeit  verpflichtet  fühle. 

In  Folge  der  innigen  Berührung,  in  welche  in  diesem  Jahrhundert  die 
Analysis  der  continuirlichen  Grössen  mit  der  Theorie  der  Zahlen  getreten  ist, 
hat  die  letztere  nicht  nur  selbst  eine  neue  Entwicklung  erlangt,  sondern  auch  auf 
die  Analysis  einen  solchen  Einfluss  gewonnen,  dass  man  gegenwärtig  die  analy- 
tischen Forschungen  in  zwei  grosse  Klassen  trennen  kann,  je  nachdem  sie  in 
ihren  letzten  Gründen  auf  rein  algebraischen  oder  auf  zahl  entheore  tischen  Prin- 
cipien   beruhen.     Nur  den  hervorragendsten  Geistern  scheint  es  vorbehalten  zu 

59* 
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sein,  sich  beider  Richtungen  mit  gleicher  Meisterschaft  zn  bemächtigen,  wäh- 
rend alle  Anderen  sich  einer  derselben  mit  Vorliebe  zuwenden. 

Der  ersteren  dieser  Richtungen  liegt,  die  Algebra  der  rationalen  Aus- 
drücke zu  Grande,  derjenige  Theil  der  Mathematik,  welchen  man  als  ihre  Logik 
bezeichnen  kann  und  der  sich  ausschliesslich  mit  Identitäten  beschäftigt.  In 
früherer  Zeit  hat  man  ihn  als  ein  sich  von  selbst  verstehendes  Mittel  zu  den 
weiteren  Untersuchungen  angesehen,  dessen  man  sich  nur  zu  bedienen  habe, 
ohne  dass  es  nöthig  sei,  ihn  an  sich  zu  studiren.  Erst  seitdem  man  gegen 
Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  in  die  Construction  jener  durch  die  ganze  Ana- 
lysis  verbreiteten  algebraischen  Verbindungen,  deren  Wichtigkeit  sich  fortwäh- 
rend an  neuen  Beispielen  zeigt,  tiefer  eingedrungen  war,  konnte  sich  die  Algebra 
in  ihrem  heutigen  Sinn  als  selbstständige-  Piseiplin  bilden.  Wir  sehen  gegen- 
wärtig in  allen  Ländern  Mathematiker,  die  sich  mit  diesem  formalen  Theil  der 
Wissenschaft  beschäftigen,  theils  um  ihm  selbst  eine  grössere  Ausdehnung  zu 
geben,  theils  um  seine  Anwendungen   auf  die  übrigen   Gebiete  zu   vermehren. 

Der  wesentliche  Nutzen  dieser  Richtung  besteht  darin,  dass  es  durch 
dieselbe  möglich  wird,  einfache  Befrachtungen  an  die  Stelle  weitläufiger  Ent- 
wicklungen zu  setzen.  Anstatt  die  Operationen  wirklich  durchzuführen,  richtet 
man  sein  Augenmerk  nur  auf  ihre  Definition  und  leitet  daraus  die  Eigenschaften 
der  durch  sie  gebildeten  Ausdrücke  her.  Mit  diesen  Eigenschaften  vertraut 
führt  man  die  Ausdrücke,  unbekümmert  um  ihre  wirkliche  Darstellung,  als 
Bausteine  in  den  herzustellenden  Bau  ein,  und  während  man  auf  direktem  Wege 
in  ein  nicht  zu  entwirrendes  Labyrinth  mathematischer  Zeichen  gcrathen  war, 
ordnet  sich  jetzt  Alles  zu  einer  einfachen  und  übersichtlichen  Gruppe  von 
Grössen. 

Dies  ist  der  Weg,  den  auch  ich  bisher  verfolgt  habe,  indem  ich  mich 
sowohl  mit  Aufgaben  aus  der  Algebra  selbst  beschäftigte,  als  mit  der  Anwen- 
dung derselben  theils  auf  Geometrie,  theils  auf  jene  Transcendenten ,  deren 
Theorie,  auf  dem  unerschöpflichen  Abelschen  Theorem  sich  gründend,  unter 
unseren  Augen  eine  so  mächtige  Entwicklung  nimmt. 

Indem  ich,  auf  dem  betretenen  Wege  fortschreitend,  meinen  Arbeiten 
eine  weitere  Ausdehnung  zu  geben  hoffe,  werde  ich  mich  glücklich  schätzen, 
wenn  die  Ergebnisse,  zu  welchen  ich  gelange,  Ihren  Beifall  zu  erwerben  ver- 
mögen. 
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Bemerkung  über  einen  algebraischen  Eundamentalsata  bei 

Gelegenheit  eines  Briefes  des  Herrn  Her  mite  und  eines 

nachgelassenen  Jac ob i sehen  Aufsatzes  [*]. 


Borchardt,  Journal  für  die  reine  und  angewandt«   Mathematik,  Bd.  53  p.  281—283,  1857. 


Das  algebraische  Princip,  mit  dessen'  Beweise  sich  die  beiden  Aufsätze 
Hermite's  und  Jacobi's  beschäftigen,  ist,  wie  mein  scharfsinniger  Freund  Herr 
Hermite  in  seinem  Briefe  erwähnt,  von  Jacobi  aufgestellt  worden,  der  es 
indessen  nicht  bekannt  gemacht  hat. 

Ausser  dem  hier  gegebenen  Jacobischen  Beweise  jenes  Princips,  der 
sich  unter  seinen  hinterlassen eii  Handschriften  gefunden  hat,  kennt  man  durch 
mündliche  Ueberlieferung  überdies  eine  Anwendung,  die  er  davon  gemacht  hat, 
und  von  welcher  Herr  Hermite  in  seinem  Briefe  ebenfalls  spricht.  Um  über 
diese  Anwendung  einige  Erläuterungen  zu  geben,  lasse  ich  eine  Stelle  aus  einem 
Briefe  folgen,  den  Jacobi  im  März   1847  an  mich  richtete: 

„Ich  weiss  nicht,  wie  Sie  Ihren  Satz*")  bewiesen  haben;  vielleicht  mit- 
telst einer  Abhandlung  von  Sturm,  wo  er  seinen  Satz  durch  combinatorische 
Formeln  darstellt.  Ich  habe  mir  einen  einfachen  Beweis  yesucht,  der  weder  einen 
Satz  über  Gleichungen,  noch  über  Determinanten  voraussetzt:- 

Den  Sinn  dieser  letzten  Worte  erfuhr  ich  bald  ilarauf  durch  mündliche 


beiden  in  der  lk'l.'Oi,v..'.iir';'!  envülinkn  A 1  .■  1  l m, i\ > l ' >. [ l l lt > ■  l l  l.'le  nnite'ä  und  Jacobi'« 
ro  de  M.  C.  Hermite  ä  M.  Bürchardt  sxtr  l'iuvariabilite  du  nombre  dos  carrcs 
atifs  dans  la  tran^fornifsi.io.ii  des  polynonti^s  luiüiügOnes  du  Kcumid  degre,  Journal 
.rite  Mathematik,  Bd.  53  p.  271- — - 274;  Jacobi,  Ueber  einen  algebraischen  Ikinda- 
mdungeu,  Journal  für  die  reine  und  arigewnulli:   Ikuiieinulik,  Bd.  53  |i.  275— 2S0, 


I.  3  p.  I 

**)  Es  ist  der  Satz  über  die  A:nzahl  der  Paare  imaginäre 
Liouväll eschen.  Journal;  T,  Xlt  p.  59,  !'p.  24  diestir  Ausgake'l,  l 
i  Druck    brieflich  Jacobi  mitgetheilt  Latte. 
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Mitthei] ungen  von  Jacobi.    Das  von  ihm  zum  Beweise  jenes  Satzes  angewandte 
Verfahren  bestand  nämlich,  wie  er  mir  sagte,  in  Folgendem: 

Um  für  eine  gegebene  Gleichung,  deren  Wurzeln  mit  «n  «a,  ...  «„  be- 
zeichnet werden  mögen,  zu  entscheiden,  wie  viel  Paare  derselben  imaginär  sind, 
bildete  er  den  Ausdruck 


OL) 

S  =  ^C^+a^-f-«3 

<*>„■+— 

.-!-«■- 

"'«-t? 

wo 

die  Summe 

auf  die  Werthe   c.  =  ax 

,      «S, 

k„  auszudehnen  ist; 

derselbe 

läss 

t  sich  auch 

so  darstellen: 

S  =  B0a^+2t1m0mJ+2atma 

«a+- 

--1-28 

-i*u*- 

_, 

+   s^as*     +2*^ 

an- 

..-(-2s 

.■1V-1 

(2) 

=T1  TW)*tl 

i^O         *=0        ,+i     '    * 

4-Sj, 

^ 

wo 

s,  die  Summe  der  itt!"  Potenzen  der 

wurzeln  1 

zt,   as. 

.  . .  «a  bedeutet. 

Je  zwei  Glieder  des  Ausdrucks  (l),  welche  zwei  conjugirten  imaginären 
Wurzeln  ot— |—  6 V — 1  und  a  —  by —  1  entsprechen,  geben  eine  Summe  der  Form 
(PH-Qy=Il)a  +  (-P-Qy=::l)8  =  2P2  —  2QS,  wo  P  und  Q  reetfe  lineare  homo- 
gene Functionen  von  ic0,  x,,  ...  £„_,  sind,  d.  h.  sie  liefern  ein  positives  und 
ein  negatives  Quadrat;  jedes  einer  reellen  Wurzel  entsprechend«  Glied  von  (1) 
dagegen  ist  das  positive  Quadrat  einer  reellen  linearen  homogenen  Function 
derselben  Variabein. 

Der  Ausdruck  (I)  von  S  wird  also  ein  Aggregat  reeller  Quadrate,  von 
denen  eben  so  viele  das  negative  Zeichen  haben,  als  sich  Paare  imaginärer  Wur- 
zeln unter  au  «ä,  ...  c.H  befinden. 

Indem  Jacobi  andrerseits  auf  den  Ausdruck  (2)  das  bekannte  Verfahren 
anwandte,  wonach  man  denselben  und  zwar  nur  auf  eine  Weise  unter  der  Form 

Afö+AJJf+AJJ*^ hA^JJ^ 

so  darstellen  kann,  dass  U0  eine  lineare  homogene  Function  von  x„,  x}, 
X-2,  •  ■  ■  #B-ii  ^1  von  xi>  x2i  ■  ■  ■  #«-13  ^2  von  *'äj  •  •  ■  xn~ü  etc.  endlich  Un_i 
von  a?fl_1  allein  sei,  ergaben  sich  für  die  Coefficienten  A0,  Ai}  ...  A„_i  die 
Werthe 

A  =  -        A  —  —      A  =  ---  A      =—1  — 

"  Po'  '  Pl)?*!    '  %  f\Pt    '        '  ™_1  Pft-iPti—T,    ' 
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wo  pm  die  Determinante  des  Systems 


bedeutet*). 

In  der  Reihe  A„,  Al7  ...  An_j  sind  also  eben  so  viel  negative  Glieder 
als  Zeichenwechsel  in  der  Reihe  pu,  plf  p2,  .  .  .  jo.J1_1 .  Beide  Resultate  vereinigt, 
gaben  dann  mit  Hülfe  des  Prineips  der  Unveränderliehkeit  der  Anzahl  der 
positiven  und  negativen  Quadrate  den  zu  beweisenden  Satz,  wonach  die  Anzahl 
der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe  pu,  pit  p%,  ...,pn_^  mit  der  Anzahl  der  Paare 
imaginärer  "Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  zusammenfällt. 


Seit  dem  Jahre  1847,  aus  welchem  ohne  Zweifel  auch  der  in  der  Ueber- 
schrift  zu  dieser  Bemerkung  erwähnte  unvollendete  Jacobische  Aufsatz  stammt, 
sind  in  neuerer  Zeit  die  Herren  Sylvester  und  H  er  in  ite ,  ohne  von  der 
Jacobischen  Arbeit  zu  wissen,  auf  das  in  Rede  stehende  Princip  gekommen. 

Herr  Sylvester  hat  dasselbe  aufgestellt  und  dafür  den  Namen  des 
Trägheitsgesetzes  der  quadratischen  Formen  vorgeschlagen.  Die  von  ihm  ge- 
machte Anwendung  desselben  bezieht  sich  auf  die  für  die  Sturmschen  Func- 
tionen erzeugende  quadratische  Form,  welche  er  als  von  Herrn  Hermite  ihm 
mitgetheilt  anführt.  (Siehe  Sylvester,  On  a  Thcory  of  the  Syzygetic  rela- 
tions  etc.,  Philosoph ieal  Traneactions  of  the  Royal  Society  of  London,  Vol.  143 
p.  481 — 484,  1853;  und  Sylvester,  A  Demonstration  of  the  Theorem,  that 
every  Homogeneous  Quadnitic  Polynomial  is  reducible  etc..  l'hilosoplücal  Ma- 
gazine, Fourth  Series,  Vol.  IV  p.  138,  July— December  1852.) 

Herr  Hermite  hat  ausser  dem  hier  veröffentlichten  Beweise  des  Prineips 
eine  Anwendung  davon  gemacht,  die,  mit  der  'Jacobischen  im  Grundgedanken 
übereinstimmend,  umfassender  als  diese  ist.  Seine  erwähnte  erzeugende  quadra- 
tische Form    ist  der  oben  mit  S  bezeichneten  ganz  ähnlich,    aber  sie  ist  allge- 

'")   Sklie  Journiil   für  diu   ivhiu  um]    uiijrev.'iiUj  ite  .lln:iik.-ii:;i.ui-:,    IM.  öS  p.  :J7i).  'JafiiiiTs   Gcsai'DiTiclIii 

Werke,  Bd.  3  p.  590]. 
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meiner,  und  zwar  in  der  Art,  dass  man  aus  ihr  nicht  nur  den  besonderen  Fall 
des  Sturmschen  Satxes  herzuleiten  im  Stande  ist,  wo  — oo  und  +00  die 
Grenzen  sind,  zwischen  denen  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  bestimmt  werden 
soll,  sondern  ebenso  wohl  den  allgemeinen  Fall,  wo  irgend  zwei  endliche  reelle 
Grössen  jene  Grenzen  sind.  Eine  weitere  Verallgemeinerung  des  Gedankens  der 
erzeugenden  quadratischen  Form  .hat  Herrn  Hermite  dazu  geführt,  ähnliche 
Untersuchungen  für  Gleichungen  mit  imaginären  Coen.ieLenl.en  anzustellen  (Bd.  52 
p.  39  des  Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik),  sowie  den  Sturm- 
schen Satz  auf  zwei  simultane  Gleichungen  auszudehnen.  (Siehe  Oomptes  rendus 
de  l'Academie  dos  Sciences  de  Paris,  T,  36  p.  294—297,  Janvier — Juin  1853.) 
Schliesslich  ist  der  Aufsatz  des  Herrn  Brioschi  anzuführen:  „Sur  les 
eenes  qui  donnent  le  nombre  de  racines  reelles  etc."  (Nonvelles  Annales  de 
Mathematiques,  red.  par  Terquem  et  Gerono,  T.  15  p.  264,  Juillet  1856),  in 
welchem  sieh  sowohl  ein  eleganter  Beweis  des  in  Rede  stehenden  Princips  findet, 
als  seine  Anwendung  auf  die  Bestimmung  der  Anzahl  reeller  Wurzeln. 
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Remarque  relative  ä  la  note  de  M.  Cayley:  „Sur  la 
inethode  d'elimination  de  Bezout". 


■chardt,  Journal  für  die 


iiii  anwowiiiiiltc  JlalhfMi!.uik,   IUI  "iii   p.  367  —  368,  1857. 


Comme  la  forme  elegante  sous  laquelle  M.  Cayley  prcsente  la  me- 
thode abregee  de  Bezout  pourrait  Stre  inintelligible  aux  niatbömaticiens  qui 
ne  sont  pas  famlliarises  avec  les  notations  nouvelles  du  geometre  distiiigue 
de  Londres,  je  crois  faire  une  chose  utile  en  traduisant,  comme  l'a  deja  fait 
M.  Sylvester  (Philosophical  Transactions.  of  the  Royal  Society  of  London, 
Vol.  143  p.  516,  1853),  en  signes  algebriqu.es  ordinaires,  l'enonce  de  M. 
Cayley: 

„Etant  proposees  deux  equations  du  nlsme  degre 

«■«)-o,    »W-=o, 

divisez  l'expression 

par  la  difference 


le  quotient  sera  une  fonction  entiere   en  x  et  y  du   degre   n  —  1    par  rapport 
a  chacune  des  deux  variables,   c.   ä  d.   une  fonction   de  la  forme 


£  d.j.icy, 


et  le  determinfuit 


sera  le  resultat   de    l'elimmation   entre    les  deux  equations   proposees,    presente 
sous  la  forme  a  laquelle  conduit  la  metbode  abregee  de  Bezout." 
C.  W.  Borchardt's  Werl«.  60 
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474  Remarque  relative  ä  la  note  de  M.  Cayley. 

En  posant  x  =  y  on  trouve  I'equation 

qui  a  ete  dejä  obtenue  sous  cette  forme  par  Jacobi  (Voyez  T.  15  p.  103  du 
Journal  de  Crelle  [Jacobi's  Gesammelte  Werke,  Bd.  3  p.  299]),  mais  qui  ne 
sulfit  pas  poirr  defmir  les  quantites  «f]i. 

Berlin,  aoüt  1856. 
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Bemerkung  zur  Note  des  Herrn  Spitzer:  „Heber  die  Diffe- 
rentialgleichung der  hypergeometrisclten  Reihe". 

Borchnrdi,   Journal   für  die  reine  und  nn;:''.y.v.rnidin   li;i.rUiim:iiik,  liii.  .il   p.  81,   IriliO. 


€  Die  von  Herrn  Spitzer  für  den  besonderen  Fall  des  Zusammenfallens 
der  beiden  Elemente  et,  ß  gegebene[*]  vollständige:-  Integration  der  Differential- 
gleichung der  hypergeometrischen  Reihe 

(1)  xQ-x)y"+\y-(a+ß+l)x-\y'-apV  =  0 

ergiebt  sich  ohne  Rechnung  aus  ihrer  Integration  im  allgemeinen  Fall. 

Unter  den  bekannten  auf  Seite  152  des  56.  Bandes  des  Journals  für 
die  reine  und  angewandte  Mathematik  angeführten  Integra..! en  der  Differential- 
gleichung (1)  befindet  sich  das  folgende  mit  (Vi)  bezeichnete: 


ar«F(a,  a 


■■-hl—y,  a+1—  ß,—  j, 

wo  das  Zeichen  F  in  der  von  Grauss  eingeführten  Bedeutimg  genommen  ist. 
Abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  ist  dies  bekanntlich  gleich 

j1 u^O.~uJ-^\m-u)-adU, 

welches  der  Kürze  wegen  mit  <p(a.  ß)  bezeichnet  werden  möge.  Dann  hat 
man  wegen  der  Symmetrie  der  Differentialgleichung  (1)  in  Bezug  auf  a  und  ß 
die  beiden  particularen  Integrale 

<f(a,ß)    und     <p(M)- 
An    der  Stelle  des  letzteren  kann    man   auch  als  zweites  particulares   Integra! 

[*]  Siebe   Borchardt,    Journal    für    die    reine    und    aiiifdivundle    llaüi(.'m;:dik,    Bd.  57    p.  78  — 80. 
In  der  Note  des  Herrn  Spitzer   wird   vorausgesetzt,    dass    0  <  y —  a  <  1    ist,    eine  Ungleichung,    welche 

aucli  liier  erfüllt  sein  muss.  H. 

60* 
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476  Bemerkung  zur  Note  des  Herrn  Spitzer. 

das  folgende: 

y(a,p)-y(M) 
a-ß 

betrachten,  dessen  wahrer  Werth  für  ec  =  ß  gleich 

l      da  dß      J(n=V 

d.  h.   nach  Einführung  des   bestimmten  Integrals,  welches  mit  5p (ff,  /?)  bezeichnet 
worden  ist,  gleich 

Cua~r{\— uy~"~\ä!~  «raiog  M^~M)  d« 

gefunden  wird,  während  das  erstere  in  y(«,  ff),  d.  h.  in 

übergebt.      So    erhält   man   die   beiden    particularen  Integrale  'der  Differential- 
gleichung 

(2)  »(i— *)y"+&'-(8«+i>]y,-«ty  =  0, 

welche  Herr  Spitzer  durch  wirkliche  DMVrentiirung  verificirt  hat. 
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Gustav  Lejeune-Dirichlet. 

Borchardt,  Joiinsal   füv  die  reine  uml  iiugäwiiiiilic  Miülivimtsk,  Bd.  57  p.  91— 92,   18GO. 


Am  5.  Mai  d.  J.  verl<Tren  die  mathematischen  Wissenschaften  in  Gustav 
Lejeune-Dirichlet  ihren  tiefsten  Forscher.  Die  Trauerkunde  von  seinem  Tode, 
die  sich  sogleich  durch  unser  Vaterland  und  in  alle  für  Wissenschaft  empfäng- 
lichen Länder  verbreitet  hat.  ist  den  Lesern  des  -Journals  für  die  reine  und 
angewandte  Mathematik  schon  bekannt.  Aber  eine  Zeitschrift,  in  welcher  der 
Verewigte  den  bedeutendsten  Theil  seiner  Arbeiten  niedergelegt  hat,  kann  nicht 
mit  Stillschweigen  ein  solches  Ereigniss  vorübergehen  lassen. 

Dirichlet  ist  wiederum  einer  jener  grossen  Mathematiker,  welche  der 
Wissenschaft  mitten  in  ihrer  vollen  Kraft  entrissen  werden.  Seine  Schriften 
sind,  wie  die  Gaussischen,  nicht  bedeutend  nach  ihrer  Zahl,  aber  sie  bilden 
eine  Reihe  von  Meisterwerken.  Schon  in  seinen  ersten  Veröffentlichungen  zeigt 
sich  eine  gleichzeitige  Beschäftigung  mit.  den  höchsten  Tli eilen  der  Infinitesimal- 
Rechnung  und  mit  der  Theorie  der  Zahlen.  Jede  dieser  Disciplinen,  besonders 
die  erstere,  hatte  ihm  bereits  Bereicherungen,  von  hervorragender  Wichtigkeit 
zu  verdanken,  als  er  —  im  weiteren  Verfolg  seiner  Laufbahn  —  zu  der  Ver- 
wirklichung des  tiefen  Gedankens  geführt  wurde,  beide  bis  dahin  getrennten 
Zweige  der  mathematischen  Forschung  durch  Einführung  der  Methoden  der 
Infinitesimalrechnung  in  die  Zahlentheorie  zu  vereinigen.  Dirichlet  wird  für 
alle  Zukunft  als  Erfinder  dieser  Verbindimg  zwischen  Zahlentheorie  und  Ana- 
lysis  des  Unendlichen  genannt  werden,  einer  Verbindung,  die  schon  bisher  zu 
den  merkwürdigsten  Ergebnissen  geführt  hat.  Was  auch  in  anderen  Gebieten 
als  unvergängliche  Frucht  seiner  Geistesarbeit  auf  die  Nachwelt  kommt,  hierin 
wird  man  immer  die  höchste  Entfaltung  seiner  schallenden  Kraft  erkennen. 

Dirichlet  gehörte  nicht,  wie  Euler  und  Jacobi,  zu  jenen  universellen 
Analysten,    denen  jeder  Gedanke  zur  Formel  sich  verkörpert  und  jede  Formel 
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478  Gustav  Lejeune-Dirichlet. 

wiederum  zu  einem  Gedanken  Anlass  giebt,  auch  nicht  zu  jenen  unerschrockenen 
Rechnern,  die  durch  ein  Labyrinth  von  Formeln  hindurch  zu  dem  gewünschten 
Ziele  vordringen,  er  war  vielmehr  einer  jener  wenigen  Mathematiker,  von  denen 
gesagt  'werden  kann,  dass  ihre  ganze  Thätigkeit  ein  Wirken  des  Gedankens  sei. 
Seine  umfassendsten  Arbeiten  machte  er  im  Kopf  und  höchstens  kurze  Zwi- 
schenrechninigen  schrieb  er  auf  einzelne  Blätter  nieder.  So  ist  es  gekommen, 
dass  sich  bei  seinem  Tode  von  den  grossen  Entwürfen,  mit  denen  man  ihn 
beschäftigt  wusste,  fast  nichts  vorgefunden  hat  und  nur  eine  Arbeit  hydro- 
dynamischen Inhalts  in  so  fertiger  Forin,  dass  man  hoffen  darf,  sie  bald  ver- 
öffentlicht zu  sehen. 

Liegt  hierin  für  Jeden  ein  Giraid,  den  Verlust  Dirrchlet's  in  gestei- 
gertem Maasse  zu  beklagen,  so  kommen  für  seine  Schüler  und  für  Alle,  die  ihm 
nahe  standen,   noch   andere  von  nicht  geringerem   Gewicht  hinzu. 

Der  ausserordentliche  Mann  verband  mit  seinen  schöpferischen  Eigen- 
schaften eine  Lehrgabe,  die  auf  den  gegenwärtigen  Zustand  der  Mathematik  in 
unserem  Vaterlande  von  durchgreifendem  Einfluss  gewesen  ist.  Seine  Vor- 
lesungen „lieber  die  Theorie  der  Zahlen",  „Ueber  die  nach  dem  umgekehrten 
Quadrat  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte",  „Ueber  partielle  lineare  Differential- 
gleichungen" und  „Ueber  bestimmte  Integrale"  werden,  nach  sorgfältigen  Nach- 
schrillen abgedruckt,   die   besten  Lehrbücher   über  diese   Gegenstände  bilden. 

Die  allgemeine  Denk-  und  Handlungsweise  Dirichlet's  war  durch  Ein- 
fachheit der  Sitten,  Bescheidenheit  und  Wohlwollen  bezeichnet.  Er  war  von 
einer  Wahrheitsliebe  und  einer  Offenheit,  die  sich  unter  allen  Verhältnissen  treu 
blieben.  Dafür  geben  auch  seine  mathematischen  Schriften  Zeugniss,  denn  er 
hat  nicht  bloss  die  grossen  Ergebnisse  seiner  Untersuchungen,  sondern  auch  die 
Gedanken,  von  denen  er  dahin  geleitet  worden  war,  un verhüllt  dargestellt  und 
es  so  seinen  Zeitgenossen  möglich  gemacht,  ihm  auf  den  Wegen,  die  er  betreten 
hatte,  zu  folgen. 

Am  1.  Juni  1859. 
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Bemerkungen  zur  Abhandlung  des  Herrn  E.  Franke: 
„lieber  Determinanten  aus  Unterdeterminanten"  [*]. 

Bo  rrhardt ,  Journal  für  die   reine   und  au «(■'■■.  uniiti'  Mathematik,   Kil.  C  l   p.  ÖSiJ  n.  p.  S'w,  lfiiill. 


[Zwei    adjungirie    Systeme    von    Unterdeterminanten   (n  —  m)""1  und  «V™ 
Grades  der  gegebenen  Determinante 


dargestellt  werden,  wobei 


■  b\  ß\      ßl 

■  ■        und 

•  vr         ff  k 

n(n — l)...(n — m-t-1) 


gesetzt   ist.     Die  Grössen    &*,    (x,y=  1,  2, ...,«),    sind  mithin  mte  Differential- 
quotienten der  Form 

dajdaK.,da"> 

Die  Determinante   des  Systems   der  Grössen  b^  werde  mit  D(8'"P),   oder  auch 
mit  B,  die  Determinante  des  Systems  der  Grössen  ß*  mit  D(cT  ni_P)  bezeichnet. 

[*]  Um  das  Verständnis*  der  Bemerkungen  Bürchardl.'s  zu  der  Abhandlung  des  Herrn  Franke 
/.iL  evini.iglii'h'.'.'ii .  ohne  lü^sf-  Al.ihiiin'iliiiiE'  -^ell^l  uaidisohlaoiin  /.u  uuitif-en,  ^.imi  nie  Bezeichnungen  "und  For- 
meln, welche  Herr  Franko  benutzt,  soweit,  sich  Bureha.nl  t  auf  dieselben  besieht,  kurz  angeführt  worden; 
diese  Einschaltungen  sind  in  Klammern  eingeschlossen.  II. 
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480  Bemerkungen  zur  Abhandlung  des  Herrn  E.  Franke: 

Dann  besteht  bekanntlich  das  folgende  System  von  Gleichungen: 

aus  welchem  man  durch  Elimination 


p; 


B.f  =  P.l 


erhält.  Mit  Hülfe  dieser  Relationen  beweist  nun  Herr  Franke  in  der  in  der 
Uebersehrift  citirten  Abhandlung  durch  einen  Sehluss  von  k  =  i —  1  auf  k  =  i 
die  Gleichung 

A\    A\   ■  ■  ■ 


9) 


8*B 


ßi 


in    welcher   xu    x2)    .  .  .  xk  und  y1}   i/a,    ...  yk  je   k   von  einander  verschiedene 
Zahlen  der  Reihe  1,  2,  ...  f.i  bedeuten.] 

Die  stufenweise  Verifieation  der  Gleichung  (3)  unter  Voraussetzung  von 
(2)  lässt  sich  durch  folgendes  directe  Verfahren  ersetzen:  Man  bilde  das  Pro- 
lin, r     -l.-|      I..  -  ■- 1— •  ■     ['■■!■  null.  il||. .  li 


b\ 

6j     . 

.     6* 

b] 

b\      . 

•     bl 

K 

K   ■ 

.     6J 

A 

A  ■  ■ 

A 

Ä« 

Ä« 

•  •  ■  A 

A 

A    ■■ 

■  A 

L 

Ä» 

■  •■  A 

0 

0      .  . 

.     0 

i 

0 

.  .  .      0 

0 

0       .  . 

.     0 

0 

l 

...      0 

0 

0       .  . 

.     0 

0 

0 

...     1 

welches  nach   der  bekannten  Regel  für  die  Multiplication  und  in  Hinblick  auf 
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„lieber  Determinanten  aus  TInterdeterminanten" . 
die  Gleichungen  (1)   die  resultirende  Determinante  giebt 
PO     ...     0     4'        ...     b], 


0     0 


P     l\+ 

0     It* 


b" 


K 


A\ 


"db\...db"t  ' 


Dieser  Beweis  ist  nichts  Anderes  als  eine  Erweiterung  desjenigen,  welchen  ich 
für  die  Herleitung  der  Jacobischen  Formeln  z.ur  Zurückfuhrung  der  Unter- 
determinanten des  adjungirten  Systems  auf  Untenleterminanten  des  ursprüng- 
lichen gegeben  habe  und  welcher  in  dem  Baltzcrschen  Buche  über  Deter- 
minanten eine  Stelle  gefunden  hat. 

[Die  Gleichung  (3)  geht  für  k  =  fi  in 
(4)  P*  =  Dtß"P).D(ß",P) 

über,  woraus  Herr  Franke  die  Relation 

(»_lX»-2)...(»-m) 


(6) 


D(&"P)  =  P', 


ableitet,  aus  welcher  nach  (3)  unmittelbar  die  Gleichung 


w 


a*B 


folgt] 

Wenn  man  die  Bedingungen  der  Theübarkeit  ganzer  Functionen  durch 
einander  in  Rücksicht  zieht,  so  würde  schon  die  von  Cauchy  gegebene  Glei- 
chung (4)_  hinreichen  zu  beweisen,  dass  die  Determinante  D(8"'P)  sich  auf  eine 
Potenz  der  ursprünglichen  Determinante  P  und  zwar  auf  die  yte  reducirt,  ein 
Ergebniss,  welches  übrigens  auch  als  besonderer  Fall  in  dem  von  Sylvester 
(Phil.   Mag.,    April  1851)    gegebenen    Determinantensatz    enthalten    ist.      Nach 

C.  W.  BorchaTdt's  Werke.  61 


/Google 


482  Bemerkungen  zur  Abhandlung  de*  Herrn  E.  Franke. 

Gleichung  (4)  ist  nämlich  D(d'"P)  ein  Theiler  von  PM.  Aber^P  ist  in  Be- 
ziehung auf  jede  Reihe  von  Grössen  a,  die  einen  und  .denselben  oberen  oder 
unteren  Index  haben,  eine  lineare  Function,  and  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass 
es  keine  in  P"  tlieilbare  ganze  Function  der  Grössen  a  giebt  ausser  den  Func- 
tionen der  Form  c.P'-,  wo  X  eine  der  Zahlen  0,  (,  2,  .  . .  fi  ist  und  c  ein 
rein  numerischer  Factor.      Die  Dimension  von   D(ßmP)  ergiebt  alsdann  sofort 

und  der  besondere  Fall,  in  welchem  von  den  Grössen  a  nur  die  in  der  Dia- 
gonalreihe stehenden  a\  von  der  Null  verschieden  sind.' ergiebt  c  =  1. 

Aber,  offenbar  war  es  die  Absicht  des  Herrn  Franke,  eine  von  diesen 
Betrachtungen  unabhängige  Herleitung  der  Gleichung  (fi)  zu  geben ,  und  dies 
hat  derselbe  in  der  geschickten,  in  seiner  Abhandlung  ausgeführten,  Weise 
geleistet. 
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Bemerkungen   zur  Note  des  Herrn  Tardy:  „lieber  eine 
L  e  i  b  n  i  z  sehe  Formel". 


Monatsbericht,  der   Abulcinic.  <lev  Wi^senscli.iti.tii  ■/. 


Herr  Borchardt  übergab  im  Namen  des  Fürsten  Boncompagni,  Ehren- 
mitgliedes der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  und  Herausgebers  des 
in  Rom  erscheinenden  Bulletin  für  Geschichte  und  Bibliographie  der  Mathematik 
und  Physik  eine  in  demselben  veröffentlichte  Note  des  Herrn  Tardy  in  Genua, 
welche  den  Titel  führt:  „(Jeher  eine  Leibnizsche  Formel". 

Die  Formel,  um  welche  es  sich  handelt,  ist  die  für  die  Differentialrech- 
nung so  wichtige  Gleichung,  welche  das  von  einem  Produet  genommene  Diffe- 
rential irgend  einer  Ordnung  durch  die  Differentiale  der  Factoren  ausdrückt. 

Herr  Tardy  macht  darauf  aufmerksam,  dass  Leibniz  zwar  diese  Formel 
und  die  symbolische  Analogie,  welche  sie  mit  der  Entwicklung  der  Potenz  eines 
Binoms  zeigt,  erst  im  Jahre  1710  in  den  Berliner  Miscellaneen  veröffentlichte, 
dieselbe  jedoch  bereits  fünfzehn  Jahre  früher  im  Jahre  1695  entdeckt  und  ihre 
Bedeutung  auf  alle  Werthe  des  Index*)  ausgedehnt  hatte. 

In  einem  im  Mai  1695  an  Johann  Bernoulli  gerichteten  Brief  stellt 
Leibniz  seine  Formel  für  ganze  positive  Indices  (d.  h.  für  Differentiale  belie- 
biger Ordnung)  auf,  und  nachdem  in  der  Fortsetzung  des  Briefwechsels  zwischen 
beiden  Mathematikern  Johann  Bernoulli  das  Analoge  für  die  Integrale  ge- 
sucht, aber  nicht  über  das  Integral  erster  Ordnung  hinaus  gefunden  hatte,  für 
welches  er  schon  früher  in  den  Acta  Eruditorum  auf  anderem  Wege  zu  dem 
nämlichen  Resultat  gelangt  war,  theilte  ihm  Leibniz  im  October  1695  die 
Ausdehnung    auf  Integrale    jeder   Ordnung    in   der  einfachen   Regel    mit,    dass 

")  d.  h.  der  Zahl,  welche  ilii:  Unhuiu^  iks  iJiH'iiiL'n'iak  bezeichnet. 
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484  Zur  Note  des  Herrn  Tartly:  „Lieber  eine  Leibnizselie  Formel". 

die    Ordnungen  .der   Integrale    in    seiner '  Formel    als    negative   Indiees    zu    be- 
handeln sind. 

In  einem  wenige  Wochen  früher  am  30.  September  1695  an  den  Marquis 
de  l'Höpital  gerichteten  Brief  hatte  bereits  Leibniz  seine  Forme)  nicht  nur  auf 
ganze  negative,  sondern  auch  auf  gebrochene  Indices  ausgedehnt,  deren  Ein- 
führung in  die  DitFerenüalreelmmig  bekanntlich  ein  von  Leibniz  herrührender 
&edanke  ist.  Obgleich  daselbst  nur  die  Definition  des  für  den  Index  ±  genom- 
menen Differentials  als  Beispiel  gegeben  wird,  so  findet  sich  in  einem  vom 
28.  December  1695  datirten  Schreiben  Leibnizens  an  Johann  Bernoulli 
die  allgemeinere  Definition  für  ein  Differential  irgend  einer  gebrochenen 
Ordnung. 

Die  heutigen  Tages  gebräuchliche  von  Herrn  Liouville  eingeführte  De- 
finition unterscheidet  sieh  von  der  Leibnizschen  in  dem  Punkt,  dass,  während 
Leibniz  sich  auf  den  besonderen  Fall  beschrankt,  in  welchem  die  zu  differen- 
tiirendc  Function  sich  durch  eine  einzige  Exponential  grosse  mit  einem  der  un- 
abhängigen Yariabcln  proportionalen  Exponenten  ausdrücken  lässt,  gegenwärtig 
jener  Function  ihre  Allgemeinheit  erhalten  wird,  indem  man  sie  durch  eine 
endliche  oder  selbst  unendliche  Summe  von  Exponentialgrössen  der  bezeichneten 
Art,  die  in  constante  Coefficienten  multiplicirt  sind,  atisgedrückt  annimmt, 

Herr  Tardy  verfolgt  die  geschichtliche  Entwicklung,  welche  die  von 
ihm  betrachtete  Leibnizscbe  Entdeckung  genommen  hat. 

Als  achtzehnjähriger  junger  Mann  machte  Lagrange  1754,  ohne  die 
Priorität  Leibnizens  zu  kennen,  dieselbe  Entdeckung  noch  einmal  und  veröffent- 
lichte sie  in  Form  eines  Briefes  an  den  Graf  Fagnano,  ein  unwillkürliches 
Plagiat,  über  welches  er,  als  er  dessen  gewahr  wurde,  sich  kaum  zu  beruhigen 
vermochte. 

Achtzehn  Jahre  später  gab  Lagrange  1772  in  den  Schriften  der  Ber- 
liner Akademie  der  Leibnizschen  Entdeckung  eine  bei  weitem  grössere  Ausdeh- 
nung, indem  er  zeigte,  dass  zwischen  den  endlichen  Differenzen  und  Potenzen 
eine  Analogie  besteht,  aus  welcher  sehr  allgemeine  symbolische  Formeln  her- 
vorgehen. 

Herr  Tardy  erwähnt  schliesslich  den  Laplac eschen  Beweis  dieser 
symbolischen  Formeln  und  die  noch  grössere  Erweiterung,  welche  die  in  den- 
selben enthaltenen  Principien  durch  den  sogenannten  Operations-Calcul  erfahren 
haben.      Die    frühesten  Spuren    desselben    findet    er    mit  Recht  in    dem  Brief- 
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Wechsel  zwischen  Leibniz  und  Johann  Bernoulli  und  zwar  in  der  von 
dem  letzteren  aufgestellten  Regel,  wonach  unter  gewissen  Voraussetzungen 
d,  d1,  rf3,  ...  nicht  als  Operatioriszeichen ,  sondern  als  algebraische  Grössen 
angesehen  werden  dürfen. 


Eine  italienische  IJol.iurSOl'.'.uiiy  (liw.ij-  lkniorkifrigett  liiuli-l-  ~w\i  im  Rulle.i.ino  dl  Rihll.Dijraßa  e  di  Storia 
delte  Science  MaUmatiche  et  Fisiche,  publ.  da  Bonaompagni,  T.  II  p.  275— 276,  18G9,  unter  dem  Titel:  Interne 
ad  «(kl  jmuvila   titl  Leibnil. 
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Sur  quelques  passages  des  lettre»  de  Leibniz  relatife  aux 
differentielles  ä  indices  quelconques. 


,  TJuHettino  di   Bibliografia  e  di  Storiti.  iMki  Sriciw.e  Jia.tcm.Miehe  e  Fisiche, 
T.  II  p.  277— 278,  1869. 


Dans  la  aeanee  du  3  decembre  de  l'Academie  des  sciences  de  Berlin,  j'ai 
presente  de  la  part  de  M.  le  prince  Boncompagni,  ä  Rome,  membre  honoraire 

de  l'Academie  des  sciences  de  Berlin  et  editeur  du  Bulletin  d'bistoire  et  de 
bibliographie  des  scienees  inatbematiques  et  physiques,  une  note  de  M.  Tardy, 
ä  &enes,    publice  dans  ce  recueil  sous  le  titre:    „Sur  une  fmnm.de  de  Leibniz", 

En  donnant  [Voyez  p.  483  de  ce  volame]  dans  la  meme  seance  un  court 
apercu  des  interessantes  notices  hiwtoriques  contenues  dans  cette  note,  j'ai  ajoute 
quelques  remarques  sur  la  definition  donnee  par  Leibniz  des  differentielles 
ä  indices  quelconques.  Ayant  ete  invite  par  M.  Boncompagni  ä  exposer  en 
langue  francaise  ces  remarques  pour  son  Bulletin,  je  Ies  reproduis  dans  cette 
note  avec  quelques  additions. 

Dans  un  post-scriptum  ä  une  lettre  au  Marquis  de  l'Höpital,  datee  du 
30  septerabre  1695,  Leibniz  avait  deja  etendu  sa  formule.  c'est-a-dire  la  for- 
mule  qui  exprime  la  differentielle  d'ordre  quelconque  d'un  produit  par  les  dif- 
ferentielles des  facteurs,  au  cas  des  indices  entiers  et  negatifs  et  m6me  au  cas 
des  indices  fractionnaires,  dont  1'introduction  dans  l'analyse  est  due,  comme  on 
sait,  ä  Leibniz.  Dans  cette  lettre,  il  est  vrai,  on  ne  trouve  que  la  definition 
de  la  differentielle  de  l'indice  \,  propose  comme  exemple,  mais  dans  une  lettre  ä 
Jean  Bernoulli  du  28  decembre  1695,  Leibniz  donne  la  differentielle  d'un  indiee 
quelconque  i'ractionnaire.     Cette  definition  est  donnee  de  la  maniere  suivante *).: 

"'}  Leiljllitii  et  Joha.11.  Bernoulli  iMinui'.'S'k.'.iu.LU  1 1  h Llo  =- 01 1 Uioi 1 111.  'it.  maThii'iiaricum.  Toinus  pi'iimis. 
ab  anno  1694  ad  anirum  1699.  Lausannae  ot  Genevae  1745.  Epistola  XX,  Leibnitii  ad  Bernoiillium, 
p.  107.  —  Leibnizens  mathematische  Schriften,  herausgegeben  von  Gerhardt,  1.  Abtli.  Bd.  III, 
Halle  1855,  p.  228. 
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„Sint  x  progressionis    geometneae;    assumpta    differentiali    constante  dh. 

ut    fiat    x  dh:a  =  dx,    erit    da#  =  rfa'  dh  :  a  =  x  dh  dh  :  aa,    et    similiter 

d3X  =  xdhs  ;  ds,  et  generaliter,  dsx  =  x^/i" :  ae.u 

La  deiinition  introduite  par  W.  Liouville  et  dont  on  se  sert  aujonrd'hui. 
differe  de  celle  donnee  par  Leibniz  en  ce  point,  que  la  deiinition  de  Leibniz 
est  restreinte  an  cas  particulier  d'nne  fonetion  exprimable  par  une  seale  quan- 
tite  exponentielle  dont  l'exposant  est  proportionnel  ä  la  variable  independante. 
tandis  que,  dans  la  definition  moderne,  on  a  conserve  ä  la  fonetion  sa  generalite, 
en  supposant  qu'elle  s'exprime  par  une  somme  finie  on  merae  intime  de  qnan- 
tites  exponentielles  de  la  forme  indi.qn.ee  et  dont  chaeune  se  trouve  multipliee 
par  un  coeffieient  constant.  Une  definition  independante  de  l'hypothese  que  la 
fonetion  dont  il  s'agit  soit  developpable  en  une  somme  de  ces  quantitea  expo- 
nentielles a  ete  donnee  par  M.  Grünwald*),  qui  posc  -  ,,,'■■-  egal  ä  la  limite 
(pour  Ot  =  0)  de  la  fraction 

/W-pft.-0+ii^ff«-»*)-  ^-^-^  /(— 80+-. 

pour  une  valetir  fractionnaire  quelconqne  de  l'indice  fi. 

•)  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  herausg.  von  Schi 5 milch,  Kahl  und'Cantor,  12.  Jahr- 
gang, 1867,  p.  443. 
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Otto  Hesse. 

(geh.  den  22.  April  1811,  gest.  den  4.  August  1874.) 
chsrdt,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  79  p.  345—347,  1875. 


Das  verflossene  Jahr  hat  aus  der  Reihe  der  deutschen  Mathematiker 
in  Otto  Hesse  einen  Mann  durch  den  Tod  ausscheiden  sehen,  dessen  Arbeiten 
im  Felde  der  analytischen  Geometrie  tiefe  Spuren  hinterlassen  haben  und  einen 
bleibenden  Fortschritt  in  dieser  Disciplin  bilden. 

Otto  Hesse,  einer  der  bedeutendsten  Schüler  Jacobi's,  begann  um  das 
Jahr  184=0  seine  selbstständigen  Forschungen.  Dieselben  waren  im  Lauf  seiner 
Entwicklung  gelegentlich  auf  Fragen  der  Algebra,  der  Variationsrechnung,  der 
Mechanik,  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen  gerichtet,  hauptsächlich 
und  unausgesetzt  aber  auf  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes. 

Ueber  diese  von  ihm  mit  besonderer  Vorliebe  gepflegte  Disciplin  erwarb 
er  vermöge  der  seltenen  Gewandtheit,  mit  welcher  er  die  Algebra  der  ganzen 
Functionen  zu  behandeln  verstand,  sehr  bald  eine  allgemein  anerkannte  unbe- 
strittene Herrschaft.  Alle  seine  Abhandlungen  sind  überdies  durch  die  Voll- 
kommenheit der  Darstellung,  namentlich  durch  die  Consequenz,  mit  welcher 
Symmetrie  und  Homogen  ei  tat  der  analytischen  Ausdrücke,  durchgeführt  werden, 
Muster  mathematischer  Eleganz. 

Unter  der  Reihe  schöner  Untersuchungen,  welche  er  hinterlassen  hat, 
will  ich  drei  hervorheben,  welche  ihn  am  vollständigsten  charakterisiren  und 
seinen  Namen  in  der  Geschichte  der  analytischen  Geometrie  verewigen, 

Seine  lineare  Gonstruction  des  achten  Schnittpunktes  dreier  Oberflächen 
zweiter  Ordnung,  seine  Bestimmung  der  "Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ord- 
nung, seine  Untersuchungen  über  die  Doppeltangeuten  der  Curven  vierter  Ord- 
nung sind  Meisterwerke,  welche  innerhalb  der  analytischen  Geometrie  ein  neues 
Untersuchungsgebiet  eröffnet  haben. 
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In  jeder  dieser  drei  Arbeiten  wird  ein  Problem  behandelt,  welches  einer 
beschränkten  Anzahl  von  Lösungen  fähig  ist  und  daher  auf  eine  algebraische 
Gleichung  höheren  Grades  führt.  Aber  die  Lösungen  sind  nicht  unabhängig 
von  einander.  Nach  den  merkwürdigen  Untersuchungen,  welche  Jaco-bi  über 
die  Elimination  sresultante  angestellt  hatte"),  bestehen  Relationen  zwischen  den 
Lösungen  und  die  Finalgleichung  der  Elimination,  auf  welche  man  schliesslich 
geführt  wird,  ist  eine  Gleichung,  welcher  eine  besondere  Eigenschaft,  zukommt. 
Ohne  Zweifel  war  es  Jacobi  selbst,  welcher  Hesse  auf  diesen  algebrai- 
schen, aus  der  analytischen  Geometrie  zu  hebenden,  Schatz  aufmerksam  gemacht 
hatte.  Aber  es  bedurfte  eines  seltenen  Talents,  einer  unausgesetzten,  conse- 
quenten  Arbeit,  um  auf  dem  bezeichneten,  bis  dahin  noch  unbekannten,  Felde 
Ergebnisse  von  solcher  Tragweite  zu  gewinnen. 

Hesse's  Entdeckungen  haben  weitere  Vervollkommnungen  in  den  an-  . 
grenzenden  wissenschaftlichen  Gebieten  zur  Folge  gehabt.  Am  deutlichsten 
tritt  dies  ati  seinen  Arbeiten  über  die  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ord- 
nung hervor,  welche,  den  Ausgangspunkt  für  die  fundamentalen  Untersuchun- 
gen des  Herrn  Aronhold  über  ternäre  Formen  dritten  Grades  bilden,  Unter- 
suchungen, denen  die  Theorie  der  Invarianten  eine  so  bedeutende  Förderung 
verdankt. 

Das  mathematische  Journal,  welchem  die  Ehre  zu  Theil  geworden  ist, 
die  meisten  von  Hesse's  Abhandlungen  und  namentlich  die  bezeichneten  drei 
Hauptarbeiten  in  seine  Spalten  aufzunehmen,  hat  auch  Hesse's  letzte  Arbeit, 
die  das  Problem  der  drei  Körper  behandelt,  und  zwar  gleichzeitig  mit  den 
Denkschriften  der  Münchener  Akademie,  veröffentlicht.  In  dieser  Arbeit, 
welche  eine  neue  und  durch  ihre  Symmetrie  ausgezeichnete  Darstellung  der 
Lagrangeschen  von  der  Pariser  Akademie  gekrönten  Preisschrift  enthält,  ist 
ein  das  Resultat  beeinflussender  Irrthum  untergelaufen ,  den  öffentlich  zuerst 
Herr  Serret  besprochen  hat.  Aus  einem  mit  Hesse  geführten  Briefwechsel 
weiss  ich,  dass  Hesse  schon  wenige  Monate  nach  Veröffentlichung  seiner  Ab- 
handlung den  Irrthum  kannte.  Meine  Bitte  denselben  in  meinem  Journal  zu 
berichtigen,  ehe  es  von  anderer  Seite  geschehe,  blieb  fruchtlos,  wahrscheinlich, 
weil  Hesse  sich  auf  eine  blosse  Berichtigimg  nicht  beschränken,  sondern  damit 


*)  Bd.  14  p.  281  und  Bd.  15  p.  285  des  Journal.-;  für  diu   icine   und  aiijii/wsindti1  Jlutheii 
Gesammelte  Werke,  Bd.  3  p.  285  und  p.  329]. 

C.  W.  Borchardt's  Werke.  02 
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die  Veröffentlichung  neuer  Resultate  verbinden  wollte,  die  hoch,  nicht  in  drack- 
fertiger  Form  vorlagen. 

Was  Hesse  als  Lehrer  nach  einander  in  Königsberg,  Halle,  Heidelberg, 
München  geleistet  hat,  davon  geben  seine  zahlreichen  Schüler  ein  beredtes 
Zeugniss.  Noch  weiter  hat  er  seinen  belehrenden  Einflnss  ausgebreitet  und  auf 
die  Kenntniss  der  analytischen  Geometrie  in  Deutsehland  befruchtend  einge- 
wirkt, indem  er  seine  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  durch  den  Druck 
allgemein   zugänglich   machte. 

Diese  ganze  Seite  seiner  TTiätigkeit  möge  an  einer  anderen  Stelle  ge- 
würdigt werden,  mir  kam  es  vorzugsweise  darauf  an,  den  Lesern  meines  Jour- 
nals die  unvergänglichen  Ergebnisse  ins  Gedächtnis^  zurückzurufen,  welche  die 
"Wissenschaft  dem  Forscher  Otto  Hesse  verdankt. 

Berlin,  den  31.  December  1874. 
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Zusatz  zur  Abhandlung  des  Herrn  Cayley:  „Algorithm  for 
the  characteristics  öf  the  triple  ^-functions". 


chardt,  Journal  für  die  reine  und  anyt-wfunSto  .11atliein;u.il;,  l'id.  87  p.  169— 171,  1879. 


Von  Herrn  Weierstrass  rührt  bekanntlich  der  Gedanke  her,  aus  den 
4?  ^-Functionen  von  p  Variabein  2p+l  Functionen,  welche  mit  einem  ein- 
fachen Index  bezeichnet  werden,  so  auszuwählen,  dass  die  Composition  dieser 
2pH-l  Indices  zu  2,  3,  ...  ^  sämmtliche  #- Functionen  mit  Ausnahme  des 
Haupttheta  erschöpfen.  In  der  AVeierstrassschen  Theorie  sind  die  2p  +  l 
Functionen,  von  welchen  man  ausgeht,  so  gewählt,  dass  sich  unter  ihnen  p 
ungerade  Functionen  finden,  deren  Indices  «,  ß,  ...  seien,  und  p  +  1  gerade 
Functionen,  deren  Indices  a,  6,  ...  seien.  Alsdann  ist  irgend  eine  ^-Function 
mit  einem  aus  v  Zahlen  a,  ß,  .  .  .  und  n  —  v  Zahlen  u,  6,  .  .  .,  also  im  Ganzen 
n  Zahlen,   componirten   Index   eine  gerade   oder   ungerade   Function,  je  nachdem 

■  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Die  Auswahl  der  2p -Hl  Functionen, 
welche  man  als  #'s  mit.  einfachem  Index  zu  Grunde  legt,  kann  auf  verschieden- 
artige Weise  modificirt  werden.  Für  p  =  3  hat  Herr  Heinrich  Weber*) 
gefunden,  dass  man  zu  einer  beliebig  gewählten  geraden  Charakteristik  p  immer 
7  ungerade  Charakteristiken  jb  +  «,,  ...  p-h^  so  auswählen  kann,  dass  diese 
7  und  die  21  aus  p  und  den  Amben  der  a  componirten  Charakteristiken  alle 
28  ungeraden  Charakteristiken,  und  alle  aus  p  und  den  Temen  der  a  compo- 
nirten  Charakteristiken   die    von  p  verschiedenen   35    geraden    Charakteristiken 

*)  Theorie  der  Abelschen  Functionen  vom  Geschlecht  3.     Berlin,  G. 
p.  25,  VIII  und  X  p.  27,  XII  p.  29.     Nur   scheinbar   lautet   das  Ergebnis»   in  < 

durch  oiwas  anders,  fkss  dort  /!  +  «,  =  ßx  gesetzt  ist. 
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liefern.  Diesen  Satz  hat  Herr  Schottky*)  auf  # -Functionen  von  p  Variabein 
dahin  ausgedehnt: 

Es  ist  möglich  ein  System  primitiver  Indices  1,  2,  3,  . .  .  2p  +  l  und 
einen  ausgezeichneten  s  so  zu  wählen,  dass  sa  ein  gerader  Index  ist,  wenn  die 
Anzahl  der  primitiven  Indices,  aus  denen  a  zusammengesetzt  ist,  ^p  oder 
p+l(mod.  4)  ist.  dagegen  ein  ungerader,  wenn  diese  Anzahl  ^:^  +  2  oder 
p  +  3  (mod.  4)  ist. 

Hiernach  bezeichnet  Herr  Schottky  für  p  =  3,  indem  er  e  =  0  setzt, 
die  64  ^-Functionen  durch  die  Indices 

0,    x,    xX,    TtXjx  (Bj  x,fi  —  i, ...  7) 

in  der  "Weise,  dass  x,  x%  die  7  +  21  =  28  ungeraden,  0,  xXfi  die  1  +  35  =  36 
geraden  Functionen  hefern,  welche  Bezeichnung,  wie  man  sieht,  abgesehen  von 
unwesentlichen  Modifikationen ,  mit  derjenigen  übereinstimmt,  welche  Herr 
Cayley  im    Vorstehenden   angewandt  hat. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  7+21  =  28  Functionen,  welche  in 
der  Weierstrassschen  Bezeichnung  mit  einem  einfachen  und  zweifachen  Index 
bezeichnet  werden,  durch  Hinzufügung  einer  gehörig  bestimmten  halben  Periode 
in  die  28  ungeraden  Functionen  übergehen. 

In  der  Tliat,  man  setze  mit  Herrn  Weierstrass 

Hvv-vX-.k  ,*-*    =        ^       •  h-»#-»-'(-*V-**""f-*V 

e>         e  n,...?l(,        <• 

g(vl,...vQ;nl,...nv)=  ^{Sn^H r-2n,De+«?T11+2ft1»a*ia+-+«3*,c}, 

so  geht  bekanntlich  für  p  —  3  das  Haupttheta  d-ma.oeo,  wenn  man  nach  einander 
alle  möglichen  halben  Perioden  zu  den  Argumenten  vlt  u,,  v3  hinzufügt,  abge- 
sehen von  einem  Exponentialtactor,  in  die  ganze  Reihe  der  64  ^-Functionen 
über,*  so  dass  jeder  Function  ■&ul/,,ut;v1y,rt  eine  bestimmte  halbe  Periode  ent- 
spricht. Dies  vorausgesetzt,  entspricht  die  in  Rede  stehende  halbe  Periode  der 
Combination 

(1,  0,  1;  1,  1,  1) 
der  sechs  Zahlen  fi,  v. 

Schliesslich  möge  in  übersichtlicher  Gestalt  die  Tabelle  der  64  #- 
Functionen    nach  der   Weierstrassschen    Bezeichnung  folgen,    welche   sich   in 

*)  Abriss  einer  Theorie  der  Abelschen  Functionen  von  drei  Varuibdn,  Habilitationsschrift,  Breslau 
am  5.  November  1878,  p.  18. 
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Herrn  Henoch's  Inaugural-Di^eitation:    ..De  AheUanarum  fnnctiormm  periodis" 
p.  15  findet. 
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•In  dieser  Tafel  mit  doppeltem  Eingang  bilden  der  Complex  der  Zahlen 
j"u  fh>  /*3  ün&  der  Complex  der  Zahlen  ylf  v,t,  v&  die  beziehungsweise  über 
den  8  Verticalreihen  und  vor  den  8  Horizontalreihen  stehenden  Ueberschriften, 
während  in  jedem  der  64  Felder  der  Tafel  der  einfache  oder  componirte  Index 
steht,  welcher  nach  der  Weierstrass  sehen  Bezeichnung  der  Combination  beider 
Complexe  ju„  ju31  /us  und  vx,  va,  v.i}  d.  h.  dem  Zeiger  der  betreffenden  ^-Function, 
entspricht.  Die  unterstrichenen  Indiccs  gehören  zu  ungeraden  ^-Functionen. 
Berlin,  d.   15.  December   1878. 
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Remarque  relative  au  Memoire  de  M.  Sylvester:  „Sur  les 
determinants  composes"*). 

Borchardt,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  89  p.  82—85,  1880. 


Dans  une  correspondance  qn'i  vient  d'avoir  lieu  entre  M.  Sylvester  et 
moi,  M.  Sylvester  m'a  autorise  de  retirer,  en  son  nom,  le  theoreme  sur  les 
determinants  composes  qu'il  a  enonce  p.  56  et  58  du  vokirne  88  de  mon 
Journal. 

Soit  propose  un  determinant  dont  les  eleinents  forment  a-\-b-\-^ — \-z 
lignes  horizontales  et  autant  de  colonnes  verticales.  Ohoisissons  a  queleonques 
des  a  premieres  lignes,  ß  queleonques  des  b  lignes  qui  suivent,  etc.,  enfin  £ 
queleonques  des  z  dernieres  lignes;  ohoisissons  de  meme  a  queleonques  des  a 
premieres  colonnes,  ß  queleonques  des  b  colonnes  qui  suivent,  etc.,  enfin  £ 
queleonques    des    z   dernieres    colonnes,    et  formons  le   determinant  de   l1  ordre 

a-\-ß-\ \-£  de  tous  les  elements  qui  se  trouvent  dans  les  lignes  et  colonnes 

choisies.    Le  determinant  compose,  forme"  de  tous  les  determinants  possibles  du 
genre  indique,  est  ee  que  M.  Sylvester  designe  par  la  notation 
{aÄJBb..SZt). 

De  plus  le  determinant  simple  forme  des  a  premieres  lignes  et  colonnes 
est  designe  par  (A),  le  determinant  forme  des  a-\-b  premieres  lignes  et 
colonnes  est  designe  par  (AB),  et  ainsi  de  suite.  Cela  pose,  on  trouve  p.  58 
l'equation 

log  («,4  m,..iZ)  a  aß 

(.-i,«x^i,«...(^iro  °  ^^?^^ .-.  t-f  '°«c^)+- 

+2  a-a  i-ß  ■■-J=fl'XSVB...Z), 

*)  Borchardt,  Journal   für  die  reine  und  angcwiiinim  .Mkihcmal.ili,  l!ri.  88  p.  49— 67,  1880. 
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dans  laquelle 


(a,  a)  - 


a(a-i)...(a-a+\) 


1.2. ..a 

C'est  cette  equation  qui  se  trouve  en  defaut  et  sur  laquelle  M.  Syl- 
vester se  reserve  de  revenir  dans  une  autre  occasion,  en  se  bornant  ä  präsent 
ä  la  retirer  purement. 

Pour  connaftre  dans  un  cas  simple  la  modification  que  la  formule  de 
jVI.  Sylvester  doit  subir,  considerons  un  determinant  de  a-y-b  lignes  et  d'au- 
tant  de  colonnes.     Dans  ce  cas,  la  formule  de  M.  Sylvester  se  reduit  ä 


log(M;/B4) 


.  (a-l,«)C6- 

l'a'isons  a  =  b  = 


2,   a; 


lll?(vl 


=  1.     Alors  la  formule  donne 
'B,)  =  logC^)+log(B)-t-log(4B), 


(<A„'Bt)  =  (AB).(A)(B). 
Considerons  le  determinant 

D  =  (AB) 
du  quatrieme  ordre  forme  des  etementa  <$,  i  et  k  prenant  les  valeurs  1,  2,  3.  4, 
et  posons 

(i  i) = «sc«'-'**'- 

Les  qiiatre  indices  1,  2,  3,  4  ötant  divises  en  deux  classes  1,  2  et  3,  4,  il  y 
aura  quatre  coinbinaisons  de  deux  indices  i,  i'  telles  que  i,  i'  soient  de  classes 
differentes,  et  deux  combinaisons  telles  que  i,  i'  soient  de  meme  classe.  Le 
determinant  compose  A  =  (M2  iBs)  est  dont  le  determinant  du  quatrieme  ordre 
forme  des  16  quantites  ( !  t , )  dans  lesquelles  les  indices  superieures  ou  infe- 
rieures  ont  les  valeurs  13,  14,  23,  24.  Ce  determinant  du  quatrieme  ordre 
peut  etre  presente  sous  la  forme  du  determinant  du  sixieme  ordre 


(13) 


(I!) 
(!t) 


Cii) 


m 


12  3) 

(2i\ 


14\  (H\ 

2  4j  \12) 

2  3\  <"2  3\ 

•2  4.)  1,1  2  j 


\3ij 

(51) 

0 
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Remarque  relative  au  Memoire  de  M.  Sylvester: 

I  ,  ,,  le  determinant  du  second  ordre  par  lequel  I  ,  }  se  trouve 
nultiplie  dans  le  determinant  D  =  {AB),  et  formons  le  determinant  du  sixieme 
»rdre 


Soit  ; 


m 

"141 


m 


i]  in 

i]  [lt]  I 

dont  la  valeur  est,  eomme  on  sait, 


L2  3J 
T2  31 


|2i!j 

m 


ri  an 


|24| 


[ii] 

f2  41 


[24]     [lg] 


En  multipliant  [es  deux  detcrminants  z/  et  zf  et  en  y  appliquant  les 
formules  pour  la  composition  des  determinants,  les  elements  composes  etant 
ibrmcs  par  la  combinaison  d'une  ligne  quelconque  de  A  et  d'une  ligne  quel- 
conque  de  J',  on  obtient 

D  0  0  0    ■        0  ( 


m  m  im  [!j]  [ii]  [\\] 


"mm-iwm 


La  quantite  qui  se  trouve  entre  les  crochets  peut  ögalement  etre  ecrite 
.  la  forme 


(ti)(Si)-(äJ)(!J). 
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donc,  en  divisant  de  part  et  d'autre  par  Ds,  011  obtient 

Les  determinants  (j|),  (34)  sont  identiques  aux  determinants  (Ä),  (B)  de 
la  formule  de  M.  Sylvester.  Le  determinant  A  =  QA.2  '5a)  a  donc,  comme 
d"ans  la  formule  de  M.  Sylvester,  la  propriete  d'etre  divisible  par  le  deter- 
minant D  =  (AB),  mais  le  quotient,  au  Heu  d'etre  ( 1  2 )  (  3  4 ) '  est  *exPre8ei°n 

Je  me  borne  ä  ce  cas  particulier.  Lorsque  l'uminent  geometre  qui  a 
enricbi  de  si  belies  decouvert.es  la  tbeorie  des  determinants  et  i'algebre  des 
fonctions  entieres  en  general,  et  dont  les  contributions  forraent  im  ornetnent 
b'ien  precieux  de  mon  Journal,  reviendra  sur  sa  theorie  des  determinants  com- 
poses  et  qu'il  voudra  bien  destiner  pour  mon  Journal  la  reetification  dont  sa 
formule  generale  est  susceptible,  il  nous  fera  connaitre,  on  peut  en  etre  sur, 
un  progres  nouveau  que  cette   brauche   de  I'algebre  devra  ä  son  initiative. 

Berlin,  4  fevrier  1880. 


C.  W.  Borohardt' 
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Preface  de  la  correspondance  mathematique  entre 
Legendre  et  Jacobi. 

Borchardt,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Ikuliemiitik.   K<1  SO  p.  205 — 308,  1875. 


La  correspondance  mathematique  entre  Legendre  et  Jacobi  est  une 
des  correspondances  les  plus  memorables  qu'on  trouve  dans  la  litterature  des 
sciences  exaetes.  II  a  f'allu  un  concours  de  cireonstances  heureuses  pour  la 
conserver  en  entier  ä  la  postörite. 

O'est  ä  M.  Bertrand  que  nous  devons  la  publication  de  onze  lettres 
de  Jacobi  a  Legendre  inserees  aux  Annales  de  l'ecole  normale  de  1869. 
En  les  faisant  imprhner  Feminent  geometre  a  sauve  ce  tresor,  les  manuscrits 
originaux  ayant  peri  en  1871  dans  les  incendies  de  la  Commune.  Cette 
publication  fut  en  meme  temps  un  acte  de  justice  pour  la  memoire  de 
Jacobi. 

Une  grave  erreur  historique  avait  ete  repaodue  concernant  la  decou- 
verte  de  la  nouvelle  theorie  des  fonetions  elliptiques.  On  avait  avance  qu'ä 
Abel  seul  revenait  la  decouverte  de  cette  theorie  en  vertu  de  ses  memoires 
contenus  dans  les  volumes  2  et  3  du  Journal  de  Orelle;  que  Jacobi,  sans 
y  ajouter  rien  d'essenticl,  en  avait  seulement  forme  un  eorps  de  doctrine  publie 
trois  ans  plus  tard  dans  ses  Fundamenta  nova.  Cette  opinion  se  trouvait  deja, 
quand  eile  fut  em'ise.  en  contradictlon  manifeste  avec  les  notes  et  memoires  de 
Jacobi  et  d'Abel  inserös  dans  le  Journal  astronomique  de  Schumacher*)  et 
non  moins  avec  le  celebre  rapport  de  Poisson**)  sur  lee  Fundamenta  nova 
de  Jacobi.  Mais  rien  n'y  aurait  pu  donner  un  dementi  plus  formel  que 
la  publication  des  lettres   de  Jacobi   dans  lesquelles    Tillustre  analyste  raconte 


*)  Astronomische  Nachrichten,  Bd.  6,  il".  123,  127,  138. 
*s)  Lu  ä  la  seance  de  r  Acmlfsinio  des  St'-iences  du  21  dtken 
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avec  une  rare  franchise   l'lnstorique  de    ses   decouvertes  et  la  filiation   de  ses 
idees*). 

Au  mois  de  septembre  1827  ont  paru  ä  Berlin  le  2me  cahier  vol.  2 
du  Journal  de  Crelle**)  et  ä  Altona  le  n°.  123  vol.  6  des  Nouvelles  astrono- 
miques  de  Schumacher.  Le  cahier  du  Journal  de  Crelle  contient  la  pre- 
miere  publicatäon  d'Abel***)  relative  ä  la  nouvelle  theorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. On  y  trouve  leur  double  periodicite ,  la  tliöorie  analytique  de  leur 
multiplication  et  de  leur  divlsion,  leur  defimtion  par  des  produits  iirfims.  Le 
numero  des  Nouvelles  astronotniquos  contient  deux  lettres  de  Jacobi  a  Schu- 
macher ecrites  de  Koenigsberg  et  datees  du  13  juin  et  du  2  aoüt  1827.  Dans 
la  prem.ie.re  lettre  Ü  donne  les  transformations  du  3me  et  du.  5ine  ordre  dans 
leur  forme  algebrique  avec  les  transforinatioiis  supplementäres  a  la  multipli- 
cation. Dans  la  seconde  il  etablit  les  formules  analytiques  generales  pour  la 
transformation   de  l'ordre  n. 

Pour  un  göometre  qui  a  sous  les  yeux  ces  deux  publieations  simul- 
tauees,  il  est  evident  qu'en  les  ecrivant  Abel  et  Jacobi  ont  ete  chaeun 
en  possession  de  l'enaemble  de  la  nouvelle  theorie  des  fonctions  elliptiques, 
qu'ils  y  sont  parvenus  indepcnduminent  l'un  de  l'autre,  Abel  en  partant 
de  la  multiplication,  Jacobi  en  partant  de  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques. 

Le  fait  historique  de  cette  comeidynce  remarquable  a  ete  reconnu  par 
tous  les  geometres  contemporains,  parmi  lesquels  il  suffira  de  nommer  Le- 
gendr e,  Poisson  et  Lejeune-Dirichlet.  D'ailleurs  jamais  discussion  de 
priorite.  n'a  eu  Reu  entre  Abel  et  Jacobi.  Ils  ont  realise  l'atteute  de  Le- 
gendre: „vous  serez  sans  doute  dignes  l'un  de  l'autre  par  la  noblesse  de  vos 
sentiments  et  par  la  justice  que  vous  vous  rendrez  reeiproquement"-!"). 

En  comparant  les  onze  lettres  de  Jacobi  publikes  par  M.  Bertrand 
avec  douze  lettres  manuscrites  de  Legendre  qui  se  sont  trouvees  dans  la  suc- 
cession  de  Jacobi,  j'ai  pu  verifier  que  ces  23  lettres  forment  la  correspondance 


*)  Lettre  de  Jacobi  du  12  avril  1828. 

**)  M.  G.  Reimer   en   refherchanl    dans  les  livres    de 

vi.m h.i  eoufitaler  le  mois  du-ns  li.'qnel  cc  i.'abif.T  i\  i'1i'   t:\rn' ilii-  ;s-ux 

***)  Abel  etait  de  retour  ä  ChrUtiania  ilepuis  le  mois 

t)  Lettre  de  Legendre  ii  Abel  du  28  octobre  1828. 
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scientifique  entiere  qui  a  eu  lieu  entre  Legendre  et  Jacobi*).  M.  Bertrand 
ayant  bien  voulu  m'exprimer  son  assentiment  ii  l'impressioii  de  cette  correspon- 
danee  entiere,  je  la  fais  paraitre  suivant  1' ordre  ohronologique  dans  lequel  les 
iettres  ont  ete  ecrites.  A  cöte  des  Fundamenta  nova  de  Jacobi,  des  notes  et 
memoires  d'Abel  et  de  Jacobi  imprimes  dans  le  Journal  de  Crelle  et  dans 
les  Nouvelles  astronomiques  de  Schumacher,  cette  correspondance  est  un  des 
documents  les  plus  preeieux  pour  l'histoire  de  la  decouverte  de  la  nouvelle 
theorie  des  fonctkms  elliptiques. 

Quatre  grands  geometres,  Legendre,  Gauss,  Abel  et  Jacobi,  ont  eu 
leur  part  dans  cet  evenemeut.  Legendre  l'avait  prepare;  vieillard  de  75  ans 
en  1827,  il  avait  eultive  depuis  1786  pendant  plus  de  quarante  ans  le  calcul 
des  integrales  elliptiques  et  en  avait  forme  nne  diseipline  particuliere.  Ses 
travaux  avaient  ete  peu  apprecies  par  les  celebres  analystes  de  son  propre 
pays  dont  l'interet  se  dirigeait  plutöt  vers  les  recherches  applicables  ä  l'astro- 
nomie  et  ä  la  physique.  Parmi  les  savants  etrangers  ä  la  France  Gauss  con- 
naissait  parfaiteinent  l'importance  du  sujet,  mais  des  son  debut  il  avait  inontre 
ä  Tegard  de  Legendre  une  froidenr  qne  ce  dernier  ne  lui  pardonnait  pas.  La 
decouverte  de  1827  avait  d'ailleurs  pour  Gauss  un  interet  tres-personnel. 
Depuis  plus  de  vingt  ans  il  etait  en  possession  des  resultats  par  lcsquels  Abel 
et  Jacobi  ont  ötonne  les  geometres.  Des  recherches  entreprises  pendant  les 
annees  de  1797  ä  1808,  dans  lesquelles  Ü  partait  de  la  transformation  du 
second  ordre  et  des  moyennes  antlmietico-geoinetriques,  l'y  avaient  conduit, 
mais  il  n'en  avait  rien  public.  Pendant  toute  sa  vie  il  n'en  a  jama'is  parle  que 
dans  des  Iettres  ou  conversations  privees. 

Lorsqu'en  1827  Legendre  recut  la  premiere  nouvelle  de  la  recente 
decouverte  de  Jacobi,  d'abord  par  le  n°.  123  du  Journal  de  Schumacher, 
puis  par  la  lettre  de  Jacobi  du  5  aoüt  1827,  il  l'aecueillit  avec  un  vrai  en- 
thousiasme.  L'intöret  qu'il  prenait  a  la  diseipline  qui  pendant  une  si  grande 
partie  de  sa  vie  avait  forme  son  travail  principal,  etait  en  lui  d'une  teile  purete 
qu'il  n'eprouvait  point  de  Jalousie  de  se  voir  surpasse"  et  son  oeuvre  couronnee 
par  un  jeune  Komme  de  23  .ans  qui  se  nommait  avec  raison  son  dtsciple.  Mais 
lorsqu'il  fut  averti    d'une  assertion    de   Gauss   qui  aurait    pn   enlever   a  Jacobi 


*)  Outre  ces   12  lettrea  de  Legendre  je  n'ai  trouve    qu'uit   billct  du   6  septembre  1829    (sejour  de 

k  Paris),  siiuuk  bilie!   il'iuvitütiun  <jui  n'oü'rc  point  il'iiitei'it  ot  n'a  aueun  rappovt  aux  miithumatiquKS. 
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vme  partie  de  la  gloire  de  sa  deoouverte,  son  Irritation  fut  grande.  II  n'bfeita 
pas  a  douter  de  la  verite-  de  l'assertion,  et  ce  fut  alors  Jacobi  qui  se  chargea 
de  la  defense  de  Gauss. 

Pour  les  caracteres  de  Legendre  et  de  Jacobi  leur  correspondance  est 
un  beau  monument. 

Legendre  qui  par  son  travail  infatigable  avait  initie  la  nouvelle  geuö- 
ration  dans  la  theorie  des  integrales  elliptiques,  montre  pour  Jacobi  nne  bien- 
veillance  qui  lui  fait  le  plus  grand  bonneur.  En  ce  qui  concerne  Abel,  apres 
avoir  vaineu  la  difficulte"  qu'il  trouvait  d'abord  a  se  famiüariser  avec  ses  idees, 
il  exprimc  la   baute  consideration   due  a  ses  travaux. 

Jacobi  se  montre  plein  de  veneration  pour  Legendre  dont  les  oeuvres 
lui  ont  fourni  le  point  de  depart  de  ses  profondes  etudes.  O'est  dans  ce  ton 
que  sont  ecrites  tout.es  ses  lettres  a  l'exception  d'un  seid  Passage  dans  lequet 
il  s'agit  de  la  plus  grande  decouverte  de  son  emnle  Abel  oubliee  pendant  deux 
ans  parmi  les  papiers  de  Caucby.  A  l'egard  de  Gauss  son  jugement  est  juste 
et  sans  prevention.  Hon  adniiration  pour  les  travaux  d'Abel  est  teile  qu'il  les 
place  au-dessus  des  siens  propres.  La  grande  decouverte  a  kquelle  il  a  donne 
le  nora  de  theor&me  d'Abel  est  design^e  par  lui  comme  „la  decouverte  la 
plus  iinportante  de  ce  qu'a  fait  dans  les  Mathematiques  le  siede  dans  lequel 
nous  vivons". 

En  presentant  au  monde  scientiüque  cette  correspondance  de  deux  geo- 
metres  de  nationalite  diilerente  et  pour  lesquels  l'interet  de  leur  science  fait 
disparaitre  toute  autre  consideration,  je  nc  puis  nie  refuser  ä  exprimer  l'espe- 
rance  que  cet  exemple  ne  sera  pas  perdu  pour  la  generation  presente. 
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C.  W.  Borchardt's  Lebenslauf. 

Carl  Wilhelm  Borchardt,  einer  der  ansgezei  diu  eisten  unter  den  aus 
der  Schule  0.  G.  J.  Jacobi's  hervorgegangenen  Mathematikern,  geboren  zu 
Berlin  den  22.  Februar  1817,  genoss  bis  zu  seinem  19.  Lebensjahre  im  elterlichen 
Hause  eine  sehr  sorgfaltig  geleitete  wissenschaftliche  Erziehung  und  widmete 
sich  dann  von  Ostern  1836  bis  Ostern  1843  theils  in  seiner  Vaterstadt,  theils  in 
Königsberg  dem  Studium  der  Mathematik,  für  das  er  schon  früh  eine  ungewöhn- 
liche Begabung  gezeigt  hatte  und  durch  den  Unterricht  von  L.  J.  Magnus, 
Plücker  und  Steiner  aufs  beste  vorbereitet  war.  In  Berlin  schloss  er  sich 
vornehmlich  an  Lejeunc-Dirichlet  an,  in  Königsberg,  wohin  er  1839  sich 
begab,  an  Bessel,  Neumann  und  vor  allen  an  Jacobi,  dessen  Einfluss  auf 
seine  wissenschaftliche  Entwicklung  sich  um  so  nachhaltiger  erwies,  als  sich 
bald  zwischen  Lehrer  und  Schüler  ein  inniges  persönliches  Verhältniss  bildete, 
das  bis  zum  Tode  des  ersteren  fortbestand.  Nachdem  Borchardt  sodann  in 
Königsberg  promovirt  (1843),  ging  er  zunächst,  mit  Jacobi  nach  Italien,  wo 
beide  den  "Winter  1843 — 44  in  Florenz  und  Rom  verbrachten,  blieb  darauf 
mehrere  Jahre  in  Berlin,  mit  selbständigen  mathematischen  Untersuchungen  be- 
schäftigt, deren  Resultate  er  1845  zu  veröffentlichen  begann,  verlebte  den  Winter 
1846—47  in  Paris,  wo  er  mit  Liouville,  Chasles  und  Hermite  verkehrte, 
habilitirte  sich  .1848  an  der  Universität  zu  Berlin,  wo  sich  alsbald  ein  erlesener 
Kreis  von  Zuhörern  um  ihn  sammelte,  wurde  1855  ordentliches  Mitglied  der 
Akademie  der  Wissenschaften  daselbst  und  übernahm  kurz  darauf,  nach  dem 
Tode  Crelle's,  auch  die  Fortführung  des  von  diesem  begründeten  „Journal  für 
die  reine  und  angewandte  Mathematik",  das  unter  seiner  umsichtigen,  nach 
strengen  Grundsätzen  geregelten,  Leitung  das  Hauptorgan  des  Faches  blieb. 
Als  seinen  eigentlichen  Lebensberuf  betrachtete  er  aber  stets  die  Förderung  der 
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Wissenschaft  durch  eigene  Forschungen,  was  die  zahlreichen  Abhandlungen 
algebraischen,  analytischen  und  mathematisch-physikalischen  Inhalts  bezeugen, 
mit  denen  er  im  Verlaufe  von  35  Jahren  die  mathematische  Litteratur  be- 
reicherte, sämmtlich  Arbeiten  von  dauerndem  Wertbe,  die  sich  nicht  nur  durch 
die  gründliche  und  erschöpfende  Behandlung  des  Stoffs,  sondern  auch  durch 
die  vollendete  Eleganz  der  Form  auszeichnen.  Um  so  mehr  ist  zu  beklagen, 
dass  Borchardt's  Thätigkeit,  allzu  oft  durch  schwere  Erkrankung  unterbrochen 
wurde  und  er  desshalb  manche  angefangene  Untersuchung  aufgeben  musste, 
sowie  er  auch  aus  demselben  Grunde  seine  Vorlesungen  an  der  Universität  seit 
1861  ausgesetzt  hatte  und  erst  in  den  letzten  Jahren  seines  Lebens  wieder  auf- 
nehmen konnte.  Er  starb  nach  längerem  Leiden  zu  Rüdersdorf  bei  Berlin  den 
27.  Juni  1880.  in  der  wissenschaftlichen  Welt  hochgeachtet  und  von  allen,  die 
ihm  persönlich  nahestanden,  als  ein  Mann  von  lauterstem  Charakter,  anspruchs- 
losem Wesen  und  feinster  Bildung  verehrt. 
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YTorzeichniss  der  Titel  der  von  C.  W.  Borchardt  in  der  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zn  Berlin  gelesenen  Abhandlungen. [*] 


3.  Juli  1856.  Rede  beim  Eintritt  in  die  Akademie  (p.  467—468). 

8.  Januar   1857.  *  Ueber   die  algebraisch«  Zusammensolzung  der  Ausdrücke,    welche  zur 

Multiplikation  eines  Abelsehen  Integrals  von  beliebiger  Ordnung  dienen. 
8.  Juni  1857.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Potenzsumnien  ungerader  Ordnung  (p.  107 

-118). 
25.  Februar  1858.        Ueber  das  arit hm oti sc h-geome Irische  Mittel  (p.  119 — 129). 
12.  Mai  1859.  Ueber  ein  die  Elimination  betreuendes  Problem  (p.  131 — 144). 

7.  Juni  1860.  Ueber  eine  Intorpola.tion^lormel  für  eine  Art  symmetrischer  Functionen 

und  über  deren  Anwendung  (p.  151—172). 

20.  Januar  1862.  *  Ueber  vollkommene  Zahlen. 

21.  April  1864.  *Ueber  die  Multipliea.toren  höherer  Ordnungen   der  gewöhnlichen  Diffe- 

rentialgleichungen. 
23.  Mai  1864.  'Anwendung    der   Theorie   der   Multiplieat.orcn    höherer  Ordnungen   auf 

die  isoperimetrischen  Differentialgleichungen. 

29.  Juni  1865.  Bestimmung    dos    Tetraeders    von    gross tem    Volumen    bei    gegebenem 

Inhalt  seiner  vier  Seitenflächen  (p.  179—200). 

19.  Februar  1866.        Ueber  eine  Aufgabe  des  Maximums  (p.  201-  -232). 

19.  April  1866.  *Ueber  den  Inhalt  und   die  Einrichtung  der  von  Herrn  Clobsch  be- 

sorgten Ausgabe  der  Vorlesungen  Jacobi's  über  Dynamik. 

16.  August  1866.  *Ueber   KUipsoitle,  welche  eine-  Ei  gen  schalt  des   Maximums  besitzen. 

5.  Dccember  1867.  Ueber  das  Ellipsoid  von  kleinstem  Volumen  bei  gegebenem  Flächen- 
inhalt einer  Anzahl  von  l.'entralschuitteu  (vergl.  die  am  24.  Juni  1872 
gelesene  Abhandlung). 

22.  Juni  1868.  *L*eber  die   liestimmung  eines  l'ünlllaclies  von  gröbstem  Volumen. 

'6.  Deeember  1868.  Bemerkungen  zur  Note  des  Herrn  Tardy:  „Ueber  eine  Leibnizsehe 
Formel"  (p.  483-485). 

15.  April  1869.  *Ueber  einige  l'robleme  des  relativen  Maximums. 

27.  November  1870.     *Uebor  ein  die  Pyramiden  betreifendes  Problem  des  Maximums. 

26.  October  1871.  *Ueber  die  Losung  eines  Problems  aus  der  Ela  stiel  tätsl  ehre  mit  Hülfe 
der  Potentiale. 


[*]  Ein  Stern  vor  dem  Tiri;l  kennzeichne':  ■- i. L c ■  i ■"■  "■  x i ;;cu  AMiiiim Jiiiiiff.'u,  u-elclie  von  üorchardt 
liaupt  nicht  -veröffentlicht  und  daher  in  der  vorlic^udcn  Au.-galjc  nicht  abgedruckt  worden  sind.  Di 
Titoin  beigefügten  Scileic.ahlon   bc/.icdieii   sich   auf  diese  Ausgabe.  H. 
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24.  Juni  1872.  Heber  dys  Ellipsoid   von  kleinstem  Volumen   bei  gegebenem  Flächen- 

inhalt einer  An/.ahl  von  Uent.ralsclnii.lten  (p.  233—244). 
18.  November  1872.     "Untersuchungen   über  Elastizität  mit  Kenicksichtiiaing  der  Wärme. 
9.  Januar  1873.  Untersuchungen  über  die  Elasticit.ät  fester  isotroper  Körper  unter  Be- 

rücksichtigung der  Wärme  (p.  245 — 288). 
24.  Juli  1873.  Ueber  Deformationen   elastischer  isotroper  Körper  durch  mechanische 

an  ihrer  Oberfläche  wirkende  Kräfte  (p.  307—326). 
16.  April  1874.  *Ueber   die  Integration    der  Gleichungen    des  Gleichgewichtes  krystalli- 

nischer  elastischer  Körper. 
11.  März  1875.  Ueber    den    Briefwechsel    /.wischen    Logendre    und    Jacobi    (vergl. 

p.  498-501). 
9.  December  1875.     *Ueber   ein    allgemeines    Theorem    in    Betreff   der  Deformation    einer 

elastischen  isotropen  Platte  durch  variable  Erwäimung. 
2.  November  1876.     Ueber  das  aritlimetiscb-gecmetrisclio  Mittel  aus  vier  Elementen  (p.  327 

—338). 
18.  Juni  1877.  Ueber  die  Darstellung  der  K.ummerschen  Fläche  vierter  Ordnung  mit 

sechzehn  Knotenpunkten  durch  die  Göpelsche  biquadratisohe  Relation 
«wischen  vier  Thetafunctionen  mit  zwei   Variabein  (p.  341—354). 
31.  Januar  1878.  Ueber  die  Theorie  der  Elimination  (p.  355—372). 

27.  Juni  1878.  Ueber   die   Theorie    des    arithmetisch -geometrischen   Mittels    aus   vier 

Elementen  (p.  373—431). 
6.  Januar  1879.  Ueber  hyperel  Optische  Transformationen  zweiter  Ordnung,  welche  durch 

ihre  Wiederholung  zur  Duplication  führen  (vergl.  p.  445 — 452). 


C.  W.  Borcha 


/Google 


Anmerkungen  des  Herausgebers. 


den  nachfolgenden  Anmerkungen  sind  nur  solche  Stellen  erwähnt  werdet 
echung  bedurften,  oder  bei  denen  grossere  Abweichungen  vom  Original 
rend  Druck-  und  Rechenfehler,  welche  bei  der  dem  Neudruck  yorangegangi 
e  Weiteres  berichtigt  sind.  Den  Citaten,  welche  sich  auf  Abhandlungen  vor 
>bi  und  Steiner  beziehen,  wurden  die  betreffenden  Angaben  aus  den  in 
.  Werken  beigefügt.  Die  Abhandlungen  No.  14.,  IG,  18  und  33  sind 
g  veröffentlicht ;  die  näheren  Angaben  über  die  TJebersetzung  finden  sich  . 


Neue  Eigenschaft  fler  Glcicliuug,  mit,  deren  Hülfe  man  die  decuiHi.ren  Störungen  der  Planeten 
bestimmt  (p.  3 — 13) 

üeveloppementw  sur  ri'unaüüii  ä  1'aide  de  laquelle  on  cUHcrmine  les  intigalites  seculaires  du 
mouvement  des  planetes  (p.  15 — 30). 

In  dem  Monatsbericht  der  Aka.demie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Kebruar  1873  p.  142,  hat  Herr 
Kronecker  darauf  aufmerksam  gema.chl,  dass  ,die  Realität  der  Wurzeln  der  Gleichung  T-=0  nicht  nur 
erfordert,  dass  alle  (Binder  einer  Sl  ur  in  sehen  Reibe  nicht  negativ  werden,  sondern  geradezu,  dass  dieselben 
positiv  seien.  Die  Borchardr.sche  Darstellung  Sturm  scher  Functionen  für  die  Gleiehutig  r  =  0  kann 
dessbalb  nicht,  ohne  Wcileros,  wie  .Seitens  andere;  Autoren  geschehen,  ms  lic-.vois  für  die  liealität  der  Wur- 
zeln aufgefasst  werden,  hierzu  bedürfte  es  vielmehr  noch  des  Nachweises,  dass  die  einzelnen  Quadrate  in 
jener  Darstellung  nicht  sämmtlich  gleich  Xu II  weiden  können,  wenigstens  nicht,  so  lauge  die  Di.scriminanie 
der  Gleichung  von  Null   verschieden  ist." 

Dem  hier  erwähnten  Mangel  lässl.  .-ich  leicht  durch  Conrinmtätsbctraclduugen  abhelfen,  mittelst 
deren  gezeigt  werden  kann,  dass,  wenn  die  Kugenschafl  der  Gleichung  /'  — Ü:  reelle  Wurzeln  zu  habon,  im 
Allgemeinen  stattfindet,  sie  auch  für  diejenigen  be-emieren  Werl  he  bestehen  bleibl ,  für  welche  Sturmsche 
Functionen  gleich  Null  werden  können.  Aber  bei  Ret  Ott  zun  ;r  von  (''■"iiLtinnit:,Li.>betrach,,r,iiL:cn  bedarf  es  für 
den  Nachweis  der  Realität  der  Wurzeln  der  Gleichung  /'-—  0  ülierhiiupt  nicht  der  Darstellung  aller  Sturm- 
sehen  Functionen  als  Summe  von  Quadraten,  sondern  hierfür  geuiigl  die  llarsi.ellung  der  Uiseriminante, 
welche  Borchardt  bereits  in  der  ersten  Abhandlung  gegeben.  Auch  mit  Hülfe  gewisser  linearen  Glei- 
chungen, die  Herr  Kronecker  in  dein  J1oun.t,berirat.  der  Akademie  der  Wi^vuschnfti-n  zu  Kerlin,  Februar 
1878  p.  118,  aufgestellt  hat,  lässt  sich  die  Kigemscha.f;.  einer  Gleichung,  die  Anzahl  ihrer  reellen  Wurzeln 
nicht  zu  andern,  so  lange  die  ni.scriminaiLrc   ihr  Zeichen   beibehält,  nachweisen. 


/Google 


AjLMll'M'ULll'lEfOll    de.S    Herausgebers.  507 

Snr  la  quadrature  delinie  des  surfsicas  i:ourbes  (p.  65 — 89). 

Herrn  Kronecker  verdankt  ich  die  folgende  Mitiheihnig,  die  sich  auf  den  Satz  (p.  81)i  „Ce 
nombre  n  est  donc  egal  an  nombre  de  points  isoles  auxqncls  se  reduit,  la  surfaee  fermee,  deievminiie  par 
l'equation  /=  c  pour  la  valeur  minimum  de  c"  bezieht.  Nach  der  Abhandlung  dos  Kenn  Kronecker 
„IJ'-.her  Systeme,  von  l' mxhur.ei,  ii.ehrai-.r  Vmi'i!."iin"  in  ue;n  M:"i]ikkborii.ht  ■  Li.!-  Akad .jiniu  der  Wissensclmften  71.1 
Berlin,  August  186!)  p.  CD5,  wird  das  Verhältnis  der  curvatura  Lutcgra  einer  geschlossenen  Oberfläche 
f{x,y,z)  =  e  zur  OberJUieho  der  Kinlieitskugel  diircb  den  [."ohersclni^s  derjenigen  [in  Inneren  der  Fläche  ge- 
legenen Punkte,  für  welche  -—  =  0,  -5—  =  0,  —J-  =  0  und  die  Hesse  -sehe  IMerminanlc  von  f(tc,  y,  z)  po- 
sitiv ist,  über  diejenigen  im  Inneren  gelegenen  Punkte,  wofür  -3—  =  0,  -* —  =  0,  -3—  =  0  und  die  Hcsse- 

Hiernach  findet  man  ■/..  PI.  die  curvatura  int.egra  der  durch  Rotation 
den  Rotationsfläche 
ffe  g,  3)  =  (^  +  j*  +  ^-l)«  +  4(y  +  =a)  =  e 
für    den  Fall  c  <  1,    in  weichem  die  Flache  in  zwei  getrennte  Stücke  zerfällt,    gleich  81t,    dagegen  für  den 
Fall  c>  1,  in  dem  die  Fläche  aus  einem  zusammenhängenden  Stück  besteht,  gleich  ir.. 

Borchardt  knüpft  (p.  73)  seine  Entwicklungen  an  die  bestimmte  Voraussetzung,  dass  der  Para- 
meter c  nur  so  weit  variirt  werden  solle,  als  nicht  die  Parallelfläche  (F)  von  der  Fläche  /=  c  oder  von 
einer  Para  II  e  Mächen  (F),  die  einem  unendlich  wenig  verschiedenen  Werth  von  c  entspricht,  geschnitten 
wird;  auch  bei  Ausdehnung  der  Gleichung  (:>)  p.  7-1  auf  etidlielie  lUtl'eiotuen  t\  ■  ca  imiss  daher  jene  Vor- 
aussetzung berüeksicidigt  werden.  In  Folge  dessen  ist  die  von  Borchardt  (p.  81;  gegebene  Bestimmung 
der   eurvatura  integra   jl — rd5  =  4iiTi,   wobei   n   die  in  dem  oben  cithten  Sähe  ausgesprochene  Bedeutung 

hat,  auch  nur  für  solche  Flächen  f(x,S,  z)  =  c  bewiesen,  bei  denen  für  jeden  zwischen  c  und  dem  Minimal- 
werth  Co  -von  /(*,  y,  z)  gelegenen  "Werth  e1  jene  Voraussetzung  erfüllt  ist,  was  z.  B.  im  Falle  e>l  bei 
der  Rotationsfläche  der  Cassinischen  Curvc  für  e'  =  1  nicht  der  Fall  ist. 

Untersuchungen  über  die  Elasücitiit  fester  isotroper  Körper  unter  Berücksichtigung  der 
Wärme  (p.  245—288). 

Borchardt    hatte,    als    er  sich   zuerst   mit    der  Untersuchung  der  elastischen  Deformationen  einer 

isotropen  Kreisplatfe  Linier  Berücksichtigung  der  Wärme  beschäftigte,  die  Componenton  der  Verrück  ringen 
in  Form  unendliehcr  Reihen  dargestellt.  Spater  war  es  ihm  gelungen  die  unendlichen  Reihen  durch  be- 
stimmte Integrale  zu  summiren  und  er  stellte  sich  daher  die  Aufgabe,  die  scbliosslidi  erhaltenen  Resultate 
(lirect  abzuleiten  und  die  Integration  auch  in  einigen  noch  niebt  behandelten  Kidleu  dureb  zuführen.  Durch 
diese  Umarbeitung  und  Knveil.erung  einer  iVii hören  Arbeit,  wolclic  auf  anderen  Mel.bodeu  beruhte,  sind  in 
der  jetzt  vorliegenden  Abbwu.lluug  einige  luc.orree'.be.iten  stoben  geblieben,  die.  obwohl  ohne  Einfluss  auf 
die  Endresultate,  doch  einer  näheren   Besprechung  bedürfen. 

p.  253,  Z.  2  v.  u.,  ist  die  Bemerkung  „eine  eindeutige  Function  f(x,  >/)..  welche  der  Gleichung 

genügt,  lässl  bekanntlieh  eine  Ihd.wicklung  in  der  Form 

/=Q0  +  Vg'-  +  2r>nco8n8  +  V,inn»)  0»-±l,  ■■■  +=>) 

zu,  wo  x  =  r cos II,  i[  —  v-siu  !)■  ist  und  die  Grössen  »,  b  konstanten  sind,"  i'iir  einen  beliebigen  Bereich  in 
der  (a:, j)- Ebene  nicht  neblig.  Die  angeführte  Knlwicklung  gilt  aber  für  die  beiden  Fälle,  welche  allein  von 
Borchardt  behandlet  werden,  dass  tler  liereich   in  der  fo  y)  -  Ebene  durch  das  Innere  und  den  Rand  eines 
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